Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2012  with  funding  from 

University  of  Toronto 


http://archive.org/details/traitedanalyse03pica 


TRAITE 


D'ANALYSE. 


TOME  III. 


PARIS.     -    IMPRIMERIE    G  A  UT  HI  K  R-VILL  ARS 

4oi7f,        Quai  des  Grauds-Augustins,  55 


^^ 


COURS  DE  LA   FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  PARIS, 


TRAITE 


D'ANALYSE 


PAR 


Emile  PICARD, 

MEMBRE   DE    L.TNSTITUT, 
PROFESSEUR    A    LA    FACULTÉ   DES    SCIENCES    DE    PARIS. 


DEUXIEME  EDITION 


RKVUK    ET    AUGMENTE 


TOME  III. 

DES    SINGULARITÉS    DES    INTÉGRALES    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 

ÉTUDE    DU     CAS     OU     LA     VARIARLE     RESTE     RÉELLE;     DES     COURBES     DEFINIES 

PAR     DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES;    ANALOGIES    ENTRE    LES    ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES 

ET    LES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES. 


PARIS, 
GAUTHIER- V1LLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU     BUREAU    DES    LONGITUDES,    DE    L'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 
Quai  des  Grands-Augiistins,  55. 

1908 


CM 

11  or 
/if,  3 


Tous  droits  de  traduction  et  de  reproduction  ré; 


INTRODUCTION 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION 


Ce  troisième  Volume  contient  les  Leçons  que  j'ai  faites  à  la 
Faculté  des  Sciences  dans  ces  trois  dernières  années.  Il  est, 
comme  je  l'avais  annoncé,  à  peu  près  entièrement  consacré  à 
l'étude  des  équations  différentielles.  On  ne  trouvera  pas  cepen- 
dant, dans  ce  Volume  et  dans  ceux  qui  suivront,  un  Ouvrage 
didactique  sur  ce  sujet  qui  est  immense  ;  bien  des  points  clas- 
siques oui  été  laissés  de  côté,  et,  à  cet  égard,  le  titre  de  Traité 
d'Analyse,  s'il  n'était  consacré  parla  tradition,  serait  assez  mal 
choisi.  Le  temps  des  encyclopédies  semble  passé  ;  j'ai  eu  surtout 
pour  but  d'exposer  dans  mes  Leçons,  avec  les  préliminaires 
nécessaires,  quelques-unes  des  questions  qui  intéressent  parti- 
culièrement aujourd'hui  les  analystes,  et  dont  l'étude  peut  être 
utilement  poursuivie. 

Il  suffira  d'indiquer  succinctement  les  principales  subdivi- 
sions. L'étude  des  singularités  des  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles ordinaires,  qui  trouve  son  origine  dans  le  Mémoire 
classique  de  Briot  et  Bouquet,  l'orme  le  sujet  des  premiers  Cha- 
pitres. Cet  le  partie  importante  de  la  Théorie  a  fait  récemment 
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l'objet  de  divers  travaux  sur  lesquels  je  m'étends  assez  longue- 
ment, en  donnant  quelques  applications. 

Le  brillant  développement  de  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  avait  fait  un  peu  trop  laisser  de  côté  l'exa- 
men du  cas  où  tous  les  éléments  figurant  dans  les  équations  dif- 
férentielles sont  réels.  Sous  L'influence  des  travaux  de  M.  Poin- 
caré  sur  les  courbes  définies  par  des  équations  différentielles,  ces 
questions,  depuis  quelques  années,  ont  été  reprises.  Je  reviens 
d'abord  sur  mes  recherches  relatives  à  diverses  méthodes  d'ap- 
proximations successives,  en  me  bornant  pour  le  moment  aux 
équations  différentielles  ordinaires,  et  je  passe  ensuite  aux  tra- 
vaux de  M.  Poincaré  sur  les  solutions  périodiques  et  asympto- 
tiques.  Dans  le  même  ordre  d'idées,  les  profondes  recherches  de 
l'émment  géomètre,  sur  la  forme  clés  courbes  satisfaisant  à  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  et, 
en  particulier,  sa  belle  théorie  des  cycles  limites  trouvent  ici 
leur  place. 

Le  reste  du  Volume  est  consacré  à  la  théorie  des  équations 
différentielles  liuéaires  ;  c'est  un  sujet  qui  a  fait  depuis  trente 
ans  l'objet  d'un  nombre  considérable  de  travaux.  Je  dirai  seule- 
ment ici  un  mot  sur  une  digression  qui  pourra,  au  premier 
abord,  étonner.  Voulant  étudier  les  analogies  entre  la  théorie 
tics  équations  différentielles  linéaires  et  celle  des  équations  algé- 
briques, il  m'a  paru  indispensable  de  reprendre  les  théories 
algébriques  pour  faciliter  au  lecteur  la  comparaison  ;  c'est  ainsi 
que  j'ai  consacré  un  long  Chapitre  à  la  théorie  des  substitutions 
et  aux  idées  fondamentales  introduites  dans  la  Science  par 
(ialois.  (  )n  pourra  suivre  ainsi,  j'espère,  avec  la  plus  grande  faci- 
lité, le  parallélisme  entre  le  groupe  de  (ialois  pour  une  équation 
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algébrique  et  ce  que  j'ai  appelé  le  groupe  de  transformations 
d'une  équation  différentielle  linéaire,  étude  qui  fait  le  principal 
objet  du  dernier  Chapitre. 

J'adresse  encore  à  M.  Simart  mes  affectueux  remercîments 
pour  les  conseils  qu'il  m'a  donnés  en  corrigeant  les  épreuves,  et 
qui  m'ont  permis  d'apporter  d'heureuses  modifications  à  ma 
rédaction  primitive 


Emile  PICARD. 


Paris,   le  2j   mars    1896. 


PREFACE 

DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION 


Le  plan  de  cette  deuxième  édition  ne  diffère  pas  de  la  pre- 
mière. J'ai  fait  diverses  additions,  particulièrement  dans  la  dis- 
cussion des  singularités  des  équations  différentielles  ordinaires, 
et  dans  l'étude  de  leurs  solutions  au  point  de  vue  de  la  stabilité, 
telle  que  l'entend  M.  Liapounoff.  L'étude  des  représentations 
asymptotiques  des  intégrales  des  équations  linéaires  a  reçu  aussi 
divers  compléments,  et  j'ai  pu  consacrer  quelques  pages  à  des 
travaux  récents  de  M.  Landau  sur  la  théorie  des  fonctions. 

Je  remercie  M.  d'Adhémar,  qui  a  bien  voulu  corriger  les 
épreuves  de  ce  Volume. 

Emile   PICARD. 

Paris,  le  20  novembre  iqo8. 
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CHAPITRE  I. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  Intégrales  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  singulières. 

1.  On  peut,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (t.  II,  p.  356), 
rattacher  la  recherche  des  intégrales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires  à  l'étude  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles.  Reprenons  l'équation 

où  X,  X, ,  . . .,  X„  sont  fonctions  des  n  -+-  i  variables  x,  x  s ,  . . .,  xn. 
Nous  avons  démontré  que,  si  les  coefficients  de  cette  équation  sont 
holomorphes  dans  le  voisinage  de  x°,  x\,  . . . ,  x°lt  et  si 

n'est  pas  nul,  il  existe  une  fonction /(^r,  x{,  x2,  . ..,  xn)  satisfaisant 
P.  -  m.  i 
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à 


équation  (i),  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x°,  x",  . ..,  x°in  et 
se  réduisant  pour  x  =  x0  à  une  fonction  donnée  à  l'avance 

cp(^i,  .r2,  .  .  .,  xn), 
elle-même  holomorphe  dans  le  voisinage  de  #J,  x°},  . . .,  x(]r 

Nous  avons  déduit  ce  théorème  {voir  t.  II,  p.  36o)  d'une  proposi- 
tion plus  générale.  Si  Ton  a  seulement  en  vue  le  théorème  lui-même, 
on  peut,  tout  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  le  démontrer 
plus  rapidement  comme  il  suit.  Ecrivons  l'équation  sous  la  forme 

(E)  dl  =X,-^+X,-^+...+  X/l-^-. 

ôx  àx\  '  dx-i  "  àxn 

Soit,  pour  abréger, 

x°  =  x\  ==  a?|  = . . .  =p  x%  =p  o. 

Supposons,  de  plus,  la  fonction  ©  nulle  pour  xK  — . .  .=  xn  ~  o,  ce  qui 
revient  à  remplacer  f  par  /'  augmentée  d'une  constante  convenable. 
Si  la  fonction  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  existe,  on 
pourra,  à  l'aide  de  l'équation  (E),  effectuer  son  développement  sui- 
vant les  puissances  de  x,  xK,  . . .,  xn.  On  aura,  en  effet,  les  valeurs  de 
toutes  les  dérivées  partielles  de /pour 


=  x,,=  o 


c'est  d'ailleurs  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (t.  II,  p.  36i).  Il  faut 
montrer  que  le  développement  ainsi  obtenu  est  convergent  tant  que 
les  modules  des  x  sont  suffisamment  petits. 

La  démonstration  de  la  convergence  va  encore  résulter  d'une  com- 
paraison avec  un  système  convenable.  Soit  M  le  module  maximum 
des  X  quand  x  reste  dans  son  plan  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  a 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  que  .rt,  x2,  . .  .,  xn  restent  respective- 
ment dans  leur  plan  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  b.  Nous  pou- 
vons prendre  comme  fonction  de  comparaison 


•'    \  <*■  l  -r-  ^3  -t-  <  •  •  -1-  ^n  \ 

â){ 1 ) 
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Nous  aurons  alors  à  considérer  l'équation 

d\J  M  /dU  dl) 


àx         /         x\(         a?iH-.  .  .-hxn\    \dx1  dx 

\'-â)v       i — ; 

et  nous  prendrons  comme  valeur  initiale  de  U  pour  x  =  o 

N 


X\ 

i  —  — 


-N, 


en  désignant  par  N  le  module  maximum  de  cp.  Or  l'existence  de  la 
fonction  U  se  démontre  immédiatement.  On  peut  présumer  de  suite 
qu'elle  se  réduira  à  une  fonction  de  x  et  de  z  en  posant 

z  =  xx  h-  ûc2-+-.  .  .-+-  xn. 
On  a  donc  à  étudier  l'équation 

dU  _  /iM  dU 

dx         I         x  \  /         -s  \    dz 


-9'-f) 


et  l'intégration  de  cette  dernière  équation  est  immédiate.  On  peut, 
si  l'on  veut,  la  ramener  à  une  équation  à  coefficients  constants,  en 
faisant  sur  x  et  sur  z  les  changements  de  variable  indiqués  par  les 
relations 

=  dx',  (  i  —  T  )  dz  =  dz\ 


x  '  V  b 

i 

a 

x'  =  o,  z'=o  correspondant  à  x  =  o,  ^  =  o.  On  a  alors  l'équation 

dx'  dz' 

dont  l'intégrale  est  visiblement 

U  =  œ(z'-h  nMx'). 
L'intégrale  qui  nous  intéresse  s'obtiendra  donc  immédiatement. 

2.   Nous  allons  maintenant  étudier  le  cas  où  le  théorème  général 
qui  précède  ne  trouverait  pas  son  application.  Prenons  l'équation  à 
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/?  variables  indépendantes 

<■>  *£-*■*■£+•■•+*•£- 

où  X|,  X2,  ...,  X„  sont  des  fonctions  des  n  variables  x{1  x2,  .  . ., 
xn.  Si  les  X,  holomorphes  par  hypothèse  dans  le  voisinage  de 
xx  =  x2  =  -  •  •=  xn  =  o,  s'annulent  tons  pour  ces  valeurs  des  variables 
indépendantes,  le  théorème  précédent  ne  nous  apprend  rien  sur 
l'existence  des  intégrales  de  l'équation  (2)  dans  le  voisinage  des 
valeurs  zéro  des  variables. 

Nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut,  en  général,  supposer  que 
les  termes  du  premier  degré  dans  les  développements  des  coefficients 
Xl5  . ..,  X,j  se  réduisent  respectivement  à 

Aj3?j,       À2^2î        •••5       '^  n  ^ ri' 

Soient,  en  effet, 

X2  =  «21  x\  ■+-  «22  ^2  +  -  •  •+  a2n  #«-+-  •  •  •> 
X,j  =  «/il  X\  -\-  ««2^2  ~+~  •  •  •  "+~  &nnx n  ~+~  •  •  •  • 

Faisons  le  changement  de  variables  linéaire 

y\  =  all  a?iH-ai2^2-+--  •  •-+■  ^l«  ^7/n 
JK2   =   a21  ^1  H-  a22  ^2 +  •  •  •  "+-  «2/1  SC m 

1 

JK«=  a/zl^lH-  «712^2  +  -  ••+  *nn&n> 

Pour  que,  dans  l'équation  transformée  enjK,  les  termes  du  premier 
degré,  dans  les  coefficients  de 

àf         àf  df 

X y       3 —  y       •  '  •  y y 

ày\         àyt  dyn 

soient  respectivement 

^\yu    ^2jK2,     ...,    ^nyn, 

on  devra  avoir  identiquement 

(«n  a-,  -f-  ax  2  x2-h.  .  .-+-  aXnx  n)  a,-,  -+-.  .  .-+-(a/M  #1  -+- . .  .4-  annxn)(*.in 
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Il  en  résulte  de  suite  que  ~kt1  X2,  . . .,  "kn  sont  les  racines  de  l'équation 


an  —  X 


a22 —  A 


Nous  plaçant  dans  le  cas  général,  nous  supposons  distinctes  les 
racines  de  cette  équation,  et  nous  pourrons  alors  déterminer  le  chan- 
gement de  variables  donnant  à  l'équation  la  forme  indiquée. 

3.   Partons  donc  de  l'équation 

(3)      (X1.1  +  ...)g+(X,«,  +  ...)^+...+(X.i,+i..)^=.o, 

les  termes  non  écrits  dans  chacune  des  parenthèses  étant  de  degré 
supérieur  au  premier  en  x^  x2f  . . .,  xa, 

Nous  allons  chercher  à  trouver  une  fonction  satisfaisant  à  cette 
équation.  On  ne  pourra  pas,  en  général,  trouver  de  fonction  holo- 
morphe  au  voisinage  de  xK  =. .  .=  xn  =  o. 

Laissant,  pour  un  moment,  de  côté  l'équation  (3),  nous  envisage- 
rons l'équation  suivante  : 


(Ài^i 


EL 


(A„a7« 


.>£-*./ 


dx, 


Peut-on  obtenir  une  intégrale  de  cette  dernière  équation,  holo- 
morphe  au  voisinage  de  xK  =  x2  =. .  .=  xn  =  o,  intégrale  qui  devra 
nécessairement  s'annuler  pour  ces  valeurs?  En  dérivant  successive- 
ment l'équation/?,  fois  par  rapport  à  x{ ,  p2  fois  par  rapport  à  x2\  ..., 
pn  fois  par  rapport  à  xtll  et  faisant  xK  =  x2  =  . .  •  =  xn  =  o,  on 
obtiendra  la  valeur  de 


(4) 


dPt+p* 


.+Pnf 


dx^1 .  .  .  àxft1 


(pour  X\  =  x2  =  . .  .=  xn  =  o), 


exprimée  à  l'aide  des  valeurs  des  dérivées  partielles  de /d'ordre  infé- 
rieur à  pK  +/?2~r-  •  •  •+/?«}   correspondant   aux  mêmes    valeurs  des 

variables.  Seule  la  dérivée  ■—-  (pour  X\  =  . .  .=  xn  =  o)  ne  se  trouve 

pas   déterminée   par   l'équation    différentielle,    tandis  que  les  autres 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  ont  une  valeur  nulle. 
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Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  le  coefficient  de  l'ex- 
pression (4)  n'est  pas  nul;  or  ce  coefficient  se  calcule  immédiate- 
ment :  il  est  égal  à 

Ài(/>i  —  0+  A2/>2-t-. . .-+-  \np,i- 

Nous  devons  donc  supposer  que  la  somme  précédente  ne  s1  annule 
pour  aucune  valeur  positive  et  entière  dept,p.2,  ...,/?„,  à  l'excep- 
tion, bien  entendu,  de 

Pl  =  I,  Pl  =  ---  =  Pn=  O. 

Dans  ces  conditions,  ayant  pris  arbitrairement  le  coefficient  de  xt 
dans  le  développement,  tous  les  autres  coefficients  sont  déterminés. 
Il  s'agit  de  savoir  si  ce  développement  est  convergent,  les  x  ayant 
des  modules  suffisamment  petits. 

4.  Nous  ferons,  en  premier  lieu,  une  observation  d'un  caractère 
géométrique.  Considérons  le  quotient 

Xl  (/?|  —  l)-h  X, /?,  +  ..  .-+■  \npn  % 
Pl  —  I-hpz-h.  ..-hpn 

Nous  aurons  besoin,  pour  la  démonstration  de  la  convergence,  de 
supposer  que  le  module  de  ce  quotient  reste  supérieur  à  un  nombre 
fixe  différent  de  zéro  (les/?  étant  des  entiers  positifs  quelconques,  en 
excluant  seulement  la  combinaison  p\  =  i ,  /?2  — />3  —  •  ••— />«  =  o). 
On  aperçoit  facilement  un  cas  dans  lequel  il  en  sera  certainement 
ainsi.  Marquons  sur  un  plan  les  points  A,,  À2,  ...,  X«,  et  supposons 
qu'on  puisse  tracer  un  contour  convexe  C  comprenant  à  son  intérieur 
les  points  précédents,  mais  ne  comprenant  point  l'origine.  On  est 
alors  assuré  que 

!  Ai /?!-+-  X, /)■,  +  .  .  .H-  \npn 
|  P\-*-Pï-Jr->->-JrPn 

reste  supérieur  à  un  nombre  fixe,  car  le  quotient  entre  crochets  est 
l'affixe  du  centre  de  gravité  de  masses  /?,,  p2,  . . .,  pn  respectivement 
placées  aux  points  )H ,  Â2,  . . .,  X«,  et  ce  centre  de  gravité  est  certaine- 
ment à  l'intérieur  de  G.  Ecrivons  maintenant  l'expression  (5)  sous  la 
forme 

liPi^-. .  .-+-\npn Xj 

/>i  +  /P2  +  »--+/>»         />i-t-/>g-h...-t-/;„ 

i 

i 

/>l-î-/>2  +  .-  >-i-Pn 
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Or  les  seconds  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  deviennent 
de  plus  en  plus  petits  à  mesure  que  les  p  augmentent.  Donc,  quand 
pA  _j_^2_j_. .  .-\-pn  est  supérieure  à  un  certain  nombre  assignable, 
l'expression  (5)  n'est  certainement  pas  nulle.  D'autre  part,  quand  la 
somme  des  p  reste  inférieure  à  un  nombre  déterminé,  le  module  du 
numérateur  de  (5)  doit  nécessairement  avoir  un  minimum,  et  ce 
minimum  ne  peut  pas  être  nul  d'après  la  supposition  du  numéro  pré- 
cédent. Nous  sommes  donc  assuré,  sous  la  condition  des  deux  hypo- 
thèses faites,  que  le  modale  de  l'expression  (5)  reste  supérieur  à 
un  nombre  fixe  que  nous  désignerons  par  =.. 

5.  Nous  allons  démontrer  que  le  développement  obtenu  est  con- 
vergent en  adoptant  les  hypothèses  indiquées  ci-dessus.  Posons 

/=  Ar,  +  ^, 

v  commençant  par  des  termes  du  second  degré  et  A  étant  une  con- 
stante arbitraire.  Nous  aurons 

-  dv         ,  dv  .  dv         *. 

(6) 

J  dv  ûv  dv  . 

les  développements  de  ©,,  çp2,  .  ,.:on  et  d<  commençant  par  des  termes 
du  second  degré. 

Désignons  par  M  le  module  maximum  de  c^,  çp2,  ••-,  ®n  et  <l> 
quand  les  variables  sont  respectivement  dans  leur  plan  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  a.  Nous  considérons  l'équation 

d\  dV  dV  \ 

xy- h  iF2  -j H. . .  -h  xn V 

dxy  dx-i  dxn  j 


•  ,_!J 


a 

dV_  _     dV_  _  dV 

dxi        dx2  dxn 


Nous  allons  voir  dans  un  moment  qu'il  existe  une  intégrale  V  de 
cette  équation  s'annulant,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,   pour  xK  =  x2  =  . . .  =  xn  ==  o.   Or  la   comparaison  des   équa- 
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lions  (6)  et  (-)  est  immédiate;  le  coefficient  de 


ex?*..  .dxP» 


(pour  cry  =  .  .  .  =  x„  =  o), 


dans  le  calcul  des  dérivées  successives  à  l'aide  de  l'équation  (6),  est, 
comme  nous  l'avons  vu,  égal  à 

tandis  que,  pour  l'équation  (7),  le  coefficient  correspondant  est 

e(/?i  — i  -+-/?2h-..  •  +  /?//)• 

Il  est  donc  clair,  d'après  la  définition  même  de  s,  et  en  remarquant 
que  <p,,  cp2,  . .  .,  cpw  et  '|  ont  été  remplacées  par  des  fonctions  de  com- 
paraison jouissant  des  propriétés  que  l'on  sait  relativement  aux 
valeurs  de  leurs  dérivées  partielles,  que  la  série  v  tirée  de  (6)  con- 
vergera quand  la  série  V  tirée  de  (7)  sera  elle-même  convergente. 
Nous  n'avons  donc  plus  qu'à  étudier  l'équation  (7). 

Nous  pouvons  présumer  que  V  est  une  fonction  de  m,  en  posant 

u  =  xx  -+-  x<l  4- . . .  -+-  xn . 
L'équation  (7)  devient  alors 

i(u-j V    =  / M  —  M  -  \  (n  -y-  -4 

du  \  11  a       \     du 


a 


VI    U    \    /       Cl 


que  nous  pouvons  écrire 


d\       TT        Wu*   (    d\ 

u- V  =  [11  — \ 

du  a  —  u  \     du 

M  étant  une  constante.  Il  faut  voir  si  cette  équation  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  et  s'annulant  pour  cette 
valeur  ainsi  que  sa  dérivée  première.  Or  l'équation  précédente  est 
une   équation  linéaire  du  premier  ordre   que  nous  mettons  sous  la 

forme 

nM'u*\  dV  «M'a2 

du  a  —  u 

Une  intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  est 

u  cp(  a), 


SINGULARITÉS    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  9 

o(u)    représentant   une    fonction    holomorphe    autour    de    l'origine 

[cp(o)^o].  Posant  alors  V  =  Cmo(m),   nous  trouvons  pour  -7—  une 

fonction  holomorphe;  C  sera  complètement  déterminé  par  la  condi- 
tion de  s'annuler  pour  //  =  o,  et  nous  aurons  bien  pour  V  une  fonc- 
tion holomorphe  dont  le  développement  commence  par  un  terme 
en  u-.  Notre  démonstration  est  donc  complète. 

6.   Nous  pouvons  élargir  un  peu  l'hypothèse  faite  au  §  3.  Il  a  été 
admis  dans  ce  numéro  que  l'expression 

h(Pi  —  l)H-  X2/>2-h.  ..H-  lnpn 

ne  s'annulait  pour  aucune  valeur  positive  ou  nulle  des  /?,  autre  que 
pK  =z  1  ?  p2  =  . . .  =p,i  =  o.  Cette  somme  pourrait  s'annuler  pour  des 
valeurs  positives  des  p  correspondant  à 

/>i  +  />2-t-. .  .-hpn=  1, 

sans  que  notre  démonstration  subît  de  modification  importante.  Ceci 
revient  à  dire  ç[u'une  des  quantités  A2,  . ..,  \u  pourrait  être  égale 
à  \{.  Qu'arriverait-il,  en  effet,  dans  ce  cas? 

Si   l'on    a,    par   exemple,   'ki='ki  (1^.2),    la    dérivée   partielle    du 

premier  ordre  -j—  pour  les  valeurs  nulles  des  variables  ne  sera  pas 

déterminée  par  l'équation  différentielle,  elle  restera  donc  arbitraire; 
à  ce  point  près,  rien  ne  sera  changé  dans  la  démonstration.  On  posera 

seulement 

/=  A.r,-+-B^,  +  V, 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires,  et  la  démonstration  se  pour- 
suivra comme  au  §  5. 

En  résumé,  V équation 

(«)    (x,*.+.:og+a,»,H-...)g+..;+(x.».+...)£  =  x1/ 

admettra  une  intégrale  holomorphe  dépendant  au  moins  d'une 
constante  arbitraire,  si  les  conditions  suivantes  sont  remplies  : 

i°  La  relation 
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n'est  vérifiée  pour  aucune  valeur  entière  et  positive  des  entiers  p 
satisfaisant  à  l'inégalité 

2°  Si  l'on  marque  sur  un  plan  les  points  correspondant  aux 
a  (fixes  X,,  X2,  . . .,  X„,  on  peut  tracer  un  contour  convexe  compre- 
nant ces  points  à  son  intérieur,  mais  ne  comprenant  pas  l'origine. 

On  peut  évidemment  substituer  à  la  seconde  condition  la  suivante  : 
Une  certaine  droite  passant  par  l'origine  laisse  tous  les  points 
d'un  même  côté. 

7.  En  supposant  remplies  les  conditions  indiquées,  cherchons 
maintenant  ce  que  nous  pourrons  tirer  du  théorème  précédent  pour 
l'étude  de  l'équation  proposée 

(3)      (X1ap1+...^+(X1a7,-h-...)^  +. .  .H-(X„.<r„  +  . .  .)•&-  =  o. 

ox  i  dx2  àxn 

Désignons  par^  une  intégrale  holomorphe  de  l'équation  (a),  par  f2 
une  intégrale  holomorphe  de  l'équation  analogue  à  (a),  mais  ou  \{  a 
été  remplacé  par  X2.  Nous  avons 

(X^1+.,.)g+(X^  +  ...)g+...+(X^  +  ...)g=X1/„ 

(X,r,+...)g+(X^,  +  ...)g+...  +  (X^„  +  ..  .)^  =  X,/„ 
ce  qui  peut  s'écrire 

(  Ai  a? i  -+-...  ;  — ; ■  -h . . .  -h  (  An  a  n  -h . .  .  ;  — : —  —  i , 

OX\  oxn 

\_  \_ 

par  suite,  en  retranchant  ces  deux  équations,  on  voit  que 
log^JL        et  par  suite        -y 

satisfont  à  l'équation  ((3). 
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Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  cette  intégrale  ne  devient  pas 
illusoire  quand  \K  =  \2.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  ternies  du  premier 
degré  en  xt  et  x2  sont  arbitraires  dans  fK  et  dans  f2  (voir  §  6)  ;  on  a 
donc 

/1  =  kxx  +Ba?2  +  ..., 

en  n'écrivant  que  les  termes  du  premier  degré;  les  A  et  les  B  étant 

f 
arbitraires,  le  quotient  ^J-  ne  se  réduit  certainement  pas  à  une  con- 

stante. 

En  mettant  successivement  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (a),  à  la  place  de  X(,  les  autres  valeurs  des  À,  on  obtiendra 
n  fonctions  holomorphes 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  aura  n  —  i  intégrales  de 
l'équation  ((3),  à  savoir  : 


— r> 

fb 
— r  '    * 

i 

■  •>  — j- 

fb 

fb 

fh 

Ces  n  —  i  intégrales  sont  distinctes,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas 
entre  elles  de  relations.  Dans  le  cas  contraire,  on  aurait  une  relation 
entre/,,  y^,  ...,/*„,  et,  par  suite,  le  déterminant  fonctionnel 

D(/„/a,  ...,/») 
D(xuxt,  ...,#») 

serait  identiquement  nul.   Pour  démontrer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi, 
prenons  d'abord  le  cas  où  tous  les  \  sont  distincts;  on  aura  alors 

/i  =  A  t  tfi  -+- . . . , 

/2  =  A2^2  H-..., 


J  n  —  A.w  Xn  -+- , 


en  n'écrivant  que  les  termes  du  premier  degré.  Les  A  étant  arbi- 
traires, le  déterminant  fonctionnel  de  ces  fonctions  ne  peut  être  iden- 
tiquement nul. 
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Si  l'on  suppose  que  deux  ou  plusieurs  des  quantités  X  sont  égales 
entre  elles,  il  n'y  a  pas  plus  de  difficultés,  puisqu'on  peut  encore 
donner  cette  même  forme  aux/. 

En  résumé,  on  pourra  obtenir,  dans  le  voisinage  de 

X\  z=  X 9  ==  •  •  •  ==  OC  ii  ==  O, 

un  système  de  n  —  i  intégrales  distinctes  de  l'équation 

(X1a?1-f-...)-j^-  -+-(À2a?2  +  -..)-r-  +...-h(X„a7»  +  ...)T^-  =o 
dxx  dx%  oxn 

quand  les  conditions  du  §  3  seront  vérifiées  (1).  Il  faut  ajouter, 
bien  entendu,  qu'à  la  première  condition  mentionnée  dans  ce  numéro 
doivent  s'ajouter  celles  qui  en  dérivent  par  permutation  des  nombres 
i ,  2.  ....  n. 


II.  —  Applications  aux  équations  différentielles. 

8.  Nous  pouvons  déduire  des  théorèmes  précédents  des  résultats 
intéressants  concernant  les  équations  différentielles  ordinaires.  Envi- 
sageons le  système  d'équations  différentielles  ordinaires  du  premier 
ordre 

dxi  _  dx^  _        _  dxn 
Xj  X2  \n 

les  X  s'annulant  pour  xK  =  x->  =  . . .  =  xn  =  o  ;  nous  allons  indiquer 
un  cas  étendu  où  nous  aurons  des  courbes  intégrales  passant  par 
l'origine.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  préciser  cette  expression  de  courbes 
intégrales.  Tout  système  de  quantités  X\ ,  x2,  . . .,  x,n  satisfaisant  aux 
équations  différentielles  précédentes,  forme  une  multiplicité  à  une 
dimension  (c'est-à-dire  dépendant  d'un  paramètre),  et  l'on  peut,  si 
l'on  veut,  considérer  cette  multiplicité  comme  une  courbe  dans  l'es- 
pace à  n  dimensions.    C'est  dans   ce   sens   que   nous   parlons   d'une 


( '  )  Ce  théorème,  sous  sa  forme  générale,  a  été  démontré  par  M.  Poincaré  dans  sa 
Thèse  Sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  les  équations  aux  différences 
partielles  (Paris,  1879).  La  forme  géométrique  donnée  aux  conditions  est  particu- 
lièrement intéressante. 
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courbe  intégrale  :  nous  ne  faisons  qu'étendre  à  n  quelconque  une 
expression  dont  le  sens  est  immédiat  dans  le  cas  de  deux  et  tiois 
dimensions.  Le  système  (8)  étant  l'équivalent  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

Ai  - — ■  -+-  A, h .  .  .  -+-  A„  — —  —  O, 

O.Vi  ÔX-2  OXn 

nous  sommes  assuré  de  pouvoir,  en  général,  par  un  changement 
linéaire  de  variables,  réduire  les  équations  à  d'autres,  dans  lesquelles 
on  aura 

X,  =  \lxl  H-..., 

X2  =  X2a?2  •+■•  •  •  i 


X;|  =  \nxn-\- . .  ., 

en  nous  bornant  à  écrire  les  termes  du  premier  degré.  Plaçons-nous 
donc  dans  cette  hypothèse.  Je  considérerai  alors  le  système  suivant  : 

dxl        dx-2  dxn        dt 

t  étant  une  variable  en  fonction  de  laquelle  nous  voulons  exprimer 
X\,  a?2,  •  •  -,  xn.  Nous  avons  un  système  de  même  forme.  On  a  à  con- 
sidérer ici  les  n  +  i  équations 

OX\  ox%  ôxn  ôt 

on  pourra  prendre  pour  les  fi  des  fonctions  indépendantes  de  t  et  qui 
seront  précisément  celles  que  nous  avons  étudiées  dans  la  Section 
précédente,  dans  V hypothèse  oii  les  X  satisfont  aux  conditions 
indiquées.  La  fonction/}  contient  simplement  un  terme  en  xi  comme 
terme  du  premier  degré;  nous  regarderons  les  fonctions  fi  comme 
parfaitement  déterminées,  en  donnant  aux  constantes  désignées  pré- 
cisément par  A/  (§  7)  des  valeurs  numériques. 

Nous  pouvons  ensuite  prendre  pour  n  -+-  ileme  fonction 

/ n+\  =  t- 
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Nous  avons  donc  les  n  intégrales 

/i(3"i,.rg,  .  ..,.Q 
jîixî ,  3%,  .  .  . ,  a?n  )        n 

C =    ^3i 

(h2 


s  - 

9.  Des  équations  précédentes  on  peut  tirer  des  développements 
de  .r,,  x2,  •  •  >■>  xn  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  fa, 

fa fa,  puisque  le  déterminant  fonctionnel  des  f  ne  s'annule  pas 

pour  les  valeurs  nulles  des  x.  Le  développement  sera  convergent  si 
les  modules  de 

CjA.,       G2fa,       .-.,       Gnfa 

sont  suffisamment  petits.  Des  circonstances  très  diverses  pourront  à 
cet  égard  se  présenter.  Un  cas  très  favorable  serait  celui  où  les  parties 
réelles  de  tous  les  A  seraient  positives.  Dans  ce  cas,  t  tendant  vers 
zéro  dans  une  direction  quelconque,  les  modules  précédents  ten- 
draient vers  zéro,  et  .r,,  x2,  . .  .,  xn  tendraient  eux-mêmes  vers  zéro. 

Nous  avons  donc  alors  un  ensemble  de  courbes  intégrales  passant 
à  l'origine  et  dépendant  de  n  —  i  constantes  arbitraires  (l'élimination 
de  t  ne  laissant  manifestement  que  n  —  i  constantes). 

Le  cas  où  les  parties  réelles  des  X  seraient  toutes  négatives  n'est  pas 

différent  du  précédent,  puisqu'il  suffit  de  changer  /  en  -  pour  y  être 

ramené. 

Supposons  maintenant  que  les  parties  réelles  soient  seulement 
positives  pour 

Ai,     X2,     ...,     lp        (p<n). 

On  fera  dp+i  =. .  .=  Gn=  o,  et  l'on  aura  des  développements 
de  xK,  x2,  ...,  xn  suivant  les  puissances  de  fa,  fa,  ...,  fa,  ce  qui 
donne  un  ensemble  de  courbes  intégrales  passant  à  l'origine  et  dé- 
pendant de  p  —  i    constantes  arbitraires.   En  changeant  t  en  -,    et 

faisant  alors  Ct  =  C2=. .  .=  Cp  =  o,  on  aura  un  autre  ensemble  de 
courbes  intégrales  passant  à  l'origine  et  dépendant  de  n  — p  arbi- 
traires. 
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Nous  nous  sommes  placé  dans  les  cas  les  plus  simples,  de  manière 
à  pouvoir  faire  tendre  t  vers  zéro  dans  une  direction  quelconque 
(l'argument  seulement  restant  fini). 

On  pourra  avoir  d'autres  intégrales  qui  correspondent  à  t  tendant 

vers  zéro  suivant   une  certaine  loi.  Ainsi,   soit  X1  =  i ,  ce  qui  ne 

diminue  en  rien  la  généralité,  puisqu'on  peut  diviser  les  X  par  X,, 

et  soit 

X-2  =  a  H-  bi, 

a  étant  négatif.  Pour  ne  pas  m'occuper  des  autres  valeurs  des  X,  je 

fais 

Cs  =  .  ..=  C„=  o. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  b  >>  o.  En  posant 

t  =  re§\ 
on  a 

Faisons  suivre  au  point  (/',  9)  la  spirale 

r  =  e-/«8         (m>0), 

Q  tendant  vers  l'infini  positif.  On  aura 

a  log  r  —  6  0  =  —  (  am  -t-  b  )  8. 

Si  donc  m  a  été  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

am  -4-  b  >  o 

(et  il  suffit  pour  cela  de  le  prendre  assez  petit),  on  est  assuré  que  |  t  \  et 
|  fi*  \  tendent  vers  zéro. 

Si  l'on  avait  eu  b  <<  o,  on  aurait  pris  une  spirale 

r  _  e/»9         (m>o), 

8  tendant  vers  l'infini  négatif. 

On  obtient  donc  ainsi,  dans  tous  les  cas,  un  ensemble  de  courbes 
intégrales  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  qui  ne  rentrera  pas, 
en  général,  dans  les  ensembles  de  courbes  intégrales  considérés  plus 
haut. 

10.   Nous  pouvons  facilement  généraliser  les  résultats  précédents 
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en  considérant  le  système 

dx\ 
t—jj  =  <pi  Ol,#2,  . .  .,xn,  t), 


les  cp  étant  des  fonctions  holomorphes  dans  le  voisinage  de 

Xi  =  x2  = . . .  =  xn  =  /  =  o 

et  s'annulant  pour  ces  valeurs.  On  voit  bien  aisément,  comme  plus 
haut,  qu'en  général  (*)  les  termes  du  premier  degré  en  xti  Xo,  . .., 
x,n  t  peuvent  être  supposés  respectivement  réduits  dans  cp,,  ...,  tùn 
kX^Xi,  A2.ro,  ...,  \nxn  :  c'est  ce  à  quoi  l'on  parvient,  en  gardant  la 
variable  t  et  en  effectuant  sur  les  x  un  changement  de  la  forme 

x\  =  au  xt  -+- . . .  H-  ax  n  xn-\-  bx  t, 
x\  =  a% i  Xi  -+- . . .  -+-  a.2n  xn  -+-  b%t, 

1 

x'n;—  anixi  -+-...-+-  a„„a?„-h  6„  ?. 

Nous  considérons  donc  le  système 

dx\        . 
*  -^   =  Xt  a?!  H- 

(f/.r, 

£  —t—  —  A2  a?2  +• .  • , 
dt 

dxn  _  . 
l~dt    -À'^  +  "-> 

mais  où  les  termes  du  second  degré  ou  de  degré  supérieur  peuvent 
renfermer  t\  c'est  ce  qui  distingue  le  cas  actuel  de  celui  que  nous 
avons  examiné  dans  les  deux  numéros  précédents.  Si  les  n  -f-  i  quan- 
tités 

Ai,       À2,        •  .  . ,       A  ni       l 


(  '  )  II  y  a  des  cas  particuliers  où  cette  réduction  est  impossible,  mais  nous  ne 
nous  y  arrêtons  pas  pour  n  quelconque.  Nous  en  ferons  l'élude  approfondie  pour 
n  =  2. 
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satisfont  aux  conditions  requises  pour  L'application  de  la  théorie 
développée  ci-dessus  (première  Section  de  ce  Chapitre),  nous  aurons 
le  système  d'intégrales 


les  /étant  des  fonctions  holomorphes  en  £,  xK ,  .r2,  ...,  r,/,  et  le  dé- 
veloppement de  /}  ne  renfermant  que  .r,  comme  terme  du  premier 
degré.  On  peut  étendre  à  ce  système  les  remarques  du  numéro  pré- 
cédent :  les  x  se  présenteront  sous  la  forme  de  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  de 

t,     t\     fr*.     . ..,     A», 

et  Ton  doit  ici  supprimer  ce  qui  était  relatif  an  changement  de  t  en  -» 
qui  n'aurait  plus  aucune  application,  puisque  les  f  dépendent  de  t. 


III.  —  Étude  directe  de  la  forme  des  intégrales  des  équations 
différentielles  ordinaires. 

II.  Les  développements  de  xt,  ,r.,  ...,  xn  suivant  les  puissances 
de  £A',  tL*- /A",  d'où  nous  venons  de  tirer  (nns  8  et  9)  des  consé- 
quences importantes  relativement  aux  intégrales  (\u  système 

dxx        dx<>  _  _  dxn 

n'ont  été  établis   que  si  les   k  satisfont  aux  conditions  indiquées 
dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre.  Dans  le  cas  contraire, 
rien  ne  subsiste  de  nos  résultats.  11  y  a  là  une  lacune  que  nous  allons, 
autant  que  possible,  chercher  à  combler. 
Reprenons  donc  les  équations  du  n"  8: 

dx{  dx>  dxn       v 

(9)  '17T  =  X"       '-7ÏÏ=X'-'       •••'       /17r=X" 

les  X  ne  dépendant  que  de  r,,  .r2,  ...,  xn  et  ayant  respectivement 
pour  termes  du  premier  degré  A,  ,r, ,  A2.r2,  . . .',  \„xn.  Supposons  que 
parmi  les  quantités  À  on  puisse  en  trouver  y, 

Xt,     X2,     ...,     Xv        (v^/o, 
P.  —  [II.  2 
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satisfaisant  aux  conditions   suivantes,  dont  l<\s  deux   premières  rap- 
pellent celles  de  la  Section  I. 

f   On  peut  tracer  une  droite  passant  par  l'origine  et  laissant  d'un 
même  côté  les  points  du  plan  avant  pour  affixes  A,,  a2,  ...,  av. 

2°     Vucune  des  équations 

À  i  (  p\  —  f  )  -h  À?/?2  h-  ...  -h  Xv/>v  =  o, 

/  !  [)  !  H-   A  2  I  />•>  —  I  )  -H  •  •  •  "+-  AV/>V  —  O. 


î/'i    hA2/>î  +  ...+  Av(/)v-l) 


ne  peut  être  vérifiée  pour  des  valeurs  des/?  entières  et  positives  satis- 
faisant à  l'inégalité 

p\-\- />2-H.  .    -H/>v=  2. 

>"  Nous  supposons  enfin  cpie  pour  aucune  valeur  des  entiers  po- 
sitifs p  on  n'ait 

AiPi  -H  À.,/>2  -h  .  .  .  -f-  Xv/>v  =  A/  (»'=V+l,...,/l), 

les />  satisfaisante  la  même  inégalité. 

12.    Nous  allons  démontrer  qu'o/i  /?ew£  trouver  pour  x(,  .c, .z*„ 

Gfe.v  développements  procédant  suivant  les  puissances  de 

t\     fa fa, 

et  convergents  si  les  modules  de  ces  quantités  sont  suffisamment 
petits. 
Soient 

yl==  fa,  r2=  fa,  ..  .,  jKv=  /''• 

On  va  considérer  pour  un  moment  les  x  comme  fonctions  des 
variables  indépendantes  y  (').  lin  écrivant  que  les  équations  (9) 
sont   vérifiées,   nous   obtenons  le    système   d'équations  aux  dérivées 


(l)  J'ai.  pour  la  première  fois,  appliqué  cette  idée  de  substituer,  pour  l'étude  de 
leurs  intégrales,  à  des  équations  différentielles  ordinaires  des  équations  aux  dérivées 
partielles  convenables,  dans  deux  Notes  Sur  ta  forme  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points  critiques  (  Comptes  rendus, 
t.  LXXXVII,  1878).  L'analyse  qui  suit  n'est  que  le  développement  de   cette  idée. 


cte, 

1        û|^S 

Ai/,  — : 

+  A-,  K-, 
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partielles 

dxx        . 

• • • » 

àx„        ,  tAr,,  ,.         dx„        s 

A]    Ki h  Aj/j  t *-...-+■  Av  /v =  kn  Xn  -+- 

dy\  à  y.,  dj/v 

Montrons  qu'on  peut  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour 
les  x  des  fonctions  holomorphes  des  y.  La  démonstration  présente 
une  grande  analogie  avec  celle  qui  nous  a  occupé  au  g  5. 

Les  équations  précédentes  permettent  de  calculer  de  proche  en 
proche  les  dérivées  partielles  des  x  pour  les  \aleurs  zéro  des  va- 
riables y.  Seules  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 

dx\        àx-2  dxy 

&y[  '      ây2  '  '  '      ôy\ 

restent  arbitraires  (•"•). 

Le  coefficient  d'une  dérivée  d'une  quelconque  des  fonctions  x, 

(h  —  i,  a //  ), 


Oyl'1  dyP*.  .  .0y{'/' 
esl  de  la  forme 

>  i /> i  +-  A2/>2  -+-..•■+■  X/*(  plt  —  i)  -h. .  .-h  Xv/?v  (  pour  /i  £  v  ) 

et  de  la  forme 

Ai />.[   I-  À2/>»  -+-...-+-  Av/?v  —  X/j         (  pour  A  >  v  ). 

D'après  les  hypothèses  faites  au  numéro  précédent,  les  modules  de 
ces  coefficients  sont  supérieurs  à 

E<>i-+-/>2-Hv--+-/>v—  i), 

s  étant  un  nombre  ti\e.  On  le  voit  en  raisonnant  absolument  comme 
au  §  I  de  ce  Chapitre. 

11  est  facile  maintenant  de  trouver  des  équations  de  comparaison 
permettant   d'établir  la   convergence  des  développements  que   nous 


{'  )  En  disant  ceci,  je  suppose  tous  les  a  différents;  mais  le  cas  où  deux  ou   plu- 
sieurs a  sont  égaux  ne  présente  pas  ici  plus  de  difficultés  que  dans  la  Section  1. 
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venons  de  former.   Écrivons  d'abord  les  équations  sous  la  forme 

dxt 


a,  Ki -^a2v2-; —   -+-... H- Àvrv   , 


A,.r,  =  ©,  i.r,,  .r,,  .  .  .,  .r„  ), 


ÀiJ: 


àx, 
ày. 


Ao  Kg 


Xv 


.►'v 


djKv 


X„a?/i=  cp„<  a?l5  .r2,  .  .  .,  xn  ), 


les  co  ne  renfermant  pas  de  termes  <lu   premier  degré.  Nous  formons 
ai  ors  le  système 


M 


d\t       v 

.Vv  \ V, 


M  —  M 


V, 


(t  —  I,  2, 


n). 


Par  raison  de  symétrie,  tous  les  V  sont  égaux,  et  nous  avons  seu- 
lement une  seule  équation,  qui  se  réduit  à  une  équation  à  une  seule 
variable  V,  ne  dépendant  manifestement  que  de 

u=yï-^y2-\-...-V-yll. 

On  a  finalement  une  équation  de  la  forme 

dW       xr  M'V* 

u  -j V  =  — : -  , 

au  a  —  il :  V 

et  cette  équation  admet  une  intégrale  holomorphe  s'annulant  pour 
u  —  ç>,  et  dont  la  dérivée  première  prend,  pour  cette  valeur  de  u, 
une  valeur  arbitrairement  donnée. 

Nous  avons  doue,  pour  x{,  .x2,  ...,  ocn,  des  fonctions  holomorphes 

de  yt,  y 2,  ...,yv  dans  le  voisinage  de 

y\  =  .72  =  •  •  -=7v  =  o. 

Kn  remplaçant  .l'njKa?  •••>J'v  respectivement   par 

on  obtient,  s/7  <  '.v/  possible  de  faire  tendre  t  vers  zéro,  de  manière 
que  les  modules  de   toutes  ces  puissances  de  t   tendent  en  même 
temps  vers  zéro,  des  intégrales  du  système  (9)  tendant  vers  zéro  avec 
la  variable  t.  Ces  intégrales  dépendent  de  v  constantes  arbitraires. 
On  voit  que  le  résultai   <pie   nous  venons  d'établi r  est  plus  étendu, 
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toul  en  étant  de  même  forme,  que  celui  de  la  Section  précédente. 
Les  hypothèses  essentielles  portent  seulement  sur  v  des  constantes  à, 
au  lieu  de  porter  sur  toutes  ces  quantités. 

13.    La  généralisation  est  immédiate  pour  le  cas  où  les  X  contien- 
draient /,  et  où  nous  aurions,  comme  au  §  10,  le  système 

/—    =  cp,  (xu  x,,  .  .  .,.r„,  t)y 

dx* 

t  — -    =  <f.2(xux.>,  .  .  .,  xrn  t)y 


t—jj-    =   «p»('Wi,  X-2,    .  ..,  Xn,  t). 


Nous  pouvons,  comme  au  paragraphe  cilé,  supposer  que  les  termes 
du  premier  degré  enj|,x2i  ...,^eUse  réduisent  respectivement, 
dans  cp,,  ...,   cp„,  à  X,^,  ..       \nxn. 

Nous  cherchons  ici  un  développement  ordonné  suivant  les  puis- 
sances de 

Nous  aurons  les  mêmes  hypothèses  à  faire  que  plus  haut,  sauf  que 
nous  avons  ici  v  -f-  i  quantités 

I ,      À] ,      Ào,      .  .  . ,      Av 

On  devra  donc  pouvoir  mener  par  l'origine  une  droite  laissant  d'un 
même  côté  les  v  -f-  1  points  ayant  ces  affixes.  De  plus,  on  supposera 
qu'il  n'existe  aucune  relation  de  la  forme 

l>\  )-\  -h/^Xj-i-.. .+  (p.h—i)^h-*->  •  .H-/?vXv-+-jDv+:—  o         (pour  h^v), 

les  p  étant  des   entiers  positifs  dont  la  somme  est  au   moins  égale  à 
deux. 

Enfin  on  n'a  pas  de  relation  de  la  forme 

/;,  Al  -h  />2  A-2  H-  .  .  .  -+-  pv  Àv  -î- jOv+i  =  A/  (  t  =  V  -P  I,  .  .  . ,  /l), 

les /?  étant  assujettis  aux  mêmes  conditions. 

Il   n'est  pas   besoin   de  recommencer   un   nouveau    raisonnement. 
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Nous  sommes  ramené  au  cas  précédent  en  considérant  le  système 

t  —       -   cp,  (  xu  a?2,  ....  xn,  .rlt+x  ), 


.  d.rn 

t  -£j-       =  <?«<  •''!•  •7'2 ^»,  a"/i-f-i)i 

et  en  prenant  la  constante  qui  figure  dans  .r„+1,  de  manière  que  celle- 
ci  se  réduise  à  /. 

Nous  trouvons  ainsi  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 

de 

t,     t\    t\     ...,    t\ 

et  qui  dépendent  de  v  constantes  arbitraires. 

On  pourra  ton  jouis  tirer  parti  du  théorème  précédent,  ne  fût-ce 
qu'en  se  bornant  à  v  =  o.  On  aura  alors  pour  les  x  des  fonctions 
holomorphes,  qui  ne  dépendront  d'ailleurs  d'aucune  arbitraire. 
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CHAPITRE  II. 

DES    EQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    ORDINAIRES 
J)U  PREMIER  ORDRE  A   DEUX  VARIABLES. 


I.  —  Examen  du  cas  général 


I.   Nous  allons  appliquer  à  l'équation 

dx        dy 

~X  =  T 

les  résultais  généraux  qui   viennent  d'être  établis  dans  le  Chapitre 
précédent. 

On  suppose  que  X  et  \  s'annulent  pour  x=y  =  o  et  sont  des 
fonctions  holomorphes  de  x  et  y  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs. 
Soient 

\  —  a  x  -+-  b  y  H- .  .  . , 
X—a!x-\-b'y.-+-.... 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  (Chap.  I,  §2),  on  pourra  taire  un 
changement  linéaire  de  variables  sur  x  et  r,  si  l'équation  du  second 
degré 


(i) 


a  —  A  b 

a  b'  —  '/. 


a  ses  deux  racines  distinctes,  de  telle  sorte  que  l'équation  devienne 

dx ,  dx» 


A*?  x*  -+- .  . 


les  termes  non  écrits  dans  les  dénominateurs  étant  au  moins  du  se- 
cond degré;  les  deux  coefficients  A,  cl  \.,  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion (i).  On  peut  évidemment  supposer  que  Tune  d'elles  se  réduit  à 
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l'unité.    Nous    écrirons    alors,    comme    précédemment,    Le    système 
d'équations 


dt  ' 


r/r. 


et  nous  n'avons  qu'à  appliquer,  dans  ce  cas  particulier,  nos  conclu- 
sions générales. 

Reportons-nous  au  Chapitre  précédent;  nous  avons  à  considérer 
les  <leu\  points 

i      et     À  (on  suppose  X  7^o). 

Si\  n'est  pas  une  quantité  réelle  négative,  on  pourra  évidem- 
ment mener  par  l'origine  une  droite  laissant  les  points  d'un  même 
côté.  Supposons  de  plus  que  A  ne  soil  pas  un  entier  positif  ou  l'in- 
verse d'un  entier  positif.  Dans  ces  hypothèses,  aucune  des  égalités 

A(  l>\  I  )  -t-/>2  =  O, 

\p\  -+-/>■>  —  I       =  O 

ne  peut  se  trouver  vérifiée,  les  />  étant  des  entiers  positifs  dont  la 
somme  est  supérieure  ou  égale  à  deux.  Nous  aurons  donc  des  déve- 
loppements de  xK  et  x-2  suivant  les  puissances  de 

Ct     ».'t     C/A         (G  et  C  constantes  arbitraires), 

développements  convergents  si  Gt  et  C'/A  sont  de  modules  suffisam- 
ment petits. 

Une  distinction  est  manifestement  à  faire,  suivant  que  la  partie 
réelle  de  A  est  positive  ou  négative.  On  pourra,  dans  le  premier  cas, 
faire  tendre  /  vers  zéro  d'une  manière  quelconque  (son  argument 
restant  fini).  Dans  le  second  cas,  il  faut,  au  contraire,  faire  tendre  t 
\ers  zéro  d'une  manière  convenable.  Soit 

X  ==  a  -h  bi        (a  <C  o ), 
et  supposons  b  >-  o.  En  posant  t  =  re^1 ,  on  a 

faisons  suivre  au  point  (/*,  9)  la  spirale 

/•  =  e   ///,J         i  m  >  o  |, 
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0  tendant  vers  l'infini  positif.  (  )n  aura 

a  loi;/-  —  /><)—(  am  -h  6)6. 

Si  donc  in  a  été  choisi  (  il  suffit  de  Le  prendre  assez  petit)  pour  que 

a ni  -h)Z>  >  o, 

|  l'     et  \t\  tendront  tous  deux  vers  zéro. 

Si  l'on  avait  eu  b  <^o,  ou  aurait  pris  une  spirale 


i  ///  'j 


{m  >  o), 


h  tendant  vers  l'infini  négatif. 

\iusi,  avec  les  hypothèses  laites  plus  haut,  nous  pouvons  dire  que 
l'équation 

dx        dv 

T  =  Y 

a  une  infinité  de  courbes  intégrales,  dépendant  d'une  constante  ar- 
bitraire, passant  par  l'origine  ou  s  en  rapprochant  indéfiniment, 
suivant  que  la  partie  réelle  de  \  est  positive  ou  négative. 

Je  rappelle,  comme  je  l'ai  expliqué  (Ghap.  I,  §  8),  que  j'entends 
par  courbe  intégrale  la  multiplicité  réelle  ou  imaginaire  à  une  di- 
mension, satisfaisant  à  l'équation  différentielle. 

Ajoutons  la  remarque  très  importante  quV/  n'existe  pas  d'autres 
courbes  intégrales  passant  par  l'origine  ou  s'en  rapprochant  in- 
définiment que  celles  que  nous  venons  d'obtenir.  Pour  le  démontrer, 
il  suffit  de  généraliser  le  raisonnement  fait  au  Tome  II  (p.  356)  pour 
établir,  en  dehors  des  points  singuliers,  l'existence  unique  d'un  sys- 
tème d'intégrales  par  les  valeurs  initiales.  Reportons-nous  à  la  forme 
de  l'intégrale  générale  (Ghap.  I,  §  7) 


i 
M*,  y) 


=  C, 


f\  et  /!>  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  y  =  o  et 
s'annulant  pour  ces  valeurs.  La  première  fonction  f\  renferme  seu- 
lement un  terme  en  y  comme  terme  du  premier  degré,  et  f2  un 
terme  en  x. 

Or  on  peut  poser 

M*,  y)  =  <; 
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on  aura  alors  nécessairement 

/,(  a?,  y  )—  Gfi. 

Pour  une  courbe  intégrale  passant  à  I  origine,  ou  s'en  rapprochant 
indéfiniment,  t  et  Ûx  tendront  nécessairement  vers  zéro,  et  les  déve- 
loppements précédents  donnent,  par  suite,  toutes  les  courbes  in- 
tégrales (*). 

2.    Briot  et  Bouquet  ont,  les  premiers,  entrepris  I  étude  des  courbes 

intégrales  de  l'équation 

dx  _  dy 
X  Y 

passant  par  x  =  o,  y  =  o,  dans  Je  cas  où  X  et  \  s'annulent  pour 
ces  valeurs  des  variables.  Dans  leur  mémorable  Mémoire  (-),  sur 
lequel  nous  reviendrons  bientôt,  ces  éminents  géomètres  montrent 
que,  en  général,  cette  étude  peut  se  ramener  à  celle  de  l'équation 

dy 
xdx=ax+by+..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  un. 

Les  racines  A  sont  égales  à  un  et  b.  On  peut  ici  prendre  t  =  x,  et, 

d'après  le  g  I ,  nous  aurons,  pour  y,  un  développement  ordonné  sui- 

\ani  les  puissances  de 

x     et     C'xb, 

la  constante  que  nous  avons  désignée  par  C  étant  égale  à  l'unité. 
Celte  conclusion  suppose  que  b  n'est  ni  un  entier  positif,  ni  l'inverse 
d  un  entier  positif,  ni  une  quantité  réelle  négative,  comme  on  le  voit 
en  se  reportant  au  §  1.  Sauf? quand  b  est  un  entier  positif,  l'équation 
admettra  toujours  une  intégrale  Itolomorpke,  qu'on  obtiendra  en  fai- 
sant C/  =  o. 

Sans  se  servir  de  développements  en  séries,   Briot  et  Bouquet  ob- 

(l  )  Outre  les  Moles  citées  (p.  i8j,  je  mentionnerai  encore  sur  celle  question  un 
article  de  VI.  Poincaré  [Sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des  équations 
différentielles  {Journal  de  L'Ecole  Polytechnique,  Cahier  \LV;  1878  jj  el  une  Noie 
que  j'ai  publiée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  en  1884  (Sur  la  forme 
des  équations  différentielles  du  premier  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points 
critiques 

(■)  Brioj  el  Bouquet,  Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  l.   \\I;    i856). 
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tiermenl  les  résultats  <pie  nous  venons  d'indiquer.  Je  veux  seulement 
faire  une  remarque  sur  une  contradiction  apparente  entre  un  résultat 
du  Mémoire  que  nous  citons  el  un  des  résultats  du  ^  1.  Ainsi  on 
trouve  dans  le  Mémoire  de  Briot  et  Bouquet  le  théorème  suivant  : 

Quand  dans  V équation 

x  -y—  =  a  x  -+-  b  y  -+- .  .  . 
dx 

la  partie  réelle  de  b  est  négative,  L'équation  n'admet  pas  d'autre 
intégrale  s' annulant  pour  x  =  o  que  V intégrale  ko lo mor plie. 

Ce  résultat  suppose  implicitement  que  x  tende  vers  zéro  en  décri- 
vant un  chemin  de  longueur  finie  et  correspondant  à  un  argument 
restant  fini.  Nous  avons  vu,  au  contraire  (§  1),  qu  il  y  a  (b  étant 
complexe)  une  infinité  de  courbes  intégrales  se  'rapprochant  indéfi- 
niment de  l'origine.  Mais,  el  c'est  ce  qui  explique  l'apparente  con- 
tradiction, elles  correspondent  à  x  tendant  vers  zéro  en  tournant  une 
infinité  de  fois  autour  de  l'origine. 

Briot  et  Bouquet  démontrent  de  la  manière  suivante  (loc.  cit.)  leur 
théorème.  Ils  ont  établi  précédemment  l'existence  d'une  intégrale 
holomorphe  y,.  En  posant 

y  =  y{+z, 

l'équation  prend   la  forme 

dz  ,  n 

x  —  =  z(  b  -+-  a z  -+-  px  -+- . . .  ), 
ax 

que  l'on  peut  encore  écrire 

x  -^-  —  b  z i  i  -t-  a'  z  -h  fi'  z-  -h .  .  .  )  -h  zx  cp  (  z,  x  ), 


et,  par  suite. 


zi  i  -+-  a  z  -+-. .  .  )  ./ 


b—  -+-  ty(z,  x)  (lx, 


^(5,  x)  étant,  comme  3(3,  x),  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
3  =  ./;  =  o.  En  intégrant  le  long  d'un  arc  de  courbe  aboutissant  à 
l'origine  et  désignant  par  s0  la   valeur  de  3  en  un  point  x0*de  cette 
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courbe,  on  a 

-  /  x  \ b        C  ' 

log  - — h  9(-s)  =  log  (  —  )    -+-   /      -}  <  j.  ./•  )  dx, 

s<  z)  étant  hoJomorphe  dans  le  voisinage  de  3  =  0.  Puisque  l'arc  a, 
par  hypothèse,  une  longueur  finie,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  restera  inférieure  à  une  limite  fixe;  d'autre  part,  l'argument 
de  #  restant  fini,  la  partie  réelle  de 

1      /  x  N  b 
log     — 

grandit  indéfiniment  en  étant  positive.  Dans  le  premier  membre,  au 
contraire,  la  partie  réelle  grandit  indéfiniment  en  étant  négative;  il 
y  a  donc  une  contradiction  qui  établit  l'impossibilité  que  nous  vou- 
lions mettre  en  évidence.  La  même  conclusion  serait  encore  [appli- 
cable si  la  partie  réelle  de  b  était  nulle. 

3.  Nous  avons  exclu,  au  §  1,  le  cas  où  \  était  une  constante); réelle 
négative.  Nous  ne  pourrons  plus  faire  usage  des  mêmes  développe- 
ments si  A  est  réel  et  négatif,  ou  du  moins  ils  ne  peuvent  être,  en 
général,  convergents  que  si  G  ou  G'  est  nul. 

En  faisant  d'abord  G'=  o,  on  aura  pour  x  et  y  des  développements 
suivant  les  puissances  de  t,  convergents  pour  /  assez  petit  et  qui 
tendront  \ers  zéro  en  même  temps  que  t.  Nous  avons  ainsi  une  pre- 
mière courbe  intégrale  ne  renfermant  aucun  arbitraire. 

Une  seconde  intégrale  nous  sera  fournie  en  posant 

C  =  o: 

les  développements  sont  alors  convergents  pour  \t'\  suffisamment 
grand,  et  x  et  y  tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  -• 

Nous  obtenons  donc  ici  deux  courbes  intégrales  passant  à  l'ori- 
gine. 

Il  est  facile  de  voir  que,  dans  l'hypothèse  où  nous  sommes  placé, 
il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  intégrale  de  l'équation 

dy        a'  x  -+-  b'  y  -h. . . 
dx         ax  -+-  b  y  -h.  .  . 

passant  a  l'origine,  avec  une  tangente  déterminée,  c'est-à-dire  avec 
une  limite  finie  el  déterminée  pour  —  quand  le  point  (\r,  y)  se  rap- 
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proche   île   l'origine,   et  de  plus  x   se  rapprochant   indéfiniment  de 
l'origine  en  suivant  un  arc  de  longueur  finie.  Soit,  en  effet, 


y 


équation  de\  îenl 


(Ki 


dt 
dx 


(a 


h't) 


tœ\ 


t(a 


ht 


x  cp  (  x,  t  ) 


bt 


x  ty{x,  t) 


t  tendant,  par  hypothèse,  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  zéro; 
cette  limite  ne  peut  être  que  l'une  ou  l'autre  racine  de  l'équation  du 
second  degré 

b't—l(a-r  bt) 


a 


o. 


En  effet,  si  la   limite  était  une  quantité  t0  différente  d'une  racine 
de  cette  équation,  l'équation  précédente  pourrait  s'écrire 

dx 

— r-  =  x  7  {  t,  x  ), 
dt  '~     '      " 

/{t,  x)  étant  liolomorphe  dans  le  voisinage  de  t  ==  £0,  x  =  o.  Pour 
cette  équation,  on  aurait  une  intégrale  x  tendant  vers  zéro  quand  t 
tend  vers  t0  ;  mais  ceci  est  impossible,  car  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion s  annulant  pour  t=  t0  est  nécessairement  x  =  o  identiquement. 
L'équation  (E)  aura  la  forme  de  celle  que  nous  avons  considérée 
au  §  2  avec  Briot  et  Bouquet.  En  désignant  par  £,  une  racine  de 
l'équation^du  second  degré  et  posant  t  =  tx  -f-  9,,  nous  avons 


rf6,  _ 

X  — —     x\  1   X 

dx 


B,ft, 


et,  pour  la  seconde  racine  t.2,  nous  avons  une  équation  analogue 


x  -=—  =  Ao  x  -+-  B2  62  -h . . . . 
dx 


Or  l'équation  en  À, 


a  —  X 
a 


b 
V- 


a,  comme  nous  l'avons  supposé  au  §  1,  pour  racines  i  et  a.  Un  calcul 
très  facile  montre  alors  que 


B,= 


B*  =   X 
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B,  et  Bo  étant  négatifs  :  les  conclusions  du  g  2  sont  alors  applicables, 
et  nous  n'avons  pas  d'autres  intégrales  pour  les  deux  équations  en  Q 
que  les  intégrales  holomorphes,  ce  qui  montre  que  l'équation 

<lv        a'  x  —  b'  y  —  . .  . 


dx         a  x  -+-  by  -+-... 

n'a  pas  d'autres  intégrales  satisfaisant  aux  hypothèses  faites  que 
les  deux  intégrales  signalées  plus  haut. 

On  a  longtemps  présumé  que  ces  deun.  intégrales  sont,  en  dehors 
de  toute  hypothèse,  les  seules  gui  passent  à  l origine  ou  qui  s9 en 
rapprochent  indéfi n imen t . 

Dans  un  excellent  travail  sur  les  points  singuliers  des  équations 
différentielles  (  '  ),  M.  Dulac  a  montré  que  la  question  était  très  com- 
plexe. Prenons,  par  exemple,  l'équation 

dv 

*^  +  r(v+..,)  =  o, 

où  v  est  positif,  équation  à  laquelle  peut  toujours  se  ramener  le  cas 
où  A  est  négatif. 

M.    Dulac   examine    particulièrement  le   cas   où   v   est   un  nombre 

rationnel  —  >   et  montre   qu'il   r  a  alors,  en  général,   une  infinité 
q  '  ° 

d'intégrales  pour  lesquelles  x  et  y  tendent  vers  zéro.  Citons, 
comme  exemple,  l'équation 

.r  dy  -+-y(i  —  xy)  dx  =  o, 
dont  l'intégrale  générale  est 

(  \xy  =  i  -f-  xy  log.r, 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

II.  —  Étude  d'un  cas  particulier  remarquable. 

I.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  l'équation  (i) 
en   \  avait  ^es  deux   racines   distinctes.    Reprenons   donc    l'équation 

(  l)  II.  Dulac,  Recherches  sur  les  points  singuliers  des  équations  différentielles 
(Journal  de  l'École  Polytechnique.  I\'  Cahier,  1904).  Voir  aus>i  la  suiie  de» 
recherches  de  cel  auteur  dans  les  Annales  de  l'Université  de  Grenoble,  t.  XVII, 
1905  el  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Jordan,  1906. 


différenl  idl< 
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dx 


ax  -h  b  y  -h.  . . 
en  supposant  que  l'équation  en  À 


a  x  -\-  i)  y 


a'  b'-l 


ait  une  racine  double.  On  peut  alors  effectuer  sur  x  et  y  une  substi- 
tution linéaire  de  telle  sorte  que  les  équations  prennent  la  forme» 


d.r 


kx  -+-...        [xx  -+-  ky  -+- 
Considérons,  en  efl'et,  l'équation 

(ax   t-6v+...)-r  -f-  (  a'  x  -h  b  y 
J  àx 

Faisons  le  changement  de  variables 

Xi  =  OLX  -h  3  )-. 


àv 


v1==  vr+  or: 


nous  a\ons 


*f        .  "/" 


(aar  h-  ér  h_.  . .)  /«  ^L  +  vji£- )  +  (  a'x  +  6>  -H.  .  .)  fa  X^ 

On  détermine  a  et  [ï  par  la  condition  que 

0L(ax  -h  b  y)  -+-  (3(a'a?  -h  //y)  =  X(  a.r  +  3  r  ), 

ce  qui  donne  pour  |a  la  racine  de  l'équation  du  second  degré  écrite 
plus  haut.  Posons  ensuite 

"{(a  x  -—  b  y  )  -+-  o( a'  x  -+-  b' y  )  =  \x(  <xx]-+-  $y)  -h  X(yx  -h  By). 

c'est-à-dire 

Y<  a  —  X)  -f-  8a'  =  fia, 

Y  6   +   8(6'—  X)    r^     -J.3, 

et  ces  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule,  comme  on  le  vérifie 
aisément,  en  s'appuyant  sur  ce  que  l'équation  du  second  degré  a  une 
racine  double. 

On  a,  par  suite,  à  considérer  les  deux  équations  (en  divisant  les 
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dénominateurs  par  X,  ce  qui  revient  à  faire  À=  i) 


(2) 


Jx 


a?  -+-  y 


(JX                OX 

u- hpt 

au           ac 

dx 

~uTv 

à  a            dv 

-u-f 

ov 

o.    Nous  allons  chercher  si  L'on|peut  obtenir  des  intégrales  de  cette 
équation  ordonnées  suivant  les  puissances  de 

u  =  —  t,         v  =  t  \ogt. 
Nous  formons  ainsi  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 


(3) 


en  substituant  dans  les  équations,  pour  x  et  y,  des  fonctions  de  u 
et  e,  que  nous  allons  pour  un  moment  considérer  comme  des  va- 
riables indépendantes. 

Les  équations  (3  )  admettent-elles  un  système  d'intégrales  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  v  =  o'?  Nous  remarquons 
d'abord  qu'elles  permettent  de  calculer  les  dérivées  partielles  succes- 
si\  es  de  x  et  y  pour  u  =  o,  v  =  o. 

En  différentiant,  en  effet,  p  fois  par  rapport  à  u  et  /?  fois  par  rap- 
port à  c,  la  première  équation  nous  donne  l'expression 

(n-\-p  —  i  )- p (  pour  u  =  o,  v  =  o  ), 

exprimée  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  x  et  y  d'ordre  inférieur 
à  n  +  p.  Donc,  on  pourra  calculer  toutes  les  dérivées  partielles  de  x 
d'un  ordre  déterminé  en  fonction  des  dérivées  d'ordre  inférieur  de  x 
et  y\  la  seconde  équation  donnera  alors  les  dérivées  partielles  du 
même  ordre  de  y  en  fonction  des  mêmes  dérivées.  La  seule  dérivée 

partielle  restant  arbitraire  est  la  dérivée  — ■ 
v  du 

Nous  pourrons  donc  former  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  u  et  c,  et  il  reste  à  démontrer  que  ces  séries 
convergent  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  u  et  c.  Nous 
nous  trouvons  ici  dans  des  circonstances  assez  différentes  de  celles 
que  nous  avons  précédemment  rencontrées. 
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6.    Considérons,  au  lieu  du  système  (2),  le  système 

dx 

\  tdt  =  f^  +  Àr+---> 

qui  ne  diffère  de  (2)  qu'en  ce  que,  dans  le  second  membre,  le  coeffi- 
cient de  y  est  X  au  lieu  de  un]  "k  désigne  une  constante  positive  infé- 
rieure à  un. 

Avec  le  système  (4),  nous  rentrons  dans  le  cas  général,  et  nous 
avons  des  intégrales  développées  suivant  les  puissances  de 

t    et    fr. 

Nous  pouvons  aussi  considérer  ces  intégrales  comme  développées 

suivant  les  puissances  de 

A-/ 

—  t     et     t 

A—  1 

En  posant 

u  — —  t, 


X- 


on  est  conduit  à  former  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

dx       .      dx  dx 

U hÀC  :  —  U  — —  =  X  -+- .  .  .  , 

OU  dV  dV 

(5)  1 

I  dy             ôv            dy 

I    u-f-  -hhv- u  ~-  =  ux  -h  Ay-h.  .  ., 

\  du              ôv             dv         '               J 

et,  ce  système  correspondant  au  cas  général,  nous  sommes  assuré 
qu'on  peut  y  satisfaire  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  u  et  v. 

Or  la  comparaison  des  systèmes  (3)  et  (5)  est  très  facile;  le  coeffi- 
cient de  la  dérivée 

d"+/>x 
ôup  dv11 

est,  pour  le  premier  système,  p  -f-  n  —  1 ,  tandis  qu'il  est,  pour  le 
second, 

p  -\-\n  —  1 . 

Donc,  dans  le  développement  tiré  de  (5),  les  coefficients  auront 
des  dénominateurs  numériques  plus  petits  (X  <  1)  que  dans  le  déve- 
P.  -  III.  3 
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loppement  tiré  de  (3).   La  convergence   des  développements  que 
nous  avons  déduits  des  équations  (3)  est  donc  assurée. 

Les  intégrales  du  système  (2)  se  présentent  donc  sous  forme  de 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de 

t    et    ilog/; 
elles  dépendent  d'une  constante  arbitraire. 

7.  Dans  les  conclusions  générales  du  paragraphe  1  de  ce  Chapitre, 
a  été  exclu  le  cas  où  À  est  un  entier  positif  ou  l'inverse  d'un  entier 
positif.  Ces  cas  se  ramènent  au  cas  particulier  que  nous  venons  d'étu- 
dier. Pour  le  faire  voir,  considérons  le  système 

dx 

dy 

^=»iy  +  ,x+..., 

les    termes  non   écrits   étant  de  degrés  supérieurs  au  premier,  et  m 
étant  un  entier  positif.  En  posant, 


y 


(y 


on  ramène  ce  système  au  suivant, 


dx 

dy'      ,  ,      , 

t-jj-  =(w-[);+oa?+...; 


c'est  un  système  de  la  même  forme  où  m  est  remplace  par  m  —  1 .  On 
pourra  donc,  en  opérant  de  proche  en  proche,  être  ramené  au  cas 
où  m  =  i,  que  nous  venons  d'étudier. 


III.  —  Réduction  de  l'équation  à  des  formes  simples. 

8.    Nous   avons   dit  (§  2)  que  Briot  et  Bouquet  (' )   réduisent,  en 
général,  l'équation  à  une  forme  plus  simple,  moyennant,  il  est  vrai, 

(!)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI,  p.  161. 
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quelques  hypothèses  complémentaires.  Reprenons  l'équation 


dx  _  dy 


que  nous  écrirons 


(A>a'xP'4-...)-^  =  ky*X$-h.... 

Les  quantités  x  et  y  s'annulent  en  même  temps.  Supposons  que  y 

soit  d'un  degré  déterminé  \x  par  rapport  à  x,  et  de  telle  sorte  que  ~h 

soit  de  degré  u.  —  i.  11  devra,  dans  ces  conditions,  y  avoir  dans  les 
deux  membres  de  l'équation  précédente  des  termes  de  même  degré, 
à  savoir  les  termes  de  moindre  degré.  On  aura  alors  une  relation  de 

la  forme 

a'ji.  -+-  (J'-H  [jl  —  i  =  ct[i  -+-  (3, 

ce  qui  donne 

a  -h  i  —  a 
Le  degré  jjl  est  donc  alors  un  nombre  commensurable  (1). 

o      •  P 

^oit  jjl  =  —  ;  posons 

y  =  vtp, 

il  viendra 

(k'v*'t *»*'+«fl'  -h.  ..)  (ptP~lv  -h  tp -T-)  —  (Ap**/»*-+-?P-t-.  .  .)qt<l-i=  o; 

mais  on  a 

(  a'  -h  i  )  \l  -+-  p'  =  afx  -4-  p  -f-  î 

ou 

p(a.'-\-j)-hq$'  =  paL-+-q($-ï-i). 

La  variable  £  entre  donc  au  même  degré  dans  tous  les  termes  du 
premier  groupe,  et  à   un   degré  plus  élevé  dans  les  autres  termes. 


(')  Nous  supposons  que  l'équation   donnant  u,  ne  se  réduise  pas  à  une   identité. 
Cette  circonstance  peut  se  présenter;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  l'équation 

où  À-  représente  une  constante.  Le  degré  de  y  par  rapport  à  x,  qui  est  k,  n'est  pas, 
en  général,  commensurable. 
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Après  di\ision  par  la  puissance  de  t  en  facteur  dans  chaque  terme, 
on  aura 

(A'pa'-t-.  .  .)  (pv  -H  t  —  \  —  gr(At>a-+-...)  =  o. 

Considérons  alors  l'équation 

f(ç)  =  p  (  A Va'  H-  .  .  .  )  V  —  q  (  A Pa  -+- . . .  )  =  o. 

Soit  i-0  une  racine  de  cette  équation;  en  posant 

V  —  Vq  -+-  u, 
nous  avons  pour  u  l'équation 

du 

o  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  t=  o  et  s'annulant 
pour  ces  valeurs.  Ceci  suppose  que  c0  n'annule  pas  séparément  les 
deux  polynômes 

A(^a-h...     et     AVa'-t-.... 

9.  Pour  trouver  l'ensemble  des  termes  correspondant  au  moindre 
degré,  Briot  et  Bouquet  procèdent  comme  dans  l'étude  des  fonctions 
algébriques.  Dans  un  plan,  traçons  deux  axes  rectangulaires  Ox 
et  Oj',  et  marquons  les  points  qui  ont  pour  coordonnées  (a,  (3 -f-  i), 

(a' -H  i,  p'), Nous  voyons  d'abord  qu'à  des  termes  de  même  degré 

infinitésimal  correspondent  des  points  placés  en  ligne  droite;  et,  en 
efiet,  la  valeur  de  ^  trouvée  précédemment  montre  que  la  droite  qui 
joint  les  points  correspondant  à  deux  termes  de  même  degré  a  une 
direction  constante;  celte  droite  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  obtus 
dont  la  tangente  en  valeur  absolue  est  égale  à  u.  Si,  par  un  point 
quelconque,  (av-f-i,  rp")  ou  (a/;,  jâ/7+i),  on  fait  passer  une  droite 
parallèle  à  la  direction  constante,  cette  droite  ayant  pour  équation 

y  —  (3"  —  —  [i.  (  x  —  a"  —  i  ) 
ou 

y  —  $"—  I  =—  \Mx  —  a"), 

son  ordonnée  à  l'origine  jj'; -\-  p. ( a."  -\-  i )  ou  £$"+  i  +  jxa"  surpasse 
d'une  unité  le  degré  du  terme  correspondant.  Il  en  résulte  que  les 
droites  parallèles   sur  lesquelles   sont  placés  les   points   qui  corres- 
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pondent  aux  divers  groupes  de  termes  s'éloignent  de  l'origine  à 
mesure  que  le  degré  de  ces  termes  augmente;  par  conséquent,  la 
droite  qui  passe  par  des  points  d'un  groupe  de  moindre  degré  laisse 
à  sa  droite  tous  les  autres. 

Nous  sommes  donc  conduits,  comme  dans  l'étude  des  courbes 
algébriques,  à  former  une  ligne  polygonale,  aux  différents  côtés  de 
laquelle  correspondront  des  termes  de  même  degré.  Que  l'on  imagine 
une  droite  coïncidant  d'abord  avec  Oy  et  se  mouvant  parallèlement 
à  elle-même  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  premier  point;  qu'on  la 
fasse  alors  tourner  autour  de  ce  premier  point  en  diminuant  son 
ordonnée  à  l'origine  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  deuxième  point; 
qu'on  la  fasse  tourner  autour  de  ce  deuxième  point  dans  le  même 
sens  jusqu'à  ce  qu'elle  en  rencontre  un  troisième,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  la  droite  devienne  parallèle  à  Ox.  On  formera  ainsi 
une  ligne  polygonale  dont  chaque  côté  passe  par  deux  ou  plusieurs 
points  et  laisse  tous  les  autres  à  sa  droite.  Chacun  des  côtés  de  cette 
ligne  convexe  donnera  une  manière  d'établir  un  groupe  de  termes 
permettant  de  faire  la  transformation  du  paragraphe  précédent,  et  l'on 
aura  ainsi  les  diverses  intégrales  répondant  aux  conditions  initiales. 

10.   Revenons  à  l'équation 

du 

t-^  =<pO,  t),  cp(o,  o)  =  o. 

Son  étude  complète  se  trouve  faite  dans  les  deux  Sections  précé- 
dentes, pour  le  cas  général  où,  posant 

cp(w,  t)  =  at  -h  bu  -h. . .., 

le  coefficient  b  n'est  pas  nul. 

Nos  théories  générales  ne  s'appliquent  pas  à  ce  cas  particulier. 
Nous  savons  seulement  qu'il  y  a,  dans  ce  cas,  une  intégrale  holo- 
morphe  dans  le  voisinage  de  t  =  o  et  s'annulant  pour  t  =  o;  son 
existence  se  trouve  établie  par  la  même  analyse  que  celle  qui  a  été 
employée  dans  l'étude  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  t  et  tb,  au  cas  où  b  n'était  pas  nul  (on  ne  considère  ici 
qu'un  développement  suivant  les  puissances  de  t).  En  désignant 
par  u0  l'intégrale  holomorphe,  et  posant 
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on  aura  une  équation  de  la  forme 

le  terme  .^'"(m^i)  étant  le  terme  de  moindre  degré  en  e  se  rencon- 
trant dans  la  parenthèse.  Pour  avoir  quelque  renseignement  sur  les 
intégrales  de  cette  équation,  posons 

t  =  Xp"»+1; 
on  aura  une  équation  de  la  forme 

tyCk,  v)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  X  =  o,  v  =  o,  et  étant 
différente  de  zéro  pour  ces  valeurs  de  \  et  v.  Ecrivons  l'équation 
précédente 

vm+\        =  X[A  +  B^  -+-...-+-  Hp«+  K^'"+1-i-.  .  .-h  X/(X,  v)], 


et  considérons  d'abord  l'équation 


cm+I  —  =  à(A  +  Bp+...+  H  p'«  ). 
dv 


L'intégration  est  immédiate. 
Nous  aurons 


X  =  w0  ph  e-?w  ; 


en  posant 

«p(p) 


(m  —  i)v' 


Si  l'on  fait  tendre  v  vers  ,seVo,  dans  une  direction  convenable, 
\  tendra  vers  zéro.  Prenons  alors 

X  =  wvu  e-'i(v)\ 
l'équation  à  laquelle  satisfera  w  sera 

On  aura  pour  cette  équation  une  intégrale  tendant  vers  une  valeur 
arbitraire  w0,  quand  v  tend  vers  zéro  dans  une  direction  telle  que  e~^v) 
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tende  vers  zéro  en  même  temps  que  v ,  ce  qui  est  évidemment  pos- 
sible. Mais  on  a 

t  —  çp  çm-ht+U  g— <pM. 


Donc  t  tendra  aussi   vers   zéro,   en  tournant  d'ailleurs,    en   général, 
une  infinité   de  fois 
conclusion  suivante  : 

L'équation 

t 
dt 


une  infinité   de  fois  autour  de   l'origine.  Nous  arrivons  donc   à  la 


t-T-=v(u,t)         [<p(o,  o)  =  o], 


o(u,  t)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  t  =  o  et  ne 
renfermant  pas  de  terme  du  premier  degré  en  «,  admet  une 
infinité  de  courbes  Intégrales   se   rapprochant  Indéfiniment  de 


l'origine. 


11.  En  faisant  la  réduction  du  §  8,  nous  avons  supposé  que  c0 
n'annulait  pas  à  la  fois  deux  polynômes  en  ç.  S'il  en  était  ainsi, 
l'équation  entre  u  e\  t  prendrait,  en  général,  la  forme 


du          au  -h  bt  -+- .  .  . 

dt        a' '  u  -h  b' '  t  h-  .  .  . 

En  posant 

au  -h  bt  =  wt, 

elle  devient 

(6) 

.  dw 

C'est  là  un  type  d'équations  pour  lequel  se  présentent  des  cir- 
constances toutes  différentes  de  celles  que  nous  avons  rencontrées 
jusqu'ici.  Le  point  t  =  o  est  ici,  en  général,  une  singularité  essen- 
tielle, comme  le  montre  l'exemple  simple  de  l'équation 


„  dw 

t*—r=  aw. 
dt 


L'équation  (6)  n'admettra  pas,  en  général,  d'Intégrale  holo- 
morphe; c'est  une  circonstance  qui  mérite  d'être  signalée,  car  le 
calcul  des  coefficients  du  développement  peut  se  faire  de  proche  en 
proche,   et   cependant   le    développement   n'est    pas    convergent.    U 
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suffira,  pour  prouver  cette  assertion,  de  considérer  l'équation 


Soit 


dt  v 


on  aura 

aA,-h{i  =  o,         A2a  =  A,,         ...,         A,2a  =  (  n  —  \)  A„_.1} 


(I 


onc 


A„  a"-1  =  1.2.  .  .  (n  —  i)Ai; 

on  a  donc  la  série  de  terme  général 

i .  2 . . .  (  n  —  i  ) 


x" . 


qui  ne  converge  manifestement  que  pour  x  =  o. 

12.  Dans  les  réductions  faites  dans  cette  Section,  nous  avons  sup- 
posé, avec  Briot  et  Bouquet,  que  certaine  variable  était  de  degré 
déterminé  par  rapport  à  certaine  autre.  Pour  une  étude  plus  appro- 
fondie, nous  renverrons  aux  Mémoires  de  M.  H.  Dulac,  que  nous 
avons  cités  à  la  fin  de  la  première  Section  de  ce  Chapitre. 

En  étudiant  plus  loin  le  cas  où  x  et  y  restent  réelles,  nous  revien- 
drons sur  les  équations  différentielles  de  la  forme 

x"l%  =F(.t,jk), 

F(x,  y)   étant  holomorphe  autour  de  x  —  o,  y  —  o,   et  s'annulant 
pour  ces  valeurs 

IV.   —  Équations  différentielles  du  premier  ordre  non  résolues 
par  rapport  au  coefficient  différentiel. 

13.  Nous  avons   considéré  jusqu'ici   des   équations   différentielles 

pour  lesquelles  la  dérivée  ~-  était  une  fonction  uniforme  de  x  et  y, 

tout  au  moins  dans  le  voisinage  d'un  certain  système  de  valeurs  de  x 
et  y.  Considérons  maintenant  une  équation  non  résolue 

(E)  /(,,r,g)=0, 


ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    A    DEUX    VARIABLES.  41 

y  désignant  un  polynôme  en  -j-  •  Soit  un  système  de  valeurs  (#0,  y0) 
de  (a?,  jk).  Si  l'équation 

/\a?,  jk,  Y)  =  o 

admet,  pour  #=.r0,  y=y0,  une  racine  simple  Y0,  on  pourra 
regarder  Y  comme  une  fonction  uniforme  de  x  et  y  dans  le  voisinage 
de  x  =  x0,  y  =  yQl  et  nous  nous  trouverons,  pour  l'étude  de  l'équa- 
tion 

^L  -  Y 
dx  ~~     ' 

dans  un  cas  simple  :  l'intégrale  y  devenant  égale  à  y0  pour  x  =  x0 
sera  une  fonction  holomorphe  de  x  dans  le  voisinage  de  x0  (si  Y0 
est  uni);  si  Y0  est  infini  (simple)  pour  x  =  x0,  y=y0y  l'intégrale 
devenant  égale  à  y0  pour  x  =  x0  a,  en  ce  point,  un  point  critique 
algébrique. 

Supposons,  au  contraire,  que  Y0  soit  une  racine  multiple  d'ordre  m 
de  l'équation 

f(x0,  jko,  Y)  =  o; 

les  circonstances  seront  tout  autres.  Soit 

Y  =  Y0+Y',  x=^X0^-X.  y=y0^-y'; 

nous  avons  d'une  manière  générale,  en  développant, 


àx0 

H- 

ÈL?+ 

ÊLr. 

dYQ 

-h. 

..=  0; 

toutes 

les 

dérivées 

àf 

àm-lf 

'  oY<rx 

étant 

nulles. 

Posons 

y  =  YQx'-+-y, 

ce  qui 

conduit 

à  la 

1  relatior 

L 

Y0 

+  Y'  = 

=  Y 

"^dx7 

ou 

dy" 
dx' 

Y'. 

Nous  avons  alors 
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équation  différentielle  entre  x\ y"  et  Y' =  -2-j-  Nous  poserons  enfin 


dx' 

y"  =  tx' ,  x'  =  x"m, 

et,  par  conséquent,  en  supposant 

dx0  ây0^     ' 

on  aura 

x"  -y-y,  =  —  mt  -+-  x"  y(x".  t), 

®{xn,  t)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x"  ==  o,  t  =  o.  Or 
nous  savons  que  cette  équation  en  /  admet  une  intégrale  holomorphe 
s'annulant  pour  #"  =  o. 

Donc,  l'intégrale  de  V équation  (E),  prenant  pour  x0  la  va- 
leur y0,  sera,  en  général,  une  fonction  ayant  m  valeurs  autour 
du  point  x0. 

14-.   Dans  le  cas  où  l'on  aurait 

1 —  "+"  ïo  -, —  —  ° 
dx0  ày0 

en  même  temps  que 

àf  d»*-if 

des  circonstances  différentes  pourraient  se  présenter.  On  aurait  alors 
à  chercher  l'ordre  infinitésimal  de  Y'  par  rapport  à  x';  il  faudrait 
pour  cela  employer  des  considérations  analogues,  quoique  dans  des 
cas  plus  compliqués,  à  celles  dont  nous  nous  sommes  servi  au  com- 
mencement de  la  Section  précédente.  Mais  nous  renverrons,  pour  ce 
point,  au  Mémoire  déjà  cité  de  Briot  et  Bouquet,  et  nous  terminerons 
ce  Chapitre  par  quelques  remarques  sur  les  singularités  des  intégrales 
des  équations  différentielles  du  premier  ordre,  ayant  pour  objet  de 
compléter  ce  que  nous  avons  déjà  dit  à  ce  sujet  (t.  II,  '2e  édition, 
p.  36^  et  suiv.). 

Ajoutons  seulement  que  la  racine  multiple  Y0  a  été  supposée  finie; 
mais,  en  regardant  x  comme  fonction  de  y,  la  discussion  précédente 
trouvera  son  application. 
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lo.  Supposons  que  le  premier  membre  de  (E)  soit  un  polynôme 
en  r,  -j-  et  même  en  x  (cette  dernière  hypothèse  ne  serait  pas  indis- 
pensable). Cherchons  quelles  circonstances  pourraient  nous  arrêter 
quand  nous  effectuons  le  prolongement  analytique  d'une  intégrale. 
Tant  que  Y  ne  cesse  pas  d'être  une  fonction  bien  déterminée  ayant 
une  valeur  (finie  ou  infinie)  pour  le  système  correspondant  de  valeurs 
de  x  et  y,  il  n'y  a  aucune  difficulté;  l'intégrale  y  sera  une  fonction 
de  x  qui  ne  présentera  que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algé- 
briques. Dans  le  cas  où  Y  cesse  d'être  une  fonction  uniforme  de  x 
et  y  pour  un  certain  système  de  valeurs  de  ces  grandeurs,  il  en  est 
encore  de  même  en  général,  comme  nous  venons  de  le  voir  au  para- 
graphe précédent.  Ceci  peut  cesser  d'être  vrai  dans  des  cas  particu- 
liers, mais  alors  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y  devant  satisfaire 
aux  trois  équations 

J  v      J       '  dy  ôx  dy 

sont,  sauf  des  cas  très  particuliers  ('),  en  nombre  limité,  et  les  va- 
leurs de  (x)  pour  lesquelles  il  peut  en  être  ainsi  sont  déterminées. 

Changeons,  dans  (E),  y  en  — ,  il  y  aura  certains  systèmes  de  va- 
leurs de  (#,  y)  où  y  sera  nul,  et  présentant  le  caractère  singulier  de 
satisfaire  à  la  fois  à  un  système  de  trois  équations  :  nous  serons  ainsi 
conduit  à  considérer  un  certain  nombre  de  valeurs  parfaitement  dé- 
terminées de  x. 

Si  maintenant  nous  écartons  les  diverses  valeurs  de  x  sur  lesquelles 
nous  venons  d'appeler  l'attention  et  que  nous  pouvons  appeler  va- 
leurs singulières,  nous  sommes  assuré  que  toute  intégrale  prenant 
en  un  point  X  différent  de  ces  points  singuliers  une  valeur  déter- 
minée aura  en  X  un  point  ordinaire,  un  pôle  ou  un  point  critique 
algébrique. 

On  est  donc  conduit  à  cet  énoncé  que,  en  dehors  de  certains 
points  qu'on  peut  marquer  à  l'avance,  toute  intégrale  d'une 
équation  algébrique  du  premier  ordre  ne  peut  avoir  comme  sin- 
gularités que  des  pôles  ou  des  points  critiques  algébriques. 


(')  Nous  y  reviendrons  dans  le  Chapitre  suivant,  où  nous  traiterons  des  solution; 
singulières. 
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Ce  théorème  est  fondamental,  et  l'on  s'est  souvent  borné,  pour 
l'établir,  à  des  raisonnements  équivalents  à  ceux  que  nous  venons  de 
faire.  La  démonstration  manque  cependant  de  rigueur;  car  on  pour- 
rait se  demander  si  un  point  X,  différent  des  valeurs  singulières  que 
nous  avons  réservées,  ne  pourrait  pas  être  pour  une  intégrale  un 
point  d'indétermination  où  cette  intégrale  ne  prendrait  pas  une  va- 
leur déterminée. 

Nous  avons  déjà  examiné  cette  question  dans  le  cas  où  l'équation 

est  du  premier  degré  en  —-•  Comme  je  l'ai  dit  alors  (t.  11,  loc.  cit.), 


c'est  M.  Painlevé  qui  a,  le  premier,  approfondi  la  difficulté  qui  sub- 
sistait. La  marche  suivie  pour  établir  le  théorème  de  M.  Painlevé 
peut  se  transporter  ici  sans  modification,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement. 

Au  point  X  correspondent  certaines  valeurs  de  Y 

Mi     Y2,     . .  . ,     Yjj, 

(parmi  lesquelles  peut  se  trouver  l'infini)  telles  que  l'intégrale  y, 
prenant  pour  x  =  X  une  de  ces  valeurs,  ait  en  X  un  pôle  ou  un 
point  critique  algébrique;  nous  avons  vu  plus  haut  comment  on 
pourrait  obtenir  ces  valeurs.  11  n'y  a  qu'à  répéter  alors  ce  que  nous 
avons  dit  (t.  II,  p.  368  et  suiv.). 
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CHAPITRE  III. 

DES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 


I.  —  Équations  du  premier  ordre  i1). 

1.  Considérons,  pour  plus  de  netteté,  une  équation  différentielle 
algébrique  entre  x,  y  et  y\ 

(0  /(^JK,/)  =  o. 

On  envisage  une  fonction  y  de  x  satisfaisant  à  cette  équation.  Si, 
pour  une  valeur  de  x  et  la  valeur  correspondante  de  y,  y  est  une 
fonction  uniforme  et  continue  de  x  et  y  dans  le  voisinage  de  ces 
valeurs,  la  solution  qui  nous  occupe  pourra,  dans  le  voisinage  au 
moins  de  la  valeur  considérée  de  x,  être  obtenue  par  l'application  du 
théorème  fondamental  relatif  à  l'existence  des  intégrales.  Mais  si, 
pour  l'ensemble  des  valeurs  de  x  et  y  correspondant  à  une  solution, 
y'  n'est  jamais  une  fonction  uniforme  et  continue  de  x  et  y,  nous  ne 
pourrons,  en  appliquant  le  théorème  fondamental,  faire  dans  le  voi- 
sinage d'aucune  valeur  de  x  le  développement  en  série  de  cette  solu- 
tion. Si  une  telle  solution  existe,  on  la  dira  une  solution  singu- 
lière . 

Ces  solutions  s'obtiendront  en  écrivant  que  l'équation  (i),  consi- 
dérée comme  équation  en  y1,  a  une  racine  multiple.  On  aura  donc  à 


(')  Cette  Section  n'est  que  la  reproduction  d'une  Leçon  faite  en  1886  sur  ce  sujet 
et  reproduite  dans  mon  Cours  lithographie  (Cours  d'Analyse  de  la  Faculté  des 
Sciences,  1886-1887). 
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é]  i  miner  y'  entre  les  deux  équations 

f(x,y,y  )  =  o,  j-,  =o. 

On  est  ainsi  conduit  à  la  relation 

Q(ar,  y)  =o, 

qui  peut  se  décomposer  en  plusieurs  courbes.  Les  solutions  singu- 
lières doivent  satisfaire  à  cette  équation.  Mais  celle-ci  ne  donnera 
pas  nécessairement  des  fonctions  y  de  x  satisfaisant  à  l'équation  diffé- 
rentielle; il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  prendre  le  cas  particulier  de 
l'équation 

où  Q(#,  y)  est  un  polynôme  arbitraire  en  x  et  y;  la  fonction  définie 
par  l'équation  Q(#,  y)  =  o  ne  satisfait  pas,  en  général,  à  l'équa- 
tion (2). 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que  l'équation  (1)  n'a  pas,  en  gé- 
néral, de  solution  singulière. 

2.  On  pourrait  en  rester  là  et  se  borner  à  dire  qu'il  n'y  a  qu'une 
vérification  à  faire;  mais  la  question  mérite  d'être  approfondie, 
même  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 

Reprenons  l'équation  (1)  et  l'équation 

Q..(*,y)  =  o, 

obtenue  par  l'élimination  indiquée,  et  supposons  que  la  courbe 
Q  =  o  ne  corresponde  pas  à  une  intégrale  de  V équation  différen- 
tielle, ce  qui,  nous  l'avons  dit,  est  le  cas  général. 

Soit  x  =  a,  y  =  [i  un  point  arbitraire  de  la  courbe  Q  =  o.  Nous 
allons  chercher  les  intégrales  de  (1)  qui  pour  x  =  a  deviennent  égales 
à  Pj  et  telles  que  la  dérivée  correspondante  y'  soit  précisément  la 
racine  multiple  de  l'équation  en  y'  pour  x  =  a,  y  =  [3. 

En  restant  dans  la  généralité,  nous  supposons  que  cette  racine 
multiple  est  double.  L'équation 

f{x,y,y')  =  ° 

a  alors,  pour  x  =  ol,  y  =  fi,  une  racine  double,  et  deux  racines  de  cette 
équation  se  permutent  autour  de  x  =  y.,  y  =  p. 
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La  somme  et  le  produit  de  ces  deux  racines  seront  des  fonctions 
uniformes  de  x  et  y  dans  le  voisinage  de  (a,  (3);  y1  pourra  donc  être 
considéré  comme  racine  d'une  équation  du  second  degré  dont  les 
coefficients  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  (a,  (3).  Nous  pou- 
vons, par  suite,  écrire 

y'=  A(^  JK)  +  C(a?,  y)  v/BO,  y), 

A,  C  et  B  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  x  —  a 
et  y  —  [3.  De  plus,  la  fonction  y  de  x  définie  par  Q(.r,  y)  =  o  et 
prenant  pour  x  =  a  la  valeur  (3  annulera  identiquement  B(x,  y), 
puisque,  pour  les  points  de  la  courbe  Q,  les  deux  valeurs  de  y' 
doivent  être  égales. 

Nous  pouvons,  pour  abréger  l'écriture,  supposer  a  =  j3  =  o  ;  on 
aura  alors 

B  (x,  y)  =  ax  -+-  b  y  -\- .  .  . , 

À  (a?,  y)  =  A  -+-  a^x  -+-  bx  y  -f- 

Pour  x  =  y  =  o,  on  a/=  A..  Cette  valeur  doit  être  distincte  du 
coefficient  angulaire  de  la  courbe  Q  =  o  à  l'origine;  car,  autrement, 
comme  cette  origine  est  un  point  arbitraire  de  la  courbe  Q,  celle-ci 
satisferait  à  l'équation  différentielle,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Mais  nous  avons  dit  qu'on  avait  B(x,  y)  =  o  pour  tout  point  de  la 
courbe  Q;  donc  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine  est 

donné  par  —  j-,  nous  devons  donc  supposer 

A  +  iA^o. 

Ceci  étant  bien  compris,  posons 

y  =  \x''2,         x  =  x'2  ; 


on  aura 


( 3 )  {       dx 


1   -î— ;    =  —  2À  +  2A+2^2(fli+OiA) 


C(x'*-,\x'*)ixya  ■+■  bl  -+-  x'  (...). 


On  peut  trouver  une  intégrale  de  cette  équation  différentielle  qui, 
pour  x'  =z  o,  prend  la  valeur  A;  car  le  second  membre  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  x'  et  A  dans  le  voisinage  de  x'=o,  X  =  A 
(puisque  a  -+-  bK  yé  o)  ;  de  plus,  il  s'annule  pour  ces  valeurs.  L'équa- 
tion (3)  rentre  donc  dans  le  type  de  celles  que  nous  avons  étudiées 
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<Chap.  II,  §  2);  le  coefficient  6,  qui  jouait  le  rôle  essentiel,  est  ici 
égal  à  —  2.  Nous  avons  donc  une  intégrale  holomorphe  de  cette  équa- 
tion prenant  pour  x'  =  o  la  valeur  A,  soit 

X  —  A  -i- px' H-  q  a?'2 -h.  .  .  • 

Donc  on  aura 

l 

y  =  \x  -+-  px1  H-  .  .  .  . 

En  employant  le  langage  géométrique,  on  voit  que  le  point  x  =  o, 
y  z=  o  est  un  point  de  rebroussement  pour  cette  intégrale;  d'où  cet 
important  théorème  : 

La  courbe  Q  =o  {qui  est  supposée  ne  pas  satisfaire  à  L'équa- 
tion différentielle)  est,  en  général,  le  lieu  des  points  de  rebrous- 
sement des  courbes  intégrales  ('). 

3.  Attachons-nous  maintenant  au  cas  où  il  y  aurait  des  solutions 
singulières.  Ces  solutions  proviennent  de  l'élimination  de  y'  entre 
les  équations 

f(x,y,y')  =  o,  ty=°' 

Lagrange  a  remarqué  qu'à  ces  deux  équations  on  doit  en  adjoindre 
une  troisième,  obtenue  en  différentiant  la  première  et  tenant  compte 
de  la  seconde  : 

df       df    , 

àx        dyJ 

Ainsi,  la  solution  singulière  devra  satisfaire  aux  trois  équations 

àf  àf         df      , 

Ces  trois  équations,  considérées  comme  équations  enj',  ne  pour- 
ront pas,  en  général,  être  vérifiées  pour  une  succession  de  valeurs 
de  x  et  y  correspondant  à  une  courbe.  Une  condition  nécessaire  pour 
l'existence  des  solutions  singulières  est  donc  qu'il  y  ait  une  succes- 


(')  On  trouvera  une  démonstration  géométrique  de  ce  théorème  dans  un  Mémoire 
fondamental  de  M.  Darboux  sur  cette  théorie  des  solutions  singulières  des  équa- 
tions   dillèreulielles    ou    premier    ordre    (Bulletin   des    Sciences    mathématiques, 

i8-3). 
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sion  de  valeurs  de  x  et  y  correspondant  à  une  courbe  P(.r,  y)  =  o, 
pour  lesquelles  les  trois  équations  aient  une  solution  commune.  Cette 
courbe  pourra  constituer  une  partie  de  la  courbe  Q(#,  y)  =  o  pré- 
cédemment considérée.  D'ailleurs,  l'équation  P(x,  y)  =  o  donnera 

df 
certainement  une  solution  singulière,  si  -h-  n'est  pas  identiquement 

nul  pour  la  valeur  y  de  x  tirée  de  l'équation  P  =  o.  Soient,  en  effet, 
les  trois  équations 

*,  \s  <}f  df     \  df 

/(  x,  y,  A  )  =  o,  -4=0,  -f-  -+-  À  -f-  =  o, 

qui  ont  une  solution  commune  en  X,  si  P(r,  y)  =  o.  Cette  solution 
commune  peut  être  considérée  comme  fonction  de  x\  en  difîerentiant 
la  première,  on  aura 

dl  +  °1  clz  =  0 


et,  par  suite. 


oy  \  ctx 


On  a  donc,  si  -  -  n'est  pas  nul  identiquement  quand  on  remplace  y 


ày 

et  X  par  leur  valeur  en  fonction  de  x, 

■s  _  dv 
dx  ' 

ce  qui  montre  que  la  fonction  y  de  x  tirée  de  l'équation  P(.r,  y) 
satisfait  à  l'équation  différentielle 


Ax'r^)=°- 


4.  Nous  avons  tout  à  l'heure  cherché  les  solutions  de  (i)  qui, 
pour  x  =  a,  devenaient  égales  à  (j  quand  (a,  [S)  était  sur  la  courbe  Q, 
cette  courbe  n'étant  pas  une  courbe  intégrale. 

Proposons-nous  maintenant  la  même  question  en  supposant,  au 
contraire,  qu'il  existe  une  solution  singulière  P(x,  y)  =  o.  Soit  (a,  (3) 
un  point  arbitraire  de  cette  courbe.  Nous  allons  chercher  les  inté- 
grales de  l'équation  différentielle  proposée  qui,  pour  x  =  a,  prennent 
la  valeur  (3. 

Parmi  ces  intégrales,  il  y  a,  bien  entendu,  la  fonction  algébrique  yt , 
P.  -  III.  /, 
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définie  par  l'équation 

et  pouvant  être  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a.  Nous 
allons  voir  qu'outre  cette  solution  il  y  a  une  seconde  solution.  Repre- 
nons, à  cet  effet,  l'équation  différentielle  sous  la  forme 

-^  =  AO,  y)  +  C(x,  y)  /B(ar,  y). 

Comme    nous   supposons  que  yK  est   une  solution   singulière,    on 
aura  à  la  fois 

B(x,yl)  =  o,         -jj^-  =  A  (a?,  y{). 
Posons 

l'équation  deviendra 

dz  

—  =  zyi(x)  -j-z2<p2(a;)-}-.  .  .-H  C(a?,  JKj-Hz)  ^^(a?)  -+-  22  <hO)  -t-.  .  .: 

les  fonctions  o  et  <Ji  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
de  x  —  a,  et  '^(x),  en  général,  ne  s'annule  pas  pour  j?  =  a.  Nous 
avons  à  étudier  les  intégrales  de  cette  équation  en  z,  s'annulant  pour 
x  —  a.  Il  y  a  évidemment  la  solution  z  =  o.  Posant  alors 

s  =  V2, 
on  aura  l'équation 


i-^-  =  z'^x(x)  4-£'3cp2(>)  -+-  .  .  .  4-  C(#,yiH-*'*)/îi"(âô  -4-z'2  <|M'#)  -+-  •  •  •• 

Dans  le  voisinage  de  x=a,  z' '  =  o,  le  second  membre  est  holo- 
morphe,  puisque  J/,(a)^o;  on  fixera  d'ailleurs  arbitrairement  le 
signe  du  radical.  Cette  équation  donnera,  d'après  le  théorème  fonda- 
mental, z'  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  et  l'on 

aura 

z  =  a{x  —  a  )2h-  b(x  —  if  H- .  .  . . 

Il  est  clair  que  les  deux  déterminations  du  radical  donnent,  pour  z'j 
des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  par  suite,  une  même  va- 
leur pour  z.  Nous  avons  donc  la  solution  non  singulière 

y  =  ji^-a(cc  —  a)2-j-  b  a:  — a)8 -H... 
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el  il  est  évident  que  la  courbe  P(x,  y)  =  o  est  tangente  au  point 
(a,  |3)  à  la  courbe  représentée  par  la  dernière  équation;  d'où  ce 
théorème  : 

Quand  il  existe  une  solution  singulière,  elle  est  tangente  en 
chacun  de  ses  points  à  une  solution  non  singulière. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer,  sous  forme  géométrique,  de  la 
manière  suivante  : 

La  solution  singulière,  quand  elle  existe,  est  l'enveloppe  des 
courbes  intégrales. 

o.  Dans  cette  question  des  solutions  singulières,  on  s'est  longtemps 
placé,  a  priori,  au  point  de  Mie  de  la  théorie  des  enveloppes.  Partant 
de  la  conception  de  l'intégrale  générale 

F(x,y,  C)  =  o, 

Lagrange  remarque  que  cette  famille  de  courbes,  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire,  a  une  enveloppe  et,  puisque  l'enveloppe  est  tan- 
gente à  chacune  des  enveloppées,  cette  enveloppe  satisfera,  comme 
les  enveloppées,  à  l'équation  différentielle 

11  semblerait  donc,  à  ce  point  de  vue,  et  c'était  l'opinion  de 
Lagrange,  que  les  équations  du  premier  ordre  ont,  en  général,  des 
solutions  singulières;  ce  résultat  est  tout  à  fait  opposé  à  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut. 

L'explication  de  cette  contradiction  est  facile.  A  une  équation 
différentielle  arbitraire  f{x,  y,  y1)  =  o  ne  correspond  pas,  comme 
intégrale  générale,  une  famille  de  courbes 

F  (a?,  7,  C)  =  o 

à  laquelle  on  puisse  appliquer  la  théorie  des  enveloppes;  je  veux  dire 
que  l'enveloppe  donnée  par  la  théorie  classique  ne  sera  pas  en  chacun 
de  ses  points  tangente  à  une  enveloppée,  mais  sera  un  lieu  de  points 
singuliers.  Il  peut  paraître  étrange  au  premier  abord  qu'à  une  équa- 
tion différentielle  arbitraire  corresponde  une  famille  de  courbes 
jouissant,  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  enveloppes,  de  propriétés 
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spéciales,  tandis  qu'à  une  famille  arbitraire  de  courbes  pour  laquelle 
on  pourra  appliquer  la  théorie  des  enveloppes  correspondra  une 
équation  différentielle  spéciale,  qui  aura  une  solution  singulière. 
Mais,  comme  le  remarque  Clebsch,  ceci  n'est  pas  plus  élonnant  que 
le  fait  auquel  nous  sommes  si  habitués  relativement  aux  coordonnées 
ponctuelles  et  tangenlielles.  Nous  savons  en  effet  qu'une  courbe  gé- 
nérale en  coordonnées  ponctuelles  a  des  singularités  tangentielles, 
et  inversement  une  courbe  générale  en  coordonnées  tangentielles  a 
des  singularités  ponctuelles. 

6.    Indiquons  un  exemple  des  théorèmes  généraux  démontrés  plus 
haut.  Soit  l'équation 

y  —  ixy'  —  j'2=  o  : 

les  Irois  équations  du  §  3  sont  ici 

y  —  ixy'  —  y'*  =  o,         x  h- y'  =  o,         y' =  o. 

Ces    trois    équations    n'ont  de    solution    commune    en  y'    que    pour 
x  =  y  =  o.  Il  n'y  a  donc  pas  de  solution  singulière. 
En  éliminant  y'  entre  les  deux  premières,  il  vient 

Q  (  x,  y  )  =  y  -h  x2  =  o. 

La  théorie  générale  (§  2)  nous  apprend  que  la  courbe 

y  -h  x~  =  o 

est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales.  Dans 
le  cas  actuel,  l'intégration  complète  est  facile  à  effectuer,  l'équation 
étant  de  celles  qui  s'intègrent  par  différentiation.  On  trouve  ainsi 
pour  intégrale  générale 

(3#7  +  '2ir3-4-  G)2— 4(jk-H^2)3=  o, 

et  l'on  voit  bien  que  y  -{-  x-=o  est  le  lieu  des  points  de  rebrous- 
sement  des  courbes  intégrales. 


II.  —   Systèmes  d'équations  simultanées. 

7.    L'analyse  développée  dans  la  Section  précédente  s'étend  d'elle- 
même  à  un  système  d'équations  simultanées  du  premier  ordre.  Con- 
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sidérons  le  système  de  m  équations 


dy\  dy„, 

(4)  ; j*  v"'*/1'       ■■'J,n'  dx  '  ■■''  ^ 


/*     ^7b         •■•,//«, 


fm(x,y\, 


dy\  dy>n  \ 


les  /*  étant  des  polynômes.  Les  dérivées  -%—>  •  •  • ,  —^  sont  des  fonc- 
J  r     J  ^  dx 

lions  algébriques  de  .r,  yt ,  72?  •  ••>  JKm  ;  elles  peuvent  donc,  d'après 

un  théorème  élémentaire  d'Algèbre,  se  mettre  sous  la  forme 

-Il    =  Rj   O,  jl7  ....,^0»,*), 


-^  =  R,«0,  jrii  ...»r«»*)« 


les  R  étant  rationnelles  en  ,-r,  yn  .  . .,  ym  et  ^.  Quant  à  z,  il  repré- 
sente une  irrationnelle,  fonction  algébrique  de  x,  yKl  y2,  --^ym, 
définie  par  une  équation  algébrique 

(6)  f(v,yuy%,  ...,ym,z)  =  o. 

8.  Envisageons  ce  que  nous  avons  appelé  précédemment  une 
courbe  intégrale,  c'est-à-dire  un  ensemble  de  valeurs  de  x,  y{J 
y  11  •  ••,  y  m  satisfaisant  aux  équations  différentielles.  Si  pour  tout 
point  (x,  y{,  y.2,  .  . .,  ym)  de  cette  courbe  intégrale  la  valeur  corres- 
pondante de  z  tirée  de  l'équation  (6)  est  une  racine  multiple  de  cette 
équation,  de  telle  sorte  que  z  cesse  d'être  une  fonction  uniforme  des 
m  -f-  1  lettres,  dont  il  est  fonction  algébrique,  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  la  solution  considérée  ne  pourra  pas  être  obtenue  par  l'appli- 
cation du  théorème  fondamental  relatif  à  l'existence  des  intégrales  ; 
nous  la  dirons  une  solution  singulière. 

Il  est  clair  qu'ici,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  équation,  il  n[) 
aura  pas  en  général  de  solution  singulière.  Pour  avoir  une  solu- 
tion singulière,   on  devra   d'abord  évidemment  éliminer  z  entre  les 
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deux  équations 

/  =  o, 


àf_ 

dz 


on  obtient  ainsi  une  relation 

(7)  Q(#,  ru  y^  ■  •  ■,//«)=  o. 

C'est  une  certaine  surface  sur  laquelle  doit  se  trouver  la  courbe  inté- 
grale singulière.  On  aura  alors  à  chercher  si  l'on  peut  satisfaire 
simultanément  aux  équations  (4)  et  (7).  Plusieurs  circonstances 
pourront  se  présenter.  L'élimination  d'une  des  fonctions,  ym  par 
exemple,  entre  (4)  et  (7)  conduira  à  un  système  de  m  équations  à 
m  —  1  fonctions y^  . . .,  ym_t , 

dyx  dym-i\ 


dy\  dy 

?/«  \*,yu  ...•>?, n-u  -7-'  •• 


dx 

et  ces  m  équations  seront  en  général  incompatibles.  De  simples  déri- 
vations et  éliminations  permettront  de  reconnaître  si  ces  équations 
sont  ou  non  compatibles  et  quel  est  le  degré  de  généralité  des  solu- 
tions communes.  Celles-ci  pourront,  suivant  les  cas,  être  complète- 
ment déterminées  ou  dépendre  d'une,  deux,  ...  ou  m  —  1  constantes 
arbitraires.  Si  les  solutions  ne  sont  pas  complètement  déterminées, 
elles  seront  données  par  un  système  d'équations  différentielles. 

9.  Examinons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  aurait  pas  de  solution  singu- 
lière ;  nous  prenons  un  point  arbitraire  (a,  a,,  ...,  a,„)  sur  la  sur- 
face 

Q(tf,  yu  .  ..,  ym)  =  o, 

et  nous  allons  chercher  les  courbes  intégrales  passant  par  ce  point. 
Nous  n'avons  qu'à  raisonner  comme  dans  la  Section  précédente.  En 
supposant,  pour  rester  dans  la  généralité,  que  la  racine  correspon- 
dante z  soit  une  racine  double,  nous  aurons  pour  z  une  expression 
de  la  forme 


s  =  A  x  yu  ...,  y  m)  -h  C(x,yu  .  .  .,  ym)tfB'a:,yu  .  ..,  y,,,)-. 
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et  nous  aurons  par  suite 

-^    =  Ai  (x,  yu  ...,ymy+  G,  (x,  yu  . .  .,  yin  )  /B(a?,  yx,  ...,ym), 
-£±   =  A2  (x,yu  ...,ym)-hG2  (x,  yu  . . .,  ym)  \/B(x,  yu  ...,ym), 

-^~  =  km{x,yu  ...,y„,.)-h  Cm(x,yu  . . .,  ym)  /B(a?,  jki,  •  ..,.r>"), 

les  A,  G  et  B  étant  des  fonctions  holomorphes  de  a?,  y,,  ...,  yw 
dans  le  voisinage  de  a,  a,,  ...,  a.m.  De  plus,  on  a  nécessairement 
B(#,  yH  ...,ym)  =  o  pour  tout  point  de  la  surface  Q  =  o  voisin 
de  (a,  a,,  . ..,  aw).  Nous  pouvons,  pour  simplifier  l'écriture,  sup- 
poser a  =  a<  =  . . .  =  oi.m  =  o  ;  on  aura  alors 

Ai(x,  yu  . . .,  ym)  =  ^i-hhiX  -+-  auyi-h  «2^2  +  -  •  •  -+-  «m»- .^i»  + .  •  • 

(>'  =  1,  -2,  .  .  .,  m), 

Pour  x  =y*  =  .  •  •  =  jK/w  =  o,  on  a 

On  devra  avoir 

k  -h  k{  Aj  -4-  /<:2  A2  -+- .  .  .  -+-  £,„  A,„  ^  o  ; 

dans  le  cas  contraire,  en  effet,  le  point  considéré  étant  un  point  arbi- 
traire de  Q  =  o,  on  aurait  l'identité 

/in      ()B         ()BA;  dB    .      . 

(    }      ^  +  d^     1^'-rn  •'•'^'"  )+---+-  ^A'"('r'^1'  ■••vr»i)=J°. 

vérifiée  pour  tout  système  de  valeurs  de  x,  yK  ?  . . .,  yw  satisfaisant  à 
l'équation  ( )  =  o  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation  B  =  o. 
Les  équations  différentielles 

-£±   =Ai  (x,yu  ...,jkw), 


=  A,  (i  =  l,2,  ...,-ifi). 


—j—  =  A"i(*> y^  •••■>ym), 
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en  prenant  pour  système  de  valeurs  initiales  un  point  de  la  surface  Q, 
donneraient  alors  une  courbe  intégrale  située  sur  cette  surface;  pour 
le  voir  bien  nettement,  il  suffit  de  prendre  les  ni  équations 


-^      -Ai         (x,yu   ...,/m), 


dy 
c 

dym-\ 


dx      -  Affl-!(a?,  yu  ...,ym), 

bO,  yu  >--,ym)  =o. 

Une  intégrale  est  complètement  déterminée  par  le  système  indiqué  de 
valeurs  initiales,  et  l'identité  (8)  montre  que  l'on  aura 

-jfcT  =  A/W(a:,>1,  ...,ym). 

10.   Nous  n'avons  plus  maintenant  qu'à  poser 

x  =  x'*,  y1z=\1x,iJ         y*=l.2x'*,  ...,    ^     ym  =  \mx"-. 

Le  système  d'équations  différentielles  devient 
dx 


4-  C/O'2,  Xj^'2,  .  .  .,  \mx'*)ïx'  \Jk  -i-  A-,  X4  -+- . . .  4-  *,«XOT  -+-*'(     ) 
(t  =  i,  '2,  .  .  .,  m). 

Il  y  aura  un  système  d'intégrales  bolomorphes  prenant  respective- 
ment les  valeurs  A,,  A2.  . . .,  Am.  Il  en  résulte  les  intégrales 

yx   =  A!  a?  4-/>i  a-"2 -H.  .  ., 

3 

^2   =  A2  a?  4-  />•>  x-  -+- .  .  . , 


JKw=  kmX-t-pmX*-*-.  .  . 


On  voit  donc  que  l'o/z  obtient  une  courbe  intégrale  présentant 
un  rebroussement  au  point  considéré  de  la  surface  Q.  C'est  le 
résultat  que  nous  avions  obtenu  dans  le  cas  d'une  seule  équation. 

11.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  une  solution  singulière.  Nous 
transformerons  d'abord  les  équations  en  posant 

B  (a?,  71,72,  ...,  y,n)  =  *, 
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d'où  l'on  tirera  ym  en  fonction  holomorphe  de  .r,  y{,  y2,  •  • .,  Jm-K 
et  5,  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro.  Les  équations  deviennent 

-j£±  =  D;  (a?,  yu  ...,  7/„_i,-z)  +  El-  (a?,  j,,  ...,  ^w-i,  *)/*         (i=i,2,  ...,m  —  i), 

^-    =  D,„(#,  jki,  ...,  ym-u  z)  4-  ET/hO,  jn,  •••>  /m-ii^)Pi 

les  D  et  E  étant  des  fonctions  holomorphes  de  a?,  y(,  y2?  •  •  •?  }rm-\, 
z  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro  de  ces  grandeurs. 

Différents  cas  peuvent  se  présenter. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  D,w  s'annule  identiquement 
pour  z  =  o;  on  voit  que  l'on  pourra  satisfaire  aux  équations  en 
faisant  ^  =  o  et  en  prenant  pour  les  y  des  intégrales  du  système 

-j£±   =  T>t(x,jru  ...,^m-l,o)  (»  =  I,2,  ...,m  —  l). 

Nous  sommes  alors  dans  le  cas  où  l'intégrale  singulière  dépend 
de  m  —  1  constantes  arbitraires.  Considérons  une  de  ces  intégrales 
singulières,  celle,  par  exemple,  qui  correspond  pour  ^  =  oà 

7i  =  --  .=  ym-t  =  x  =  o. 

Nous  allons  chercher  s'il  y  a  une  autre  intégrale  de  (9)  prenant 
pour  x  =  o  ces  mêmes  valeurs.  Ecrivons  de  nouveau  les  équations 


dx 

il 

dx 


Or,  il  suffit  de  poser  z  =  z12  pour  avoir  un  système  qui  se  présente 
sous  la  forme  ordinaire.  Nous  obtenons  donc  un  système  d'intégrales 
autre  que  le  système  considéré  d'intégrales  singulières,  prenant  les 
mêmes  valeurs  initiales,  et  il  est  manifeste  que,  pour  l'un  et  l'autre 
de  ces  systèmes,  les  dérivées  de  premier  ordre  ont  les  mêmes  valeurs 
initiales  :  nous  pouvons  donc  dire  que  l'on  a  une  courbe  intégrale 
tangente  à  la  solution  singulière. 

12.   Nous  avons  supposé,  dans  le  paragraphe  précédent,  que 
D,„(#,  yu  ...,  ym-uo) 
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était  identiquement  nul.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  poserons 

D>«(#,  yu  . . .,  ym-\,o)  =  "• 

On  pourra  tirer  de  là,  en  général,  ym-\  en  fonction  holomorphc 
de  ar,  yu  . . .,  ym-i,  w,  et  le  système  prendra  la  forme 

^  =  \,(x,yl,  .  ...  ym-i,  u,  *)+£;(#,  yu  ..  .,7,„_2,  a,z)s/z  (i  =  i,  2,  ...,//?—  s 

^  =  A,„_,(a\  jH  . ..,  jKm-2,  ",  s)-f-e,„_i(:r,  JKi,  ••  .,yw-2,  ",  2)  y/s, 
dz  ,- 

dx   =    -lZ  +  T2"  -H.-.-1-  £»i(^  JKi r'm-2,  M,  S)  /-», 

les  'h  étant  holomorphes  en  a?,  y{,  ...,  JKm-2-  Supposons  que  l'on  ait 
Am_j  (.r,  jki,  .  ..,  JKm-2,0,  o) 

identiquement  nul.  Les  deux  dernières  équations  seront  vérifiées 
pour  //  —  o,  3  =  0;  quant  aux  y,  ils  seront  déterminés  par  le  système 

dy  i 

~dx  =  ^i{X"  yu  '"'  •r/"~*2,  °'°)         (*  =  1,  2,  ...,  m  — 2), 

et  l'on  aura,  dans  ce  cas,  des  solutions  singulières  dépendant  de 
m  —  2  constantes  arbitraires.  Prenons  l'une  de  ces  solutions;  on  peut 
toujours  supposer  que  c'est  la  solution  correspondant  aux  valeurs 
initiales  zéro.  Posons 


Z  =  Z'2 


Il   =    U.Z 


et  considérons  ./•,  y,,  . . .,  ym-'n  ^  comme  fonctions  de  z' ;  on  aura 

1  dx  I 

2  cfe'  tl/1s'+^2|^+----T-  £,«  («",    •  •  •  ,  [J-^'-  z'-  )  ' 

<^-s'  ^t^'-4-  d/2{j(,  -(-. .  .h-  zm(  x,  .  .  . ,  a;',  z'"2) 

^/  _  ., 

les  y/  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de 

x=yt  =  ...  =  ym-i  =  p  =  z'=o. 
Nous  supposons,  pour  prendre  le  cas  le  plus  général,  que  zm  ne  s'an- 
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mile  pas  pour  les  valeurs  zéro  des  lettres  dont  il  dépend.  L'étude  des 
équations  précédentes  ne  présente  alors  aucune  difficulté;  le  coeffi- 
cient de  [A  dans  la  seconde  équation,  étant  égal  à  —  i,  est  négatif; 
nous  aurons  un  système  d'intégrales  œ,  p.,  y,,  y2j  .  ..,  Jm-i-i  fonc- 
tions holomorphes  de  z[  et  s'annulant  pour  z1 =  o.  En  revenant  aux 
équations  primitives,  nous  aurons  donc  une  intégrale  tangente  à  La 
solution  singulière.  Le  contact  des  deux  solutions  est  évident, 
puisque  les  dérivées  du  premier  ordre  ont  les  mêmes  valeurs  initiales 
pour  l'une  et  pour  l'autre. 

J3.  On  peut  continuer  de  la  même  façon  dans  le  cas  où  les  solu- 
tions singulières  dépendraient  de  m  —  2,  m  —  3,  ...  ou  zéro  con- 
stantes arbitraires.  La  conclusion  est  toujours  la  même  : 

Si  l'on  prend  un  point  arbitraire  sur  une  courbe  intégrale 
singulière,  on  pourra,  en  général,  faire  passer  par  ce  point 
une  seconde  courbe  intégrale  non  singulière  et  tangente  à  la 
première. 

Le  cas  extrême  où  il  y  aurait  une  seule  solution  singulière  ne 
dépendant  pas  (Tune  constante  arbitraire  serait  celui  des  équations 
(en  nous  bornant  à  deux  équations  ) 


du 

..-*-£,(#,  M,  V)  \/v, 

,.+  es(a;,a,p)  \/v, 

les  a,   p,  a',  [à',  ...  étant  des  fonctions  de  x  :  la  seule  solution  singu- 
lière est  ici  donnée  par 


14.  Nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  du  plan,  la  théorie  des  solu- 
tions singulières  se  rattache  à  la  théorie  des  enveloppes.  11  en  est  de 
même  pour  un  espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  Nous 
nous  contenterons  de  considérer  le  cas  de  trois  dimensions.  M.  Cour- 
sât (')a  montré,  comme  il  suit,  comment  la  théorie  des  solutions 
singulières  se  rattachait  à  la  théorie  des  congruences  de  courbes.  Pre- 

(  '  )  E.  Goursat,  Sur  la  théorie  des  solutions    singulières  des  équations  diffé- 
rentielles simultanées  (American  Journal  of  Mathematics,  t.  \I  ). 
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nons  la  famille  de  courbes 

(G)  \  /(**,  y,  z,  a.  6)  =  o, 

/   cp (œ,  y,  z,  a,  b )  =  o, 

dépendant  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  b.  En  considérant  y 
et  c  comme  des  fonctions  de  #,  on  définit  ainsi  un  système  de  fonc- 
tions y  et  z  de  x  satisfaisant  à  deux  équations  différentielles 

/   „  /  dy     dz  \ 

(E)  (       X  ' 

dy     dz 

*'*'  dx'   dx~ 

Rappelons  les  points  fondamentaux  de  la  théorie  des  congruences 

de  courbes.  On  cherche  d'abord  à  déterminer  b  en  fonction   de   a, 

soit 

b  =  l(a), 

de  façon  que  la  famille  de  courbes 

j  f[x,y,  z.  a,  X(a)]  =  o, 
/    <p|>,  y,  z,  a,  X(a)]  =  o 

ait  une  enveloppe.  On  sait  qu'il  faut  et  suffit  pour  cela  que  les  quatre 
équations  (10)  et  (i  i) 


('O 


da        Ob 

àJ-  +  à-2y(a)  =  o 
da        àb 


aient  une  solution  commune  en  x,  y  et  z,  quel  que  soit  a.  L'élimi- 
nation de  x,  y,  z  entre  ces  quatre  équations  conduit  à  une  rela- 
tion 

y[a,  X(a),  X'(a)]  =  o; 

la  fonction  "k(a)  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre.  Chaque  courbe  de  la  congruence  appartient  donc  à 
une  ou  plusieurs  familles  de  courbes  de  cette  même  congruence  qui 
dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  et  ont  une  enveloppe.  Dési- 
gnons, d'une  manière  générale,  par  Y  ces  courbes  enveloppes. 
Celles-ci  seront  nécessairement  situées  sur  la  surface  définie  par  les 
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trois  équations 

f(#,y,  z,  <*,  *)  =  o, 
cp(#,  y,  z,  a,  b)  =  o, 

££  î!î  _  2£  *p  =  o 

(?a  c>6        d&  c'a 

comme  on  le  voit  en  éliminant  "k'(a)  entre  les  équations  (i  i).  Cette 
surface  s'appelle  la  surface  focale  de  la  congruence,  et  toute 
courbe  de  la  congruence  est  tangente  aux  différentes  nappes  de  cette 
surface  focale. 

L'ensemble  des  courbes  F  est  évidemment  donné  par  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre,  puisque  ces  courbes  sont  données 
par  les  équations  (10)  et  (i  i),  et  l'équation  y  =  o.  Or,  considérons 
une  courbe  T  et  un  point  arbitraire  sur  cette  courbe;  par  ce  point, 
passe  une  courbe  de  la  congruence  G  tangente  à  Y.  En  considérant 
donc  y  et  z  comme  fonctions  de  a?,  pour  l'une  et  l'autre  de  ces  deux 
courbes,  on  peut  dire  que  pour  elles 

dy     dz 
'  ^y     '  dx  '   dx 

ont  les  mêmes  valeurs  aux  points  considérés.  Nous  en  concluons  que 
les  courbes  F  satisfont  aux  équations  différentielles  E. 

En  général,  les  courbes  T  n'appartiendront  pas  à  la  congruence  ; 
elles  seront  les  solutions  singulières  du  système  (E). 
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CHAPITRE  IV. 

SUR  CERTAINES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  Équations  de  Briot  et  Bouquet. 

I.   Dans  un  de  leurs  Mémoires  sur  les  équations  différentielles  ({ 
Briot  et  Bouquet  ont  considéré  les  équations  de  la  forme 

du 


/-S)- 


f  étant  un  polynôme,  et   ont  cherché   dans  quels  cas  l'intégrale  de 
cette  équation  est  une  fonction  uniforme  de  z. 

Nous  allons  suivre  une  tout  autre  voie  que  Briot  et  Bouquet  et 
nous  allons  démontrer  a  priori  le  théorème  suivant,  déduit  par 
M.  Hermite  (-)  des  recherches  de  Briot  et  Bouquet  : 

Quand  l'intégrale  de  l' équation  précédente  est  uniforme,  le 
genre  de  la  courbe 

f(u,  u')  =o 
est  nécessairement  égal  à  zéro  ou  à  l'unité. 

J'ai  déjà  indiqué  la  méthode  que  je  vais  suivre,  dans  mon  Mé- 
moire :  Sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépen- 
dantes (3),  en  l'appliquant  aux  équations  différentielles  du  second 
ordre  qui  ne  renferment  pas  explicitement  la  variable  indépendante. 


(')   Briot  et  Bouquet,   Intégrations  des  équations  différentielles  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  t.  XXI  ). 
(2)  Hermite,  Cours  lithographie  de  l'Ecole  Polytechnique,  187.3. 
(;!)  Journal  de  Mathématiques,  1889. 
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Nous  allons  nous  appuyer  sur  les  théorèmes  généraux  relatifs  aux 
courbes  algébriques  démontrés  dans  le  Tome  II  ;  j'ai  seulement  une 
remarque  à  ajouter. 

2.  Nous  avons  étudié  les  transformations  birationnelles  d'une 
courbe  en  une  autre  ou  d'une  courbe  en  elle-même.  Soient  deux 
courbes  algébriques 

/(^,r)  =  o,         F(X,  Y)  =  o. 

On  peut  concevoir  qu'il  existe,  entre  les  points  (x,y)  et  (X,  Y) 
de  ces  deux  courbes  ou  des  surfaces  de  Riemann  correspondantes, 
une  transformation  biuniforme,  c'est-à-dire  telle  qu'à  un  point  ar- 
bitraire (#,  y)  de  la  première  ne  corresponde  qu'un  point  (X,  Y) 
de  la  seconde  et  inversement.  On  suppose  que  cette  transformation 
biuniforme  n'ait  d'autres  singularités  possibles  que  des  points  essen- 
tiels isolés.  Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ces  conditions,  la  trans- 
formation biuniforme  sera  nécessairement  birationnelle. 

Supposons,  en  effet,  que  la  transformation  ait  un  point  singulière- 
ment essentiel  ;  soit  x  =  a, y  =  b  un  tel  point,  qu'on  peut  toujours 
supposer  un  point  ordinaire  de  la  surface  de  Riemann.  Alors  X  et  Y 
seront  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  ce 
point  étant  un  point  singulier  essentiel  pour  ces  fonctions  :  soient 

X  =  «p(ar),  Y  =  ty(x). 

A  une  valeur  arbitraire  de  X  correspond,  dans  le  voisinage  de  x  =  a, 
une  infinité  de  racines  de  l'équation 

x  =  <pO), 

d'après  un  théorème  que  nous  avons  énoncé  (t.  II,  p.  127)  ;  pour  ces 
racines  la  fonction  'l(x)  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre  limité  de  va- 
leurs, celles  qui  correspondent  à  l'équation 

F(X,  Y)  =  o. 

Donc,  à  un  point  arbitraire  (X,  Y7)  de  la  courbe  F  se  trouve  cor- 
respondre une  infinité  de  points  (x,  y)  de  la  première  dans  le  voisi- 
nage de  x  =  a,  y  =  b',  la  substitution  ne  serait  donc  pas  biuniforme, 
et  le  théorème  est  par  suite  démontré. 

Nous  pouvons  remarquer  que  le  théorème  précédent  ne  subsiste  pas 
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pour  deux  surfaces  algébriques.  Entre  les  points  de  deux  surfaces 
on  peut  avoir  une  correspondance  biuniforme  qui  ne  soit  pas  bira- 
tionnelle.  Il  suffit  pour  s'en  assurer  de  prendre  la  correspondance 
entre  deux  plans 

y  -Z 

Y  =  •£,  X  =  xe    *, 

x 

qui  est  biuniforme,  mais  non  birationnelle. 
3.   Reprenons  maintenant  l'équation 

/(«,«')  =  «,     (s  =  "')' 

dont  l'intégrale,  par  hypothèse,  est  une  fonction  uniforme  de  z.  Dé- 
signons par  U  et  []'  ce  que  deviennent  u  et  u'  quand  on  remplace  z 
par  z  -\-  A,  h  étant  une  constante  quelconque. 

Il  est  facile  de  voir  qu'à  une  valeur  (u,  u')  ne  correspond  qu'une 
valeur  de  (U,  U')  et  inversement.  En  effet,  une  intégrale  est  com- 
plètement déterminée  si  l'on  se  donne  sa  valeur  et  celle  de  sa  dérivée 
en  un  point  2,  valeurs  liées  nécessairement  par  la  relation  f=  o  ; 
cette  intégrale  sera  donc  déterminée  au  point  z  H-  h,  et  il  est  mani- 
feste, d'après  la  formule  de  Taylor,  que  U  et  U;  ne  dépendent  que 
de  w,  u'  et  h  et  nullement  de  z.  Nous  pouvons  donc  dire  que  la  courbe 

f(u,  u')  =  o 

admet  une  transformation  biuniforme  en  elle-même,  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire  h.  Les  seuls  couples  (u,  u1)  auxquels  pourraient 
correspondre  plus  d'un  point  (U,  U')  sont  les  valeurs  de  («,  u')  qui 
donnent  les  points  de  ramification  ou  les  points  singuliers  de  f\  ce 
sont  des  points  isolés  qui  pourraient  être  des  singularités  essentielles 
pour  la  transformation  biuniforme  ;  mais  nous  venons  de  voir  au  pa- 
ragraphe précédent  que  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter.  Nous 
arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  :  la  courbe  f  admet  une 
transformation  birationnelle  en  elle-même,  dépendant  d'un  pa- 
ramètre arbitraire  h.  11  en  résulte,  d'après  le  théorème  de 
M.  Schwarz  (t.  II,  p.  480),  que  la  courbe  f  est  du  genre  zéro  ou 
du  genre  un. 

4.   Le  résultat  que  nous  venons   d'établir  a  priori  permet  de  se 
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rendre  compte  bien  facilement  de  la  nature  des  fonctions  uniformes 
de  .3  satisfaisant  à  l'équation  différentielle 


/("• 


du 

dz 


Supposons   d'abord   que  cette  relation  algébrique  soit  de    genre 
zéro.  Nous  pourrons  poser 

u  =  R  (0), 

R  et  R,  étant  rationnelles,  et  de  telle  sorte  que  9  soit  une  fonction 
rationnelle  de  u  et  -r-  (t.  Il,  p.  54;  ),  et,  par  suite,  fonction  uniforme 

CL  Z 

de*. 

En  dérivant  la  valeur  de  u  et  l'égalant  à  la  valeur  donnée    par   la 
seconde  ligne,  nous  sommes  amené  à  l'équation 

£-*<•>. 

o(9)  étant  une  fonction  rationnelle  de  9,  et  nous  avons  à  chercher 
dans  quel  cas  une  telle  équation  peut  donner  pour  9  une  fonction 
uniforme  de  z. 

Il  est  d'abord  évident  que  'f  (9)  devra  être  un  polynôme  ;  ou  sinon 

-r-  deviendrait  infinie  pour  une  certaine  valeur  a  et  l'intégrale   de 

l'équation  devenant,  pour  une  valeur  arbitraire  d'ailleurs  30,  égale 
à  a,  aurait  en  z0  un  point  critique  algébrique  (t.  II,  p.  36^)  et,  par 
suite,  ne  serait  pas  uniforme.  Pour  la  même  raison,  en  changeant  9 

en  7-,  y  on  voit  que  le  degré  du  polynôme  <p(9)  ne  peut  surpasser  deux  ; 

sinon,  dans  l'équation  en  9r,  l'intégrale  devenant  nulle  pour  z0  aurait 
en  ce  point  un  point  critique  algébrique.  On  a  donc 


W"-4 


ce  qui  donne  immédiatement  pour  9,  soit  une  fonction  linéaire  de  ekzj 

k  étant  une  constante,  soit  une  fonction  linéaire  de  z.  Nous  arrivons 

donc  à  la  conclusion  suivante    :   quand  la  courbe  f  est  du  genre 

P.  —  m.  5 
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zéro,  la  fonction  u  supposée  uniforme  ne  peut  être  qu'une  fonction 
rationnelle  de  z  ou  une  fonction  rationnelle  de  ekz. 

o.   Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe 

f(u,  u')  =  o 


est  de  °enre  un.  Soit 


/  R(w,  u')  du 


l'intégrale  de  première  espèce  relative  à  cette  courbe.  Nous  avons  dit 
qu'une  certaine  transformation  birationnelle  contenant  un  paramètre 
arbitraire  h  transforme  en  elle-même  la  courbe  f.  On  a  ainsi  la  trans- 
formation 

U  =  ty  (a,  u',  A), 

U'=  ^i(«,  u',  h  ), 

U  et  U'  étant  ce  que  deviennent  u  et  u'  quand  on  remplace  z  par 
z  -+-  h.  On  aura  nécessairement 

R(w,  u')du=  À.R(U,  U')^U, 

la  transformation  birationnelle  devant  nécessairement  transformer 
une  intégrale  de  première  espèce  en  elle-même  à  un  facteur  près.  A 
priori  A  peut  dépendre  de  h  ;  mais,  comme  nous  l'avons  vu  d'une 
manière  plus  générale  (t.  II,  p.  482),  il  n'en  dépend  pas,  et,  puisque* 
pour  II  =  o,  l'on  a 

U      =      M,  U'    =      ll'y 

A  est  nécessairement  égal  à  un.  Nous  avons  donc 

RO,  u')du=  R(U,  U')dU, 
et,  par  suite, 

R(u,  «)^=R(U,  U') 


dz  'd(z-+      ) 

11  résulte  de  cette  égalité  que  la  fonction  de  z. 

n  .    du 

R(  U,     U    )  —r- 

dz 

ne   change  pas  quand  on  change  z  en  z  -\-  A,  h  étant  une  constante 
arbitraire  ;  il  faut  donc  qu'elle  ne  dépende  pas  de  z  et  nous  avons 

.du 

R(  u.  u  )  -r-  =  a, 
az 
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a  étant  une  constante.  Ainsi 

/  R(  m,  u')du  —  az. 

La  fonction  u  s'obtient  donc  par  l'inversion  d'une  intégrale  de  pre- 
mière espèce  relative  à  une  courbe  de  genre  un.  Elle  est  une  fonc- 
tion doublement  périodique  de  z. 

6.   En  résumé,  nous  avons  étudié  tous  les  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter pour  l'équation  de  Briot  et  Bouquet 


/(«, 


du 
~dz 


Quand  l'intégrale  de  cette  équation  est  uniforme,  cette  fonction 
uniforme  ne  peut  être  qu  une  fonction  doublement  périodique 
de  z,  ou  une  fonction  rationnelle  de  ekz  (A*  étant  une  constante), 
ou  une  fonction  rationnelle  de  z. 


II.  —  Généralisation  des  équations  de  Briot  et  Bouquet. 

7.  Le  problème  de  Briot  et  Bouquet  peut  se  poser  sous  une  autre 
forme  qui  va  nous  conduire  à  une  généralisation  intéressante.  Si  nous 
reprenons  l'équation 

f(  U,   u')  =  o, 


nous  aurons 


/ 


in,  u1) 


du 
u' 


Le  premier  membre  est  une  intégrale  abélienne  relative  à  la  courbe/", 
et  l'on  a  à  considérer  les  cas  où  l'inversion  précédente  donne  pour  u 
et  u'  des  fonctions  uniformes  de  z.  On  peut  donc  d'une  manière  plus 
générale  prendre  une  courbe  algébrique 

f(x,j)  =  o, 

et  se  demander  si  l'on  peut  trouver  une  intégrale  abélienne  conve- 
nable 

I  R(x,  y)  dx, 

J  (■>■»,  y  0) 
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telle  que  V équation 

R(#,  y)  dx  =  u 

UWo> 

donne  /tour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u. 

8.   C'est  la  question  qui  vient  d'être  posée  que  nous  allons  géné- 
raliser. Envisageons,  à  cet  effet,  les  expressions  de  la  forme 


(■)  u=  f 


eJ  dx. 


\(x,y)  étant  une  fonction  rationnelle  des  variables  x  et  y  liées  par 

la  relation 

f(v,y)  =  o, 

et  en  supposant  de  plus  que  la  fonction  u  /t'ait  sur  la  surface  de 
Riemann  que  des  pôles  ou  des  infinis  logarithmiques,  de  telle 
sorte  que  les  singularités  de  u  soient  absolument  de  même  nature  que 
celles  des  intégrales  abéliennes  attachées  à  la  courbe  /'('). 

Nous  allons  chercher  (2)  dans  quels  cas  C inversion  de  l'expres- 
sion (i)  donne,  quelles  que  soient  les  constantes  initiales,  pour  x 
et  y  des  fonctions  uniformes  de  u  et  quelle  sera  la  nature  de  ces 
fonctions  uniformes.  La  conclusion  de  notre  recherche  va  être  que 
la  courbe  f  doit  être  nécessairement  de  genre  zéro  ou  un,  et  les 
fonctions  uniformes  de  u  se  ramènent  aux  fonctions  doublement  pé- 
riodiques ou  à  leurs  dégénérescences. 

Je  tiens  à  rappeler  que  M.  Appell  faisait,  en  même  temps  que  moi, 
une  étude  approfondie  des  expressions  (i)  dans  son  grand  Mémoire 
sur  les  fonctions  à  multiplicateurs  {Acta  mathematica,  t.  XIII)  sans 
toutefois  se  poser  le  problème  qui  nous  occupe  ici. 

9.  Commençons  par  faire  l'étude  des  expressions  u  définies  plus 
liant,  en  la  réduisant  à  ce  qui  sera  indispensable  pour  notre  démon- 
stration. Nous  supposerons,  comme  d'habitude,  que  la  courbe  f  n'a 


(')  Nous  nous  placerons,  au  §  16,  dans  un  cas  un  peu  plus  général. 

(2)  J'ai  fuit  pour  la  première  fois  cette  recherche  dans  le  Chapitre  VI  (§  1,  2,  3, 
5,  6)  de  mon  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables;  je  suis  revenu 
sur  ce  sujet  dans  V American  Journal  of  Mathematics  (Vol.  XVI,  n°  1). 
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que  des  points  doubles  et  a  ses  directions  asymptotiques  distinctes; 
m  désignera  son  degré. 

L'expression  u  peut  avoir  des  pôles  et  des  infinis  logarithmiques. 
Tl  est  évidemment  permis  de  supposer  que  ces  points  ne  se  trouvent 
ni  à  l'infini,  ni  en  un  point  de  ramification  de  la  surface  de  Riemann 
correspondant  à  la  fonction  algébrique  y  de  x,  car  il  est  possible 
d'effectuer  préalablement  une  transformation  birationnelle  conve- 
nable pour  éviter  ces  circonstances. 

Cela  dit,  envisageons  les  infinis  de  \(x,y).  Soit  d'abord  (<?,  b) 
un  infini  qui  ne  soit  pas  un  point  de  ramification.  Le  point  a  sera  un 
pôle  de  \(x,  y),  et  son  résidu  devra  être  un  entier  positif  ou  né- 
gatif, pour  que  le  point  a  soit  un  point  ordinaire,  un  pôle  ou  un 
infini  logarithmique  de  la  fonction  u.  Ce  pôle  ne  pourra  d'ailleurs 
être  qu'un  pôle  simple,  sinon  la  fonction  u  aurait  en  ce  point  une 
singularité  essentielle.  Désignons  par  k  le  nombre  des  points  («,  b) 
et  appelons 

les  résidus  (entiers  positifs  ou  négatifs)  correspondant  à  ces  différents 
points. 

Considérons  maintenant  un  point  de  ramification  (x^  y  A  de  la 
surface  de  Riemann,  rendant  À  infini.  On  a 


y—yy 


H  \Jx  —  #!-+-.. .  (H=^o). 


Donc  ~k(x,  y)  se  développera  suivant  les  puissances  de  (x  —  ■#<)", 
et,  pour  que  le  point  (xt ,  v,  )  de  la  surface  de  Riemann  soit  un  point 
ordinaire  pour  u,  on  doit  avoir  pour  X(#,  y)  le  développement 

Ai  B 

•ri         (x-xxf 

A,  étant  de  la  forme  —  •>  [/.,  étant  un  entier  au  moins  égal  à  —  i 
(t.  Il,  p.  427). 

Il  nous  reste  à  parler  des  points  à  l'infini  qui  sont,  par  hypothèse, 
comme  les  précédents,  des  points  ordinaires  pour  u.  Sur  un  quel- 
conque des  m  feuillets,  nous  devrons  avoir,  pour  x  très  grand,  un 
développement  de  la  forme 
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R  étant   un  entier  au  plus  égal  à  — 2.   Pour  chaque  feuillet,  on 
aura  un  nombre  R. 

\insi  nous  avons  trois  catégories  d'entiers 

a,  ;x,  R. 

Connue  il  est  bien  connu,  on  a  entre  eux  la  relation 
(2)  Sa-+-X[JL  =  XR, 

en  écrivant 

A  (a?,  y)  dx  =  o, 


/ 


l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  fermé  rendant  la  surlace 
simplement  connexe,  contour  classique  dans  la  théorie  des  surfaces 
de  Riemann(t.  II,  p.  429)- 

10.  Les  expressions  u,  que  nous  étudions,  se  partagent  naturel- 
lement en  fonctions  de  première  espèce,  de  seconde  espèce  et  de  troi- 
sième espèce.  Les  fonctions  de  première  espèce  restent  toujours 
finies,  celles  de  seconde  espèce  n'ont  sur  la  surface  de  Riemann 
d'autres  infinis  que  des  pôles,  enfin  il  y  a  des  infinis  logarithmiques 
pour  les  fonctions  de  troisième  espèce. 

On  voit  immédiatement  à  quelles  conditions  l'expression  (1)  sera 
une  fonction  de  première  espèce.  Tous  les  entiers  a  doivent  être 
positifs,  afin  que  le  point  a,  b)  ne  soit  pas  un  pôle  ou  un  infini 
logarithmique. 

11.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  démonstration  du  théo- 
rème énoncé.  On  va  donc  supposer  que  l'inversion  de  l'expression  (1) 
donne  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  de  w,  et  Von  veut  dé- 
montrer que  la  courbe  sera  du  genre  zéro  ou  du  genre  un. 

12.  Ecrivons  de  nouveau  la  relation 


/ 


eJ  dx  =  a. 


Supposons  d'abord  que  le  premier  membre  soit  une  fonction 
de  première   espèce.    11    est   immédiat  qu'il  ne   peut  y  avoir  pour 
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~k(x,y)  de  pôles  («,  b),  car  le  développement  de  u  suivant  les  puis- 
sances croissantes  (r  —  a)  est  de  la  forme 

u  =  m0  H-  G  (a?  —  a  )a+1-t-. . ., 

et  l'inversion  ne  peut  conduire  aune  fonction  uniforme  que  si  a  =  o. 
Tous  les  nombres  a  so«£  «fa/?c  /iu/f,  et  l'on  a  alors,  d'après  la  rela- 
tion (2), 

(3)  Sn  =  SR. 

Passons  maintenant  aux  points  (j?,,  ^  ).  Comme  r — y<  et  x  —  xK 
doivent  être  des  fonctions  uniformes  de  w,  il  en  sera  de  même  de 
\J x  —  x't,  et  il  en  résulte  de  suite  que  tous  les  |a  doivent  être  égaux 
à  —  1.  Ainsi  le  nombre  [jl  correspondant  à  chacun  des  points  de 
ramification  doit  être  égal  à  —  i . 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  les  points  à  l'infini.  On  voit 
encore  immédiatement  que  tous  les  R  doivent  avoir  la  valeur  —  2. 

Ainsi  nous  avons 

2p.  —  —  [  m  (  m  —  r  )  —  2  d  \ , 

en  désignant  par  d  le  nombre  des  points  doubles  de/,  et  de  plus 

SR  =—  'im. 

La  relation  (3)  donne  donc 

,       m  (  m  —  3  ) 
d  =  • 

La  courbe  sera  par  suite  du  génie  un,  comme  nous  voulions 
l'établir. 

Allons  plus  loin,  en  cherchant  quelle  sera  la  forme  de  l'expres- 
sion u.  Soient  "k(x,  y)  et  À,  (x,  y)  deux  fonctions  rationnelles,  con- 
duisant à  une  expression  u,  qui  satisfassent  aux  conditions  que  nous 
venons  de  trouver.  La  différence 


I  [\(x,y)  —  ll(x,y)\dx 


sera  une  intégrale  abélienne  n'ayant  pas  d'infinis;  elle  se  réduira 
donc  à  une  intégrale  de  première  espèce.  Ainsi,  quand  on  aura  une 
fonction  \(x,  y)  satisfaisant  aux  conditions  requises,  on  les  obtiendra 
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toutes  bien  facilement.  Or,  appelons  v  l'intégrale  de  première  espèce 
de  la  courbe /de  genre  un  ;  l'intégrale  v  est  une  expression  m,  car  on 
peut  poser 


r  dv      ,  /•      /  I-«te    , 

v  =    /    -7—  aa?  =    !  eJ  v       dx 


doc  dx% 


Une  forme  particulière  de  X(.t,jk)  sera  donc  —  et  sa  forme  générale 
sera,  par  suite, 

l(x.y)  =  —  -+-  av', 

a  étant  une  constante,  et  l'on  a,  comme  forme  générale  de  u, 

Il  en  résulte  que  u  se  réduit,  soit  à  l'intégrale  de  première  espèce 
(pour  a  =  o),  soit  à 

abstraction  faite  d'un  facteur  constant  sans  intérêt.  Les  fonctions 
inverses  sont  donc,  soit  des  fonctions  doublement  périodiques  de  u, 
soit  des  fonctions  doublement  périodiques  de  ta  combinaison  li- 
néaire 

A  logw  -h  B, 

A  et  B  étant  des  constantes . 

13.  Nous  avons  supposé  que  u  était  de  première  espèce.  Suppo- 
sons-la maintenant  de  seconde  espèce.  Nous  allons  montrer  d'abord 
qu'elle  ne  peut  avoir  qu'un  seul  pôle.  Supposons,  en  effet,  que  u  ait 
sur  la  surface  de  Riemann  deux  pôles  A  et  A'.  Quand  (#,  y)  s'ap- 
proche de  A,  u  augmente  indéfiniment  et  inversement;  aux  valeurs 
de  u,  d'un  module  suffisamment  grand,  correspond  uniformément 
un  certain  domaine  autour  de  A.  Allons  de  A  en  A'  par  un  chemin 
déterminé,  d'ailleurs  quelconque;  u  augmentera  indéfiniment  quand 
(#,  y)  se  rapprochera  de  A',  et  aux  valeurs  de  u  d'un  module  suffisam- 
ment grand  correspondra  uniformément  un  certain  domaine  autour 
de  Af .  A  une  même  valeur  de  u  suffisamment  grande  correspondront 
ainsi  deux  valeurs  de  (#,  y),  l'une  dans  le  voisinage  de  A,  l'autre 
dans  le  voisinage  de  A',  et  il  est  clair  qu'on  pourra  passer  de  l'une  à 
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l'autre  en  faisant  décrire  à  u  un  chemin  convenable  dans  son  plan, 
chemin  qui  correspondra  au  déplacement  de  (a?,  y)  depuis  la  pre- 
mière valeur  jusqu'à  la  seconde  sans  s'éloigner  du  chemin  déterminé 
tracé  plus  haut  entre  A  et  A'.  L'inversion  ne  donnera  donc  pas, 
pour  x  et  y,  des  fonctions  uniformes  de  u  si  l'expression  (i)  a  plus 
d'un  pôle. 

Le  pôle  unique  est  nécessairement  compris  parmi  les  points  (<7,  &), 
et  l'inversion  ne  peut  être  uniforme  que  si  la  valeur  de  a  correspon- 
dante est  égale  à  —  2.  L'inversion  uniforme  exige  aussi  qu'il  n'y  ait 
pas  d'autres  points  (a,  6),  pour  la  raison  donnée  au  paragraphe  pré- 
cédent. Pareillement,  tous  les  nombres  a  sont  égaux  à  —  1  et  les 
nombres  R  à  —  2.  La  relation  (2)  nous  donne  alors 


d'où  l'on  conclut 


d  = 


m  (m  —  1  )  —  2  d  ]  =  —  2  m, 
(m  —  1  ) ( m  —  2  ) 


c'est-à-dire  que  la  courbe  est  unicursale  ( 1  ). 

Puisqu'il  n'y  a  pas  de  cycles,  la  fonction  de  ?/,  qui  est  de  seconde 
espèce,  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y  et,  par  suite,  du  para- 
mètre Q  en  fonction  rationnelle  duquel  on  peut  exprimer  x  et  y.  11 
est  donc  évident  que  x  et  y  seront  des  fonctions  rationnelles  de  u. 

14.  Supposons  enfin  que  u  soit  une  fonction  de  troisième  espèce. 
Tout  d'abord,  dans  le  voisinage  d'un  point  <2,  la  partie  de  //  devenant 
infinie  ne  peut  avoir  une  partie  polaire  et  une  partie  logarithmique, 
car  l'inversion  ne  pourrait,  dans  ce  cas,  être  uniforme. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  une  partie  polaire  et  une  partie 


(*)  On  pourrait  arriver  à  ce  résultat,  d'une  manière  plus  rapide,  sans  commencer 
par  établir  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  pôle.  Supposons,  en  effet,  qu'il  y  ait  >v  pôles;  on 
aurait 

—  2  X  —  [m  (m  —  1  )  —  2  d  ]  =  —  2  m, 
c'est-à-dire 

d=m(m-3)  +x 
2 

X,  s'il  n'est  pas  nul,  ne  peut  donc  être  égal  qu'à  l'unité,  puisque  d  ne  peut  surpasser 
ni  (m  —  3  ) 
2 
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logarithmique.  On  aurait 

A  <p(  x)  -+-  A  log(a?  —  «)+...  =  u, 

A- 
la    partie   cp(#)   étant  une  somme  de   termes  de  la  forme        _'a  )a,-' 

Celte  équation  peut  s'écrire 

Le  premier  membre  aura  en  a  un  point  singulier  essentiel  isolé. 

Donc,  pour  une  valeur  arbitraire  de  <?A,  nous  aurons  une  infinité  de 
racines  de  cette  équation  dans  le  voisinage  de  a  (t.  II,  p.  127). 
Donc,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  autour  de  a,  l'expression 

A  cp  (x)  ■+-  A  log (x  —  a)  -+- . . . 

a  la  même  valeur,  à  des  multiples  près  de  ziziA..  On  peut  faire  dispa- 
raître ce  multiple  de  2-rzi k  en  faisant  tourner  x  autour  de  a,  et  nous 
pouvons,  par  conséquent,  dire  qu'à  une  valeur  de  u  correspond  un 
nombre  infini  de  valeurs  de  x.  Dans  l'hypothèse  faite,  l'inversion  ne 
se  ferait  donc  pas  d'une  manière  uniforme. 

Donc,  dans  le  voisinage  d'un  point  (a,  b),  nous  aurons 

(4)  AlogO  —  a)-h...=  K, 

la  partie  non  écrite  étant  holomorphe  en  x  —  a. 
Posons 

u  =  u' -+-  i u",         x  —  a  =  p  (  cos  6  h-  i  sin  0).         A  =  a  h-  j  fi  ; 
on  aura 

u'  =  a.  îogp  —  pe  -+-  — 

u"  =  $  logp  -+-  aÔ  -+-..... 

les  parties  non  écrites  tendant  vers  des  valeurs  finies  déterminées 
quand  x  tend  vers  a.  On  tire  des  deu*  égalités  précédentes 

aa'+  pM'  =  (a»H-  (32)logp  -h.... 
Donc  quand  x  est  suffisamment  voisin  de  a,  on  a 

a  u!  H-  3a"<o. 
Reprenons  alors  l'équation 

A  \og(x  —  a)  -h.  ..=  w, 
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que  nous  écrirons 

{x  —  a)e¥x)  =  e1, 

ty(x)    étant    holomorphe   dans   le    voisinage    de   a.    La   partie    réelle 

7 
\ 

au'  -+-  p  u" 


de  —  est 


Par  suite,  en  désignant  par  y  une  quantité  positive  suffisamment 
grande,  on  voit  qu'il  y  a,  par  la  relation  précédente,  une  correspon- 
dance uniforme  entre  un  cercle  d'un  rayon  suffisamment  petit  décrit 
autour  de  a  et  le  demi-plan  défini  dans  le  plan  de  u  par  l'inégalité 

(5)  a«'+  $u"-+-  y  <  o. 

Ceci  posé,  on  voit  d'abord,  en  raisonnant  comme  au  paragraphe 
précédent,  que  u  ne  peut  avoir  à  la  fois  un  pôle  et  un  infini  loga- 
rithmique, car  au  voisinage  de  ce  dernier  correspond  un  certain 
demi-plan,  tandis  qu'au  voisinage  du  pôle  correspond  tout  le  domaine 
du  plan  u  où  le  module  est  suffisamment  grand  ;  ces  deux  régions  ont 
une  partie  commune  et,  par  suite,  à  une  même  valeur  de  u  corres- 
pondraient deux  valeurs  de  (sp,  y). 

Nous  devons  donc  seulement  examiner  le  cas  où  u  aurait  un  ou 
plusieurs  infinis  logarithmiques;  ces  infinis  seront  des  points  (<?,  b) 
et  la  valeur  correspondante  de  a  sera  égale  à  — 1.  D'ailleurs  il  n'y 
aura  pas  d'autres  points  («,  b),  car,  si  un  point  (  <?,  b)  était  un  point 
ordinaire  pour  u\  l'inversion  ne  se  ferait  pas  d'une  manière  uniforme 
(déjà  dit  plus  haut).  On  voit  d'abord  qu'il  ne  peut  y  avoir  un  seul 
point  logarithmique  :  on  devrait  avoir  en  elï'et,  d'après  la  relation  (2), 

—  1  —  [  m  (  ni  —  1  )  —  2  d  ]  =  —  '2  m , 

égalité  impossible,    puisqu'elle   donne  pour  d  un   nombre   qui  n'est 
pas  entier. 

Peut-il  y  avoir  pour  u  deux  infinis  logarithmiques?  En  désignant 
par  des  lettres  accentuées  les  constantes  se  rapportant  au  second 
infini,  on  fera  correspondre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  au  voisi- 
nage de  ce  second  point  un  certain  demi-plan 

(6)  a' u' -\-  P' u" -t  y'<  o. 
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Pour  que  l'inversion  se  fasse  d'une  manière  uniforme,  les  demi- 
plans  (5)  et  (6)  ne  doivent  pas  avoir  de  partie  commune.  Cette  cir- 
constance se  présentera  si  l'on  a 

a         p 

c'est-à-dire  si  les  deux  droites  limitant  les  demi-plans  sont  parallèles, 
et  si  de  plus  a  et  (3  sont  respectivement  de  signes  contraires  à  a;  et  {$', 
les  constantes  positives  y  et  y'  étant  d'ailleurs  suffisamment  grandes 
Rien  ne  s'oppose  donc  à  ce  qu'il  y  ait  deux  infinis  logarithmiques, 
mais  notre  raisonnement  va  nous  montrer  quV/  ne  peut  y  en  cwoiï 
trois.  En  effet,  le  demi-plan  correspondant  à  ce  troisième  point 
aurait  nécessairement  une  partie  commune  avec  l'un  ou  l'autre  des 
demi-plans  précédents,  et,  par  suite,  l'inversion  ne  se  ferait  pas  d'une 
manière  uniforme.  Pour  abréger,  nous  ne  montrons  pas,  comme  plus 
haut,  que  les  diverses  valeurs  de  (x,  y)  se  permuteraient  bien  entre 
elles,  car  il  n'y  a  rien  à  changer  à  cette  partie  du  raisonnement 
11  y  a  donc  deux  a  égaux  à  —  1 ,  et  nous  avons  donc 

—  1  —  1  —  [  m{  m  —  1  )  —  '>.  d  ]  =  —  2  m, 

d'où  l'on  conclut  encore  que  la  courbe  est  unicursale  ('). 

Si  l'on  exprime  x  et  y  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  9, 
l'expression  (1)  sera  alors  ici  une  fonction  de  8,  holomorphe  dans  le 
voisinage  de  tout  point  du  plan,  sauf  de  deux  points  60  et  Bt  qui  sont 
des  infinis  logarithmiques  ;  on  aura  donc 

Alog 


6  —  0, 
et,  par  suite,  x  et  y  seront  des  fonctions  rationnelles  de  eau,  a  étant 


(l)  On  pourrait  encore  ici   se  dispenser  de  prouver  a  priori   que   le   nombre  des 
nfinis  logarithmiques  est  deux.  En  le  désignant  par  X,  on  ;mra 

—  X  —  [m  (m  —  1  )  —  2  d  ]  =  —  2  m 
ou 

m  { m  —  3  )        ~k 
d- h 

2  2 

Si  donc  \  n'est  pas  nul,  on  a 

Cette  démonstration  est  beaucoup  plus  rapide  que  celle  du  texte. 
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une  constante.  La  démonstration  est  achevée.  La  courbe  f  est  du 
genre  zéro  ou  du  genre  un,  et  nous  avons  indiqué  les  formes  très 
simples  des  fonctions  x  et  y  de  u  (  '  ). 

15.    Gomme  nous  l'avons  remarqué   au   début,   l'étude   du  cas  où 
l'inversion  d'une  intégrale  abélienne 


(•'■..>) 
7) 


R(x,y)dx  =  u         [/(>,  jk)  =  o 


donne  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u  est  un  cas  parti- 
ulier  de  la  proposition  que  nous  venons  d'établir.  Mais  ici  la  démon- 
stration est  encore  plus  simple,  et  l'on  arrive  ainsi  de  la  manière  la 
:>lus  rapide  et  la  plus  rigoureuse  aux  résultats  obtenus  par  Briot  et 
Bouquet  dans  leur  Mémoire  classique  sur  les  équations  de  la  forme 

*.(      clx 

\.ussi  ne  sera-t-il  pas  inutile  de  reprendre  dans  ce  cas  particulier  la 
lémonstration. 

Si  l'intégrale  (7)  est  de  première  espèce,  la  courbe  f  est  nécessai- 
rement de  genre  un,  si  x  et  y  sont  fonctions  uniformes  de  u.  C'est  le 
as  le  plus  facile,  où  la  démonstration  ne  présente  aucune  difficulté, 
puisqu'on  a  alors 

Q(«,r) 


R(^,r) 


fy 


^)(#,  y)  désignant  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m — 3.  En  dehors 
les  points  doubles,  il  y  aurait  des  points  de  rencontre  de  Q  =  o 
tvec  f  si  le  genre  de  f  dépassait  l'unité,  et,  par  suite,  x  cesserait 
l'être  fonction  uniforme  de  u.  Le  genre  de  f  est  donc  égal  à  un. 
^es  deux  fonctions  x  et  y  sont  doublement  périodiques. 
Si  l'intégrale  (7)  est  de  seconde  espèce,  on  peut  supposer  (§  1)  que 


(')  Le  résultat  général  que  nous  venons  d'obtenir  est  en  définitive  un  résultat 
gatif.  En  considérant  les  expressions  (1),  mon  but  avait  été  d'obtenir  des  trans- 
endantes  uniformes  ne  changeant  pas  quand  on  y  remplace  la  variable  u  par  cer- 
aines  expressions  de  la  forme  au  -\-  b  (  les  a  et  b  étant  des  constantes,  et  les  expres- 
ons  formant  nécessairement  un  groupe).  On  voit  en  effet  immédiatement  que  u  se 
hange  en  au  -+-  b  quand  (x,  y)  décrit  un  cycle  sur  la  surface  de  Riemann.  On  vient 
e  voir  que  les  fonctions  cherchées  se  ramènent  à  des  fonctions  connues. 
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ses  pôles  sont  à  distance  finie  et  sont  distincts  des  points  de  ramifi- 
cation. Raisonnant  alors  comme  au  §  o,  nous  montrons  que  u  ne  peut 
avoir  qu'^n  seul  pôle.  Ce  pôle  simple  de  u  sera  pour  V^{x,y)  un 
pôle  double.  A  l'infini,  sur  chacun  des  feuillets,  on  doit  avoir  un 
déxeloppement  de  la  forme 

h        h' 

&(x,y)=  ^  +  ~r -+-•••       (,l  ^°)- 

Ensuite  R(.r,  y)  deviendra  infinie  aux  points  de  ramification  et  en 
ces  points  seulement,  de  telle  sorte  que,  pour  un  point  de  ramifi- 
cation (x,  y),  on  aura 

k 

&(x,y)  =  —==  -f-A-'-h...  (k^o). 

\/  X  —  X\ 

Dans  toute  autre  hypothèse,  en  etïet,  x  et  y  ne  pourraient  être 
fonctions  uniformes  de  u.  Enfin  K(x,y)  ne  s'annulera  que  pour  les 
points  à  l'infini. 

Ceci  posé,  considérons  l'intégrale 


(8)  fd\ogR, 


étendue  à  un  contour  rendant  la  surface  simplement  connexe.  Cette 
intégrale  est  nulle,  et,  comme  on  connaît  les  racines  et  les  pôles 
de  R,  elle  se  calcule  immédiatement,  ce  qui  donne 

—  2  —  [m  (m  —  i  )  —  -id]  =  —  im. 

C'est  la  relation  du  §  o;  on  en  conclut  que  la  courbe  est  unicursale. 
Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  u  serait  de  troisième 
espèce.  Le  raisonnement  du  §6  montre  que  u  a  deux  infinis  logarith- 
miques; pour  les  points  à  l'infini  et  pour  les  points  de  ramification, 
la  forme  de  R(x,y)  est  la  même  que  ci-dessus.  En  prenant  encore 
l'intégrale  (8)  le  long  du  même  contour,  on  a 

—  i  —  i  —  [  m  (  m  —  i  )  —  id\  =  —  2  m, 

d'où  se  tire  encore  la  même  conclusion. 

Quant  à  la  forme  des  valeurs  de  x  et  y,  elle  s'obtient  non  moins  faci- 
lement. Dans  le  cas  où  u  est  de  seconde  espèce,  x  et  y  sont  fonctions 
rationnelles  de  u,  et,  dans  le  cas  où  u  est  de  troisième  espèce,  x  et  y 
sont  fonctions  rationnelles  de  eau. 
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16.   Nous  allons   compléter,    pour   terminer,   le    théorème  général 
démontré  plus  haut.  Nous  avons  supposé  que  l'expression  considérée 

,y). 


u  =    !  eJ  dx 


n'avait  sur  la  surface  de  Riemann  que  des  pôles  ou  des  infinis  loga- 
rithmiques, de  telle  sorte  que  les  singularités  de  u  étaient  absolument 
de  même  nature  que  celles  des  intégrales  abéliennes  attachées  à  la 
courbe  f.  Si  l'on  prend  a  priori  une  expression  de  cette  forme,  en 
supposant  seulement  qu'elle  n'ait  pas  de  singularités  essentielles,  on 
pourra  avoir  certains  points  (a,  b)  pour  lesquels  le  résidu  correspon- 
dant a  [voir  §  1)  n'est  pas  un  entier.  La  fonction  u  n'est  pas  alors 
uniforme  dans  le  voisinage  de  (a,  b)  et  la  singularité  n'est  pas  de 
nature  logarithmique.  Dans  quels  cas  l'inversion  pourra-t-elle  con- 
duire pour  x  et  y  à  des  fonctions  uniformes?  Il  faut  évidemment  que 

i 
a -h  i  =  T, 
h 

h  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

Si  nous  voulons  faire  la  discussion,  nous  distinguerons  le  cas  où  la 
fonction  u  reste  toujours  finie  et  celui  où  elle  devient  infinie. 

Dans  le  premier  cas,  les  nombres  h  seront  positifs  et  finis  (A  =  i 
étant  évidemment  exclu).  Toutes  les  autres  conditions  restant  les 
mêmes,  nous  obtiendrons,  en  écrivant  l'égalité 

la  relation  suivante: 

2_,\  —  l  "+"  7  )  —[m(  m  —  \)  —  i  d]  =  —  i  m. 
Ceci  nous  conduit  à 

0                             7                       m (m  —  3  )  .  ,  , 

n   voit  que   a  surpasse et,  par  suite,  la  courbe  sera 

unicursale.  11  faudra  de  plus  que  Ton  ait 

2(-i)~ 
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Désignons  par  )>,  le  nombre  des  termes  de  la  somme;  on  aura 

.11  i 

les  h  étant  des  entiers  supérieurs  à  w/?.  On  a  manifestement 

i  i  i    ^  A 

r  +  r+...+  rS-.; 

/«!  /l2  A  À         2 

donc  X  —  2  =  7'  c'est-à-dire  A 54- 

On  doit  par  suite  avoir  soit  X  =  3,  soit  A  =  4- 
Pour  X  =•  3,  on  a  la  relation 

i  i  i 

-, — h  - — h  —  =  i. 

A,  A  2  /i3 

Pour  X  =  4,  on  a 

i  i  i  i 

Al  /«2  ^?3  /*4 


Les  solutions  de  ces  équations  en  entiers  positifs  sont  en  nombre 
très  limité;  il  est  sans  intérêt  de  les  transcrire,  car  nous  verrons  dans 
un  moment  que  leur  discussion  a  été  faite  sous  une  autre  forme  par 
Briot  et  Bouquet. 

Passons  au  cas  où  u  deviendrait  infini.  Nous  avons  toujours 

h  est  un  entier  qui  peut  être  négatif.  Le  cas  de  h  =  ce  correspond 
à  l'infini  logarithmique,  le  cas  de  h  =  —  î  au  pôle,  de  telle  sorte  que 
tous  les  cas  sont  compris  dans  la  formule  précédente.  Nous  aurons 
encore 


m  (m  —  3  )        i  -^  /  i 

"  h 


11 


La  courbe  sera  donc  encore  anicursale. 

Quant  à  la  nature  de  x  et  y,  nous  l'obtiendrons  de  suite,  en  remar- 
quant que,  la  courbe  étant  unicursale,  on  a,  pour  u, 


r   /R(0)d9 

/  eJ  R,(0)rf6 


SUR    CERTAINES    CLASSES    D'ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  8l 

R  et  R4  étant  rationnelles  en  Q.  Gomme  il  n'y  a  pas  de  singularités 
essentielles,  nous  aurons  nécessairement 

u  =  j(  G  —  6,  )«i  (  0  —  02  )«»...(  6  —  6x )«*  <tf6, 

et  nous  avons  donc  à  chercher  les  cas  où  cette  relation  donne  pour  G 
une  fonction  uniforme  de  w,  problème  traité  par  Briot  et  Bouquet 
dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  et  auquel  nous  renverrons.  On  en 
déduit  encore  que  x  et  y  seront  des  fonctions  doublement  pério- 
diques, des  fonctions  rationnelles  de  u  ou  des  fonctions  ration- 
nelles de  eau. 


Des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre 
à  points  critiques  fixes. 

17.    Considérons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

(8)  f(x,y,4£)=o, 

f  étant  un  polynôme  irréductible  en  y  et  -£->  les  coefficients  étant 

des  fonctions  quelconques  de  la  variable  x.  INous  savons  (Chap.  II, 
Section  IV)  que  les  pôles  et  les  points  critiques  algébriques  sont  les 
seules  singularités  mobiles,  c'est-à-dire  variables  d'une  intégrale 
à  l'autre.  Laissons  de  côté  les  pôles  et  proposons-nous  l'étude  des  cas 
où  les  points  critiques  algébriques  sont  fixes,  c'est-à-dire  indé- 
pendants de  la  constante  d'intégration. 

C'est  M.  Fuchs  ('  )  qui  a  le  premier  appelé  l'attention  sur  les  équa- 
tions algébriques  du  premier  ordre  à  points  critiques  fixes,  et  il  a 
donné  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équation 
jouisse  de  cette  propriété;  il  a  aussi  fait  l'étude  de  deux  cas  particu- 
liers très  intéressants.  M.  Poincaré  a  repris  ensuite  la  question  (2),  et 
la  conclusion  bien  inattendue  de  ses  recherches  est  que  cette  classe 
d'équations  est  fort  limitée,  je  veux  dire  que  les  équations  jouissant 

( l  )  Fuchs,  Ueber  Differentialgleichungen  deren  Intégrale  /este  Verzweigungs- 
punkte  besitzen  (  Sitzungsberichte  der  Akademie  zu  Berlin,  juin  1884). 

(-)  H.  Poincaré,  Sur  un  théorème  de  M.  Fuchs  (Acla  mathematica,  t.  VII). 

P.  -  111.  .  6 
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de  la  propriété  indiquée  se  ramènent  à  des  équations  déjà  étudiées  ou 
peuvent  être  intégrées  par  des  calculs  purement  algébriques. 

Déjà,  dans  le  Tome  II  de  cet  Ouvrage  (p.  3y.^),  nous  avons  examiné 
un  cas  particulier  du  problème  précédent,  celui  où  l'équation  (8)  est 

du  premier  degré  en  -—•  Les  théorèmes  généraux  démontrés  sur  les 

courbes   algébriques    nous    permettent   maintenant  d'aborder  le   cas 


18.  Considérons  un  point  .r0  et  un  point  x  distinct  des  points  sin- 
guliers, qui,  par  hypothèse,  sont  fixes;  joignons-les  par  un  arc  de 
courbe  déterminé  ne  passant  pas  par  les  points  critiques.  Désignons 
par  j'o  et  y'0  les  valeurs  initiales  de  y  et  )  '  pour  x  =  x0  :  on  a,  bien 
entendu,  la  relation 

/<>o,  Jo,JKo)  =  °- 

Quand  la  variable  suit  le  chemin  tracé  de  x0  à  x,  l'intégrale  se 
trouve  déterminée  de  proche  en  proche,  et,  quand  on  arrive  en  x, 
on  a  pour  l'intégrale  et  sa  dérivée  les  \aleurs  y  et  y'.  On  peut  donc 
considérer  y  et  y'  comme  des  fonctions  de  y0  et  y'0,  et  si,  écrivant 
les  deux  relations  algébriques 

(9)  /<>o,  JKoi/o  )  =  °i 

(io)  flv,y,y')  =  o, 

nous  les  considérons  comme  des  relations  algébriques,  respective- 
ment entre  y0  et  y'Q  pour  la  première  et  entre  y  et  y'  pour  la  seconde, 
nous  voyons  qu'à  un  point  arbitraire  (r0,  y'Q)  de  la  première  courbe 
ne  correspond  qu'un  point  (y,  y')  de  la  seconde,  et  inversement, 
puisqu'on  peut  faire  en  sens  inverse  le  raisonnement  précédent.  Il  y  a 
donc  une  correspondance  biuniforme  entre  les  points  des  courbes  (g) 
et  (io).  Pour  certains  couples  de  valeurs  (ya-!y\))1  une  intégrale  de 
l'équation  différentielle  peut  n'être  pas  complètement  déterminée  par 
les  valeurs  initiales  (yo->y'0)i  mais  ces  couples  de  valeurs  sont  néces 
sairement  en  nombre  limité,  puisqu'ils  correspondent  aux  valeurs 
de  )'0  pour  lesquelles  l'équation  (9),  regardée  comme  une  équation 
enj'u,  a  des  racines  multiples.  Donc,  d'après  une  remarque  générale 
faite  précédemment,  la  transformation  étant  biuniforme  entre 
les  courbes  (9)  et  (\o)  est  nécessairement  birationnelle.  On  a  ainsi 
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les  relations 

i  y  =  K  (ro,  y0*Xi&o), 

f  y'=  Ri(ro,  y01x,x0), 


(») 


R  et  R,    étant  rationnelles  en  y0  et  j/0  et  cette  transformation  est 
réversible. 

19.  Il  peut  sembler  au  premier  abord  que  nous  ne  nous  sommes 
pas  servi,  dans  le  paragraphe  précédent,  de  l'hypothèse  que  les  points 
critiques  sont  fixes,  et  qu'alors  les  conclusions  précédentes  peuvent 
s'appliquer  à  toute  équation  algébrique  du  premier  ordre.  Si  les 
points  critiques  de  l'équation  étaient  mobiles,  nous  ne  pourrions  pas 
regarder  y  et  y'  comme  fonctions  de  {yot  y'Q)\  en  effet,  en  faisant 
varier  (y0ly'0)-,  il  arriverait  un  moment  où  les  points  critiques 
variables  avec  les  valeurs  initiales  (yQl  y'0)  se  trouveraient  sur  l'arc 
tracé  au  début  de  x0  à  x,  et,  à  ce  moment,  y  et  y  cesseraient  d'être 
des  fonctions  bien  définies  de  (y0,  y'Q). 

20.  Du  théorème  démontré  au  paragraphe  18  se  tirent  d'impor- 
tantes conséquences.  Les  courbes  (9)  et  (10)  se  correspondant  point 
par  point  sont  du  même  genre.  Désignons  ce  genre  par  p  ;  sa  valeur 
joue  un  rôle  essentiel  dans  la  discussion  qui  va  suivre. 

Soit  d'abord  p  >  1 .  IL  ne  peut  y  avoir  alors  qnun  nombre  limité 
de  transformations  birationnelles  transformant  les  deux  courbes  l'une 
dans  l'autre,  car,  dans  le  cas  contraire,  il  j  aurait  nécessairement  une 
infinité  de  transformations  birationnelles  transformant  chacune  de  ces 
courbes  en  elle-même,  et  ceci  est  impossible,  puisque  le  genre  est 
supérieur  à  l'unité  (t.  II,  p.  483). 

On  pourra,  par  des  calculs  purement  algébriques,  déterminer  toute 
transformation  birationnelle  transformant  les  courbes  (9)  et  (10)  l'une 
dans  l'autre.  Considérons,  en  effet,  les  p  intégrales  distinctes  de  pre- 
mière espèce 

j  h(œ,y,y')dy,       j  \%(x,  y,  y')  dy,      ...,        /  \p(x,  y,  y'  )  dy, 

relatives  à  la  courbe  (10);  x  figure  comme  simple  paramètre  dans 
les  X.  On  aura 

^i(v>y,y)  dy  =  AiXtOo,  yQ,  y'o)  dy0-+-..:-+-  Ap\p(x0,  .To,  /i  )  rf/o, 
^O,  y,  y')  dy  =  B^Oo,  jko,  y'o)dy0^-...~  Bp\p(.tQ:  yQ<  y'0)  dy0, 
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Jes  A  et  les  B  dépendant  seulement  du  paramètre  x.  On  aura  donc, 
en  divisant, 

^îO-r^r')  _  AtXi  (.ro^yo,^  )  -h.  .  .+  A;,X,,(.r0,  y0,  y0  ) 

Telle  est  la  forme  nécessaire  de  la  correspondance  entre  les  deux 
points  (y,  y')  et  (y0l  y[).  On  aura  à  rechercher  si  l'on  peut  déter- 
miner les  A  et  B  de  manière  que  cette  correspondance  soit  Irration- 
nelle; ceci  entraînera  un  certain  nombre  de  relations  entre  les  A, 
les  B  et  x,  relations  qui,  en  général,  seront  trop  nombreuses  pour 
être  compatibles,  mais  qui,  dans  tous  les  cas,  ne  pourront  déterminer 
qu'un  nombre  fini  de  systèmes  des  A  et  B  en  fonction  de  x. 

En  définitive,  les  relations  (n),  quand  elles  existent,  se  déter- 
minent par  des  calculs  algébriques  (pour  />>i);  on  aura  de  plus 
encore  à  vérifier  si  y  est  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x.  Quand 
toutes  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  une  équation  à  points  cri- 
tiques fixes  dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par  la  première  des 
équations  (n).  On  voit  que  cette  intégrale  se  détermine  algébrique- 
ment. L'intégrale  générale  est  une  fonction  algébrique  des  coeffi- 
cients de  y  et  y'  dans  Inéquation  différentielle  proposée.  En  par- 
ticulier, si  x  entre  algébriquement  dans  y,  l'intégrale  sera  une  fonction 
algébrique  de  x. 

21.  Nous  venons  d'examiner  le  cas  où  p  est  supérieur  à  l'unité. 
Soit  maintenant  p  =  o  ;  on  peut  alors  exprimer  y  el  y'  rationnelle- 
ment en  fonction  d'un  paramètre  G  ;  on  a  ainsi 

y  =  R  (6,.r), 
^'  =  11,(6,*), 

R  et  R,  étant  rationnelles  en  G,  et  inversement  G  est  une  fonction 
rationnelle  de  y  et  y'.  La  fonction  G  de  x  dépend  d'une  constante 
arbitraire  connue  y,  et,  comme  cette  dernière  fonction,  ses  points 
critiques  seront  fixes.  En  écrivant  que  y'  est  la  dérivée  de  r,  nous 
aurons  une  équation 

y  étant  rationnelle   en   G;  nous   sommes  donc  ramené    au   problème 
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proposé,  mais  dans  le  cas  où  la  dérivée  entre  au  premier  degré.  Il  est 
inutile  de  répéter  ici  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (t.  II,  p.  373);  l'équa- 
tion précédente  a  nécessairement  la  forme 

f|  =  P9*+Q9  +  R, 

P,  Q,  R  ne  dépendant  que  de  x.  Nous  sommes  donc  ramené  à  l'équa- 
tion de  Riccati. 

22.    Le    cas  où  p  =  1    est  plus    délicat,   nous   le   traiterons  de  la 
manière  suivante. 
La  courbe 

(12)  f(v,y,y')  =  o 

correspond  point  par  point  à  une  certaine  courbe  normale  de 
genre  un 

(i3)  |i»=(i-X*)(i  — A»X»), 

le  module  k  étant  indépendant  de  x,  puisque  la  courbe  (12)  corres- 
pond point  par  point  à  la  courbe  f(x0,  y0,  y'0)  indépendante  de  x. 
Ecrivons  la  substitution  birationnelle,  que  nous  pouvons  regarder 
comme  connue,  entre  ces  deux  courbes  : 

(M)  j>  =  S(Xf**), 

(  y  =  Si(x,  \x,  x). 

Nous  aurons  nécessairement,  par  cette  transformation, 

,(L,M)     ,>  /.(T.Y'J 


(X,  p.)  et  (L,  M)  étant,  pour  le  moment,  deux  points  arbitraires  de  la 
courbe  (i3),  et  (y,  y*)  et  (Y,  Y')  étant  les  points  correspondants 
de  (12).  L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est  manifeste- 
ment une  intégrale  de  première  espèce  relative  à  (12);  ses  deux 
périodes  ne  dépendent  pas  de  x,  puisque  les  périodes  de  l'intégrale 
du  premier  membre  n'en  dépendent  pas. 

D'autre  part,  nous  avons  entre  la  courbe  (12)  et  la  courbe 

/Oo,JKo,ro)  =0 
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une  certaine  correspondance  birationnelle  inconnue  :  la  correspon- 
dance (ii).  Cette  correspondance  nous  donnera 


X(Y,Y')  ~(Y0,Y'0) 

.  .     v'\  l/lv.     v'.\ 


A.  pourrait,  a  priori,  dépendre  de  a?,  mais  il  n'en  dépend  pas;  sinon, 
la  période  de  la  première  intégrale  dépendrait  de  x,  ce  qui  n'a  pas 
lieu,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut.  On  voit  alors  de  suite 
que  A  =  i  en  faisant  x  =  x0. 

On  conclut  de  là  que,  si  l'on  prend  deux  intégrales,  y  et  Y,  de 
l'équation  différentielle,  correspondant  respectivement  aux  valeurs 
initiales  (jk0,  y'n)  et  (Y0,  Y'0),  et  qu'on  désigne  par  (X,  ku)  et  (L,  M) 
les  valeurs  correspondantes  données  par  la  substitution  biration- 
nelle (i4)>  on  aura 

/        —  =  a' 


a  étant  une  constante  indépendante  de  x.  Soit  maintenant  (a,  (3)  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  (i3)  qui  va  rester  fixe,  et  considérons 
l'intégrale 

■4a.  ?)      *' 

(kj  u.)  correspondant  toujours  à  l'intégrale  (jk,  y').  Cette  intégrale 
est  une  fonction  de  x  que  nous  désignerons  par  ^(a?).  Posons  donc 

(i5)  /  ^  =*(*). 

-V  p)        !a 

Si,  à  la  place  de  l'intégrale  (y,  j;),  nous  considérons  une  autre 
intégrale  (Y,  Y;),  nous  aurons 


(L,M)     »■> 

a,  pi       r 


(L,  M)  correspondant  à  (Y,  Y'),  comme  (1,  jjl)  correspond  à  (y,  y'). 
La  dépendance  entre  les  fonctions  G(x)  et  £■(#)  est  facile  à  trouver; 

on  aura 

GO)  —  g(x)  =  a, 

a  étant  une  constante  indépendante  de  x,  d'après  ce  que  nous  avons 
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dit  plus  haut.  Ainsi  la  fonction  g(x)  est  déterminée  à  une  con- 
stante prés.  On  a 

Or  X  et  pi  sont  des  fonctions  connues  de  y1  y'  et  x,  d'après  (i4)« 
La  fonction  g(x)  étant  déterminée  à  une  constante  près,  il  faudra 
que  g'{x)  se  réduise  à  une  fonction  de  x  en  tenant  compte  de 
f{x,  y,  y')  =  o.  Lorsque  cette  condition  se  trouvera  réalisée,  on  dé- 
terminera g(x)  par  une  quadrature,  et  l'on  aura,  d'après  la  rela- 
tion (i5), 

X  =  sn[£-(>)  4-a], 

sn  désignant  la  fonction  elliptique;  u.  sera  aussi  une  fonction  double- 
ment périodique  de  g(x)  -f-  a,  et  l'on  a  alors  la  forme  de  l'intégrale 
qui  s'exprime  à  l'aide  de  fonctions  doublement  périodiques.  La  con- 
stante arbitraire  est  a,  et  les  points  critiques  de  l'intégrale  ne  peuvent 
être  autres  que  ceux  de  la  fonction  g(x),  qui,  comme  nous  l'avons 
dit,  s'obtient  par  une  quadrature. 

23.  La  discussion  de  la  nature  des  intégrales  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  algébrique  en  y  z\,  y\  à  points  critiques 
fixes,  est  complète. 

Suivant  la  nature  du  genre  p  de  la  relation  algébrique  entre  y  et  y1 ', 

pour  une  valeur  arbitraire  de  x,  V intégrale  s* obtiendra  par  des 
calculs  algébriques  (p  >  i),  ou  elle  s'obtiendra  par  une  qua- 
drature (y?  =  i),  ou  enfin  on  sera  ramené  ci  une  équation  de 
Riccati  (^0  =  0). 
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CHAPITRE  V 


SUR  CERTAINES  METHODES  D'APPROXIMATIONS 
SUCCESSIVES. 


I.  —  Un  théorème  général  sur  les  équations  différentielles  linéaires 
renfermant  un  paramètre  arbitraire. 

1.  Nous  avons,  au  Tome  II  de  cet  Ouvrage  (2e  édit. ,  p.  34o),  étudié 
une  méthode  d'approximations  successives  qui  nous  a  conduit  à 
quelques  théorèmes  fondamentaux  sur  l'existence  des  intégrales  des 
équations  différentielles.  Nous  allons,  dans  ce  Chapitre,  faire  diverses 
applications  de  cette  idée  générale  d'approximations  successives,  en 
variant  les  conditions  des  problèmes. 

Remarquons  d'abord,  comme  complément  aux  observations  faites 
(loc.  cit.,  p.  345),  que  pour  une  équation  linéaire  quelconque 

dm  r  d'»-\y 

dx'n  dxm~l 

où  les  P  sont  dans  un  certain  intervalle  I  des  fonctions  continues  de 
la  variable  réelle  x,  la  méthode  indiquée  conduit  à  un  développement 
en  série  valable  pour  toute  valeur  de  la  variable  dans  le  champ  I  où 
les  P  sont  continues. 

2.  J'emploierai  encore  la  méthode  des  approximations  successives 
à  la  démonstration  d'un  théorème  important  sur  les  équations  linéaires. 
Soit  une  équation  linéaire 

dm  v  dm~x  v 

dont  les  coefficients  dépendent  d'un  paramètre  k  et  sont  des  fonc- 
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tions  entières  de  ce  paramètre  k.  Les  fonctions  P  sont  continues  en  x 
dans  un  certain  intervalle  I. 

Il  est  utile  de  savoir  quelle  sera  la  nature  d'une  intégrale  quel- 
conque par  rapporta  A :;  nous  allons  voir  immédiatement  que,  pour  x 
compris  dans  l'intervalle  I,  il  y  a  un  système  fondamental  d'intégrales, 
fonctions  entières  de  k,  c'est-à-dire  holomorphes  dans  tout  le  plan 
de  la  variable  k.  Si,  en  effet,  on  représente,  comme  nous  l'avons 
fait  (loc.  cit.),  l'intégrale  par  une  série 

r0  -+-  (  y\  —  yo  )-+-...+  (  y  n  —  yn-\  )-+-•••, 

chaque  terme  de  cette  série  est  une  fonction  entière  de  £,  en  suppo- 
sait que  les  valeurs  initiales  soient  numériques f  c'est-à- dire  indé- 
pendantes de  k.  Restons  dans  le  plan  de  la  variable  k  à  l'intérieur 
d'un  cercle  C  d'ailleurs  arbitraire;  nous  savons  que,  pour  x  quel- 
conque dans  I  et  pour  k  quelconque  dans  ce  cercle,  on  peut  trouver 
un  nombre  fixe  \  tel  que 

\yn  —  yn-\  I  <  — -• 


Nous  avons  donc,  en  définitive,  une  série 


Uq 


dont  chaque  terme  est  une  fonction  holomorphe  de  k  dans  le  cercle  C, 
et  où  l'on  a  de  plus 

K»  <  — — -• 


11  est  bien  facile  de  voir  que  la  série  des  u  sera  elle-même  une  fonc- 
tion holomorphe  de  k  dans  C.  C'est  ce  que  montre  la  formule   de 

Cauchy, 

1        run(z)dz 

un  (  k  )  =  .    / —  : 

1  ir  1  ,  'c      z  —  k 

la   série   de   terme  général  un(z)  étant   uniformément  convergente 
sur  C,  on  aura 

,.j.  ...  1  C  U0(z)  ■+-.  .  .-h  Un(z)  -h.  .  .      , 

U0(k)-+-...-hUn(k)-h...=   ;     /     — ^ : dz, 

■2  7T  l  J  Z  —  A" 

d'où  se  déduit  de  suite  que  la  série  des  u  est  une  fonction  holomorphe 
de  k  dans  C,  et  par  suite  dans  tout  le  plan. 

Nous  concluons   donc  que  X intégrale  générale   de  (i)  peut  se 
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mettre  sous  la  forme 

A!tt,(ar,  k)  -+-  A2u2(x,  k)  -f-. . .+  knun(x.  k), 

les  u  étant  des  fonctions  entières  de  k. 

Nous  appliquerons  prochainement  ce  théorème  à  l'équation 

d'y 


dx* 


k  A(x)y  =  o. 


II.  —  Cas  d'un  système  d'équations  différentielles 
du  second  ordre  (1). 


3.   Prenons  d'abord  l'unique  équation 

■'(■ 


d2y  _  ff  dy 

dx*    -^V"7'7'  dx 


Nous  voulons  trouver  l'intégrale  de  cette  équation,  qui  prend 
pour  x  =  a  la  valeur  A  et  pour  x  =  b  la  valeur  B.  On  suppose  que 
la  fonction 

est  définie  et  continue  quand  x  varie  dans  un  certain  intervalle  de 
longueur  h  comprenant  a  et  b,  et  que  \y\  et  |  y'  |  varient  respecti- 
vement entre  — L  et  4- L  d'une  part,  et — 17  et  -\-\J  d'autre  part; 
nous  désignerons  par  M  le  module  maximum  de  f  dans  ces  condi- 
tions. On  admet,  de  plus,  que  l'on  a  : 

\f(a}iy\,y'\)—Ax,y,y')<  *\y  — nl  +  $\y'—y\  l 

a  et  p  étant  deux  constantes  positives  fixes,  les  y  et  y'  restant  entre 
les  limites  indiquées. 

On  part  d'une  fonction  quelconque  y0  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes,  et  l'on  forme  les  équations  successives 

/  **?  =fU,r.  dy« 


d\yn 
dx* 


l     dx*         y  V    '■/u'    dx 

\dlZl-f(XY,  ±i), 

<  dx*  -J\x>yi>  dx)' 


=/(-^-"%i) 


(')  Pour  ce  qui  concerne  les  approximations  successives,  on  pourra  consulter,  dans 
le  Journal  de  Mathématiques,  mes  Mémoires  de  1890  (Chap.  V)  et  de  1893,  ainsi  que 
la  Note  I  insérée  dans  les  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  de  M.  Darboux,  t.  IV. 
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On  intègre  chaque  fois  par  la  condition  que  y4,  y2,  . ..,  yn  prennent 
les  valeurs  initiale  et  finale  données. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons,  comme  il  est  évidem- 
ment permis,  que 

a  =  A  =  o         et         &  >  o. 

Il  s'agit  d'abord  de  savoir  si  les  y  successifs  restent,  ainsi  que  leurs 
dérivées  premières,  entre  les  limites  indiquées. 

4.   Nous  avons  donc  à  considérer  l'équation 

w  £?-*(•>. 

on  aura  l'intégrale  s'annulant  pour  x  =  o, 

/      (f(z)(x —  z)  dz  -+-  P x. 

'  0 

Choisissons  la  constante  P  de  telle  sorte  que  cette  expression 
prenne  la  valeur  B  pour  x  =  b  ;  on  a  ainsi 

rx  Bx       x    rb 

y  =    /      ^{z){x  —  z)dz-^-- /      y{z)(b  —  z)dz, 

qui  représente  l'intégrale  de  (3)   s'annulant  pour  x  =  o  et  prenant 
la  valeur  B  pour  x  =  b.  On  peut  trouver  une  limite  supérieure  de 

|  y  |  et    -T-    quand  x  varie  entre  o  et  b.  Écrivons  y  sous  la  forme 
/      zo(z)  (—  —  îjdz—  j    l     y(z)(b  —  z)  dz  -h  —j- • 

La  valeur  absolue  de  la  première  intégrale,  en  désignant  par  M  la 
valeur  absolue  maxima  de  <p(#),  est  moindre  que 

x\  Mxi 


b  )     i 

La  valeur  absolue  de  la  seconde  est  moindre  que 

x  M  (  b  —  x  )2 
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On  a  donc 

/         x\  Ma*2        x  M(b  —  x 

d'où,  enfin, 


\r\< 


Mb 


|B 


B|. 


Mr(6  —  57) 


|B|, 


Passons  maintenant  à  -~:  on  a 


c/3, 


égalité  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 
on  aura,  par  suite, 


dy_ 
dx 


Ma?2        M  (6  —a?)2 


et,  par  suite. 


dy 
dx 


< 


Mb 


5.     Revenons  maintenant  au  système  (2).   Nous  devons  évidem- 
ment supposer 

|  B  |<  L. 

Nous  admettrons,  de  plus,  que  l'on  a 


(4) 


M  6* 


+  |B|<L, 


dy 


ce  qui  a  lieu  si  b  est  assez  petit.  De  plus,  pour  que  —  soit  certai- 
nement compris  entre  —  L' et  +  L',  nous  faisons  l'hypothèse 


(5) 


Mb 
2 


<V 


Moyennant  les  inégalités  (4)  et  (5),  nous  sommes  assuré  que  les 
fonctions  yK ,  y2j  •  •  •■>  y  a  sont  toutes  comprises  entre  —  L  et  -+-  L.  On 
doit  remarquer  que  ces  inégalités  seront  certainement  vérifiées  si  6, 

Bet  r  sont  suffisamment  petits. 
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Il    nous  faut  maintenant  montrer  que   yn   tend    vers    une    limite 
quand  n  augmente  indéfiniment.  On  a 

&(r*—r.i)  _f[T  v   *yÇ\     f(r  v   fyo\ 


Or,  soit  M  le  maximum  de 

al7i  —  J'o| 


dyx 

dx 


dyA 
dx 


nous   aurons,   d'après   ce    qui  précède,    puisque    y2 —  y\    s'annule 

pour  x  =  6, 

M  62 

|  r2  —  ji  |<  — > 


4T2  _  ^Ti 


< 


M  6 


La  relation 


d2  (  y  s  —  v-2  ) 


.Y  s—  v-i)        ./  dy*\        r(  dyi\ 


nous  montre  que 


62       nb\b* 


^JK3  _  Q?JK2 


•2/2 


<M(c   ^ 
et,  de  proche  en  proche,  on  arrive  aux  inégalités 

l^-r-i|<M(«T+p-l     T> 


Si  donc  on  a 

(6) 

la  série 


< 


62 


m( 


-t-P: 


b\»-*-b 
z 


£-<*> 


ri  +  (j2— ro 


Cr«  -  r»-i  ) 


sera  manifestement  convergente,  et,  par  suite,  yn  aura  une  limite 
y  pour  n  =  ce.  Cette  fonction  y  de  x  aura  certainement  une  dérivée 
première  représentée  par  la  série 
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Il  est  aisé  de  vérifier  que  y  satisfait  à  l'équation  (i);  on  a,  en  effet, 


Bx      x   r     l  dyn-\  > 

—b l     I      ./(  *,JKn-i,  —77-   )(&  —  *)cfe, 


en  remplaçant,  sous  les   signes  d'intégration,  dans  yn-*i  la  lettre  57 
par  la  lettre  z.   Puisque  yn  et  -~  convergent  uniformément  vers 

leurs  limites  respectives  y  et  -~-,  on  aura 


y 


p(-,r.î)(— )-.Hr¥-fJri/(-.r.ï)(*-)* 


et,  par  suite,  en  différentiant  deux  fois, 

Il   est   évident,   d'ailleurs,   que   y  =  o    pour   jt  =  o,   et  y  =  B   pour 
#  =  6. 

Z>a  recherche  de  l'intégrale  est  donc  complètement  effectuée; 
on  ne  doit  pas  oublier  que  les  inégalités  (4),  (5)  et  (6)  sont  suppo- 
sées vérifiées. 

6.  L'analyse  précédente  peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque 
d'équations  de  la  forme 


Notre  méthode  d'approximations  successives  permettra  de  déterminer 
le»  intégrales yt,  y2l  . . .,  ^/M  de  ce  système,  telles  qu'on  ait 

n  =  r2  =  ...  =  r«  —  °        (pour  a?  =  o), 
yi=&u         JK2=B2,  ...,         r,„=B,„         (pour  #  =  6). 

Certaines  inégalités  analogues  aux  inégalités  (4),  (5)  et  (6)  devront 
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être  vérifiées.  On  suppose,  d'ailleurs,  que 


9D 


,y'm)  —  /fO,*I 


y> 


l+Pil^i— «il 


Z'm)\ 


En  gardant,  pour  le  reste,  les  mêmes  notations  que  plus  haut,  on 
devra  avoir 

M/'2       |B,|<L, 


et  enfin 


(«i 


y- m) 


Mb 

i 

b* 


<L 


(Pi+pi- 


>*<' 


7.  Je  dis  maintenant  que  l'intégrale  déterminée  par  la  méthode 
précédente  est  unique,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  qu'un  seul  système 
d'intégrales  y^  y2,  . . .,  y  m  prenant  les  valeurs  données  au  commen- 
cement et  à  la  fin  de  l'intervalle  (o,  b).  Bien  entendu,  nous  ne  pou- 
vons considérer  que  des  systèmes  d 'intégrales  telles  que 

\y*\<U      \y't\<v, 

puisque  c'est  seulement  dans  un  tel  intervalle  que  nous  supposons 
les/' définies. 

Pour  abréger,  je  supposerai  que  les  fonctions  f  ont  des  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  par  rapport  aux  y,  de  telle  sorte  que  a# 
sera  le  maximum  de 


àft 


<Jyk 


(i 


I,  2, 


et  pareillement  [3*  sera  le  maximum  de 


ày'k 


(i  =  i,  2, 


,  m) 


,  m), 


quand  x  varie  entre  o  et  b,  les  y  entre  —  L  et  +  L,  et  les  y'  entre 
-  L'  et  +  L'. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  deux  systèmes  d'intégrales 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions  aux  limites 

yu   y*,    ■■■-,  y  m      et      yu    y2,    ...,    Ym. 

On  aura,  en  retranchant  les  équations  différentielles,  puis  posant 

yi—  Y/=  ut, 
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et  appliquant  le  théorème  des  accroissements  finis 


(E) 


d*ux  ,        duy  .  dum 


d-itm  j        du\  du, ,i 

,    2     =  #//;,!  wl  H-  fl/n,2  1*2-4-...-+-  Ct>rn,m  u m  +  £»/>m  -y h.  .  .-+-  0/;/,w  —3 — 


Nous  pouvons  considérer  les  a  et  b  comme  des  fonctions  de  x,  et 
nous  avons  alors  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes,  pour 
lesquelles  un  système  d'intégrales 

«1,        &2,        ■  •  •  1        U»i 

s'annule  pour  ^  =  oet  pour  x  =  b. 

Nous  allons  voir  que  les  u  doivent  être  identiquement  nulles.  De 

ce  que 

I  (ii,k  I  <  z/c     et     |  6/,/,  |  <  3/c         (  i  =  1 ,  -2,  .  .  . ,  m  ), 

on  conclut  que,  pour  le  système  (E)  d'équations  linéaires,  la  méthode 
des  approximations  successives  est  applicable.  Il  en  résulte  que  l'on 
peut  trouver  im  systèmes  d'intégrales  prenant  pour  x  =  o  et  x  =  b 
des  valeurs  arbitrairement  données.  Avec  ces  im  systèmes  d'inté- 
grales, nous  pouvons  former  l'intégrale  générale  de(Ë)et  déterminer 
les  constantes  de  façon  à  avoir  les  intégrales  s'annulant  toutes  pour 
x  =  o  et  pour  x  =  b.  Or,  ces  constantes  seront  toutes  nulles,  puis- 
qu'elles sont  données  par  des  équations  homogènes  du  premier  degré, 
dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  toutes  les  lettres  qui  forment  le 
déterminant  ayant  des  valeurs  arbitraires.  Les  u  sont  donc  identi- 
quement  nulles,  et  V on  a  bien 

Yi  =  J/i,  .  .0  *-m—  y-mi 


comme 


nous  voulions  V établir. 


III.  —  Quelques  cas  particuliers. 

8.  Nous  avons  vu  que  l'intégrale  déterminée  par  la  méthode  des 
approximations  successives,  quand  les  conditions  nécessaires  pour 
l'application  de  la  méthode  sont  vérifiées,  est  unique. 

Étudions  en  elle-même,  autant  qu'il  est  possible,  cette  question  de 
la  détermination  unique  d'une  intégrale  d'une  équation  du  second 
ordre  par  des  valeurs  initiale  et  finale. 
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Prenons  d'abord  l'équation  linéaire 

<P  y  .dy 

d.r2  c/.r  ^ 

\  et  B  ne  dépendant  que  de  x.  Supposons  qu'il  y  ait  une  intégrale  y; 
s'annulant  pour  x  =  a  et  pour  .r  =  /;,  et  continue  de  «  à  b.  On  a 
évidemment  la  relation 

qui  se  transforme  de  suite,  en  intégrant  par  partie,  et  devient 
17^)     "2Ar  By*\dx 


f[(î)'*-"î*H 


Si  donc  on  a,  pour  toute  valeur  de  #  comprise  entre  «  et  b, 

B>  A2. 

on  est  assuré   que    l'intégrale  considérée  y  ne  peut  qu'être   identi- 
quement nulle. 

On  peut  aller  plus  loin  en  employant  un  artifice  dont  je  me  suis 
servi  déjà  antérieurement  pour  certaines  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (t.  II,  p.  24).  Si  À  désigne  une  fonction  continue  quelconque 
de  x  entre  a  et  b1  on  aura 

<»  /^— - 

En  additionnant  (a)  et  (£),  il  vient 

Si  donc  A  est  tel  que 

fg_(X  +  A)*+B>o, 

y  devra  être  identiquement  nul.  Nous  verrons  dans  un  instant  une 
application  de  cette  transformation  du  problème. 

9.    Si  nous  reprenons  maintenant  l'équation  non  linéaire 

(ÈZ    -    f(x      y     il 

dx*-    ■    J\    rr'dx 

p.  -  III. 
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il  est  facile  de  signaler  un  cas  où  cette  équation  ne  pourra  avoir 
deux  intégrales  prenant  Jes  mêmes  valeurs  pour  x  =  a  et  x  =  &,  et 
continues  de  a  à  b.  Soient,  en  effet,  r,  et  y*  deux  telles  intégrales; 


dHyï  —  .rx) 
dx* 


f(^d£)~fU,J£)- 


Si  nous  supposons  maintenant  que  /"ait  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  elles-mêmes  continues,  nous  pourrons  écrire,  en 
posant 

j-2  —  yi=  u, 

la  relation  précédente  sous  la  forme 

d%  u         .  du 

où  l'on  a 

B-/;(.,r,  +  .^  +  «'£ 

Je  désigne,  pour  marquer  les  dérivations,  la  fonction  y*  par  f{xry,  z). 
A  et  B  peuvent  être  regardées  comme  des  fonctions  de  x.  Or  si  l'on  a, 
quels  que  soient  y  et  s,  pour  x  compris  entre  a  et  b, 

tfjr{x,y,z)>[f'(x,y,z)\*, 
il  est  manifeste  que  l'équation 

^!Z  =  flx        dy\ 
dx*       J\    ,'/'  dxj 

n'aura  qu'une  seule  intégrale  prenant  des  valeurs  données  pour 

x  —  a  et  x  =  b,  et  continue  dans  cet  intervalle.  En  particulier, 

l'équation 

d'-r 

où /croît  en  même  temps  que  y,  rentre  dans  la  catégorie  précédente. 
10.    L'équation  linéaire 

d~y     d 
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mérite  une  étude  spéciale.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  au 
paragraphe  précédent,  si  B  est  positif  de  a  à  b,  il  existera  une  seule 
intégrale  continue  de  a  à  b  et  prenant  pour  ces  valeurs  de  x  des  va- 
leurs données. 

Le  cas  ou  B  est  négatif  de  a  à  b  est  beaucoup  plus  difficile  à 
étudier  ;  nous  l'approfondirons  dans  le  Chapitre  suivant.  L'analyse 
du  paragraphe  8  va  nous  conduire  à  un  premier  résultat.  Soit 

|  B  |  <  k         (x  variant  de  a  à  6), 

A  étant  une  constante  positive.  Nous  serons  assuré  de  l'existence 
unique  d'une  intégrale,  déterminée  par  ses  valeurs  pour  x  =  a  et 
pour  x  =  b,  si  l'on  peut  trouver  a,  fonction  continue  de  x  dans  cet 
intervalle,  et  telle  que  l'on  ait 

^_X*+B>o. 

dx 

Or,  si  l'on  peut  déterminer  A  de  telle  sorte  que 

—  x*>  a, 

dx 

cette  dernière  inégalité  entraînera  la  première.  Soit  A,  >>  A,  l'équa- 
tion 

donne 

X  =  sfhx  tang(.r  s/lî[-^  C), 

C  étant  une  constante.  Si  l'intervalle  (a,b)  est  inférieur  à  — — ,  on 

y/hx  ' 
pourra  choisir  évidemment  la  constante  C  de  manière  que  À  soit  con- 
tinue dans  l'intervalle.  Gomme,  d'autre  part,  A,  est  aussi  rapproché 
que  l'on  veut  de  A,  on  peut  dire  que,  si  l'intervalle  (a,  b)  a  une  lon- 
gueur inférieure  à  —>  il  existera  une  seule  intégrale  de  l'équa- 
tion 

d'y      ., 

die  =  B^' 

prenant  pour  a  et  b  des  valeurs  données. 

Nous  allons  maintenant  faire  une  étude  plus  approfondie  de  cette 
équation  et  de  quelques  équations  qui  s'y  rapportent. 
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CHAPITRE  VI. 

SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 
DU  SECOND  ORDRE. 


I.  —  Définition  dune  constante  fondamentale  dans  l'étude 
de  certaines  équations  linéaires.  Étude  progressive  de 
l'intégrale. 

1.  Nous  allons  faire  dans  ce  Chapitre  une  étude  approfondie  de 
l'équation 

cl*-  Y 

la  fonction  \(x)  étant  positive  de  a  à  b.  Quoique  cette  équation 
soit  de  forme  bien  particulière,  nous  allons  trouver  dans  son  étude 
un  type  de  problèmes,  qui  se  poseront  d'une  manière  analogue  dans 
des  équations  plus  générales,  et  que  nous  pourrons  ici  approfondir 
complètement. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

S'il  existe  une  intégrale  y  de  V équation  précédente,  toujours 
positive  et  différente  de  zéro  de  a  à  b,  et  continue  ainsi  que  sa 
dérivée  première,  cette  intégrale  pourra  être  obtenue  par  la 
méthode  des  approximations  successives. 

Faisons  d'abord  une  remarque  préliminaire. 
L'intégrale  de  l'équation 

d'y         ,    . 

s'annulant  pour  x  =  a  el  x  =  b,  est  donnée  par  la  formule 

Ç a     ,    Ab  —  x)(z  —  a)  x  —  a     r 

y=J   ?(*) — r=-a — d'  +  mJ  ?(*)(*—«)*• 
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On  voit  que,  si  'f(x)  est  positif  de  a  à  6,  la  fonction  y  sera  positive, 
et  croîtra,  si  l'on  remplace  ©(#)  par  une  fonction  plus  grande. 

Au   lieu    de    la   forme    élémentaire   classique   de    l'intégrale  y    de 
l'équation 

d'2r       ,   , 

qui  s'annule  en  a  et  &,  on  peut  avec  M.  Burkhardt  (Bulletin  de  la 
Société  mathématique,  1894)  écrire 


y{x)  =  f   G(a?,Jj.?(5)<*5, 


où  la  fonction  G(#,  £)  est  définie  par  les  égalités 

r-/      h       (b  —  x){%  —  a)  t' 

Gr(a?,  §)  = fr  —  ^ pour         f  <  ^ 

G(:r,  £)  = _^? pour         £  >  a\ 

Ceci  posé,  nous  partirons,  pour  les  approximations  successives,  de 
la  fonction  j^0  vérifiant  l'équation 

d-y»  _ 

et  prenant  les  mêmes  valeurs  que  y  aux  deux  extrémités  de  l'inter- 
valle («,  b).  On  aura  ensuite  la  succession  des  équations 


ttx2 


y \  1X21  •  -  -  >  X n  prenant  les  mêmes  valeurs  initiale  et  finale  que  y,  et 
étant  positives,  comme/,  dans  l'intervalle  (a,  b).  De  l'équation 

dly 


on  conclut  que 


A(a?)7  =  o; 


or  y  —  Vo  a  des  valeurs  initiale  et  finale  nulles,  par  suite,  y  —  y0  est 
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positif,  d'après  la  remarque  faite  plus  haut.  Écrivons  donc 

y  >ro. 

Il  résulte  aussi  de  la  même  remarque  que 

JKo<ri<---<y«<---<r- 

Nous  voulons  établir  que  yn  a  y  pour  limite.  A  cet  effet,  considé- 
rons le  quotient 

r  —  vo 


il  restera  moindre,  dans  l'intervalle  (a,  b),  qu'un  nombre  fixe  q  infé- 
rieur à  l'unité.  Les  deux  équations 


d'I  (y  —  y.) 

•  dxX  J       --r  A(  x)  (y  -  j0)  =  o 


montrent  de  suite  que 

Y  —  Y- 


y—yo     q' 

En  continuant  ainsi,  on  a,  d'une  manière  générale, 

y  —  yn 


y-yn- 


<q 


et,    par   conséquent,    en    multipliant    toutes    ces    inégalités    membre 
à  membre, 

y—yn<y-qn+x- 

Il  est  donc  établi  que  yn  converge  uniformément  vers  y.  On  voit, 
de  plus,  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  intégrales  positives  prenant  les 
mêmes  valeurs  en  a  et  b. 

2.  En  supposant,  comme  au  paragraphe  précédent,  qu'il  existe 
une  intégrale  y  de  l'équation,  toujours  positive  et  différente 
de  zéro  dans  V intervalle  (a,  6),  on  peut  montrer  qu'il  n'existe  pas 
d'autre  intégrale,  s'annulant  en  a  et  b,  que  y  =  o.  Supposons,  en 
effet,  qu'il  existe  une  telle  intégrale;  nous  pouvons  supposer  qu'elle 
garde  un  signe  invariable  dans  l'intervalle,  sinon  elle  s'annulerait  au 
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moins  une  fois  entre  a  et  b,  et  l'on  raisonnerait  sur  un  intervalle 
compris  dans  (a,  b).  Soit  donc  une  intégrale  Y  s'annulant  en  a  et  b 
et  positive  toujours  dans  l'intervalle.  On  peut  choisir  la  constante  k 
de  manière  que  les  deux  intégrales 

ky     et     Y 

soient  égales  en  un  point  choisi  arbitrairement  entre  a  et  b.  Puisque  Y 
s'annule  en  a  et  b,  il  faudra  qu'il  y  ait  une  seconde  valeur  de  x  pour 
laquelle  on  ait  encore 

ky  =  Y, 

et  nous  aurions  un  intervalle  moindre  que  (a,  b)  pour  lequel  il  existe- 
rait deux  intégrales  positives  et  répondant  aux  mêmes  valeurs  initiale 
et  finale,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  que  Y  soit  identique- 
ment, nul. 

On  conclut  de  là  qu'une  intégrale  est  nécessairement  déter- 
minée d'une  manière  unique  par  ses  valeurs  initiale  et  finale 
dans  V intervalle  (a,  b)  ou  dans  tout  intervalle  compris  dans 
celui-ci. 

3.  Introduisons  maintenant  une  succession  de  constantes  qui  vont 
jouer  dans  la  suite  un  rôle  très  important.  Nous  reprenons  les 
approximations  successives  en  faisant 

On  aura  une  suite  de  fonctions 

yu    y%,     ••••    yn 

prenant  pour  x  =  a  et  x  =  b  la  valeur  un.  Posons 

JK0=M0=I,  JK,—  JKo=":,  •••?  Yn  —  yn-l=Un,  •••• 

les  u,  sauf  ^0,  s'annulent  aux  deux  extrémités  de  (a,  b).  J'envisage 
les  deux  séries  de  constantes  (*) 


i,yr=   /     A  (a?)  um  un  dx,         V m,n  =    / 


W,«.«'=    /       k(x)UmUndx,  Ym.n=     I        ~ T^  ~ T^  dr- 

ax      ax 


(')  Ces  deux  séries  de  constantes  ont  été  considérées  par  M.  Schwarz  dans  une 
question  analogue  relative  à  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  (Mathema- 
tische  Abliandlungen,  t.  I,  p.  i40- 
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Ces  deux  expressions  ne  changent  pas  si  Ton   remplace  um  et  un 
par  d'autres  lettres  u,  la  somme  m  -f-  n  restant  constante. 
On  a,  en  effet, 

f    d*um+i        ,  r   du,n+.\  du„ 

=  —  j     u/ll+i  -j-j  dx  =  h-  /     A  (a?)  um+x  un-i  dx  : 

*    ii  '  a 

par  conséquent,  WTOjW  ne  dépend  que  de  m  -j-  /?. 
Si  nous  posons 


Wm+„  =  /     A  (  .r  )  b/)[+„  d>r, 


nous  aurons 


V,„,„  =  —  f      um  —fT  dx  —    I      A  (-r  )  "/«  u'i-\  dx, 

*- a  *   (i 

et,  par  suite, 

'  m, 71  —    *»  m-^-n— l- 

I.    Partons  de  l'inégalité 

^     A(»[aMra+  Pm„-1-i]2^>o) 


a  et  ^  désignant  deux   constantes  arbitraires.    Cette  inégalité   peut 
s'écrire 

On  aura,  par  suite, 

(w2,H,r-w,„w2„+-2<o 

ou 

w2„   <  w2tt+1  ' 

On  a,  de  la  même  manière, 


rVf"""^l>"'"T<fa>o 


ou 

a2W2re-i+  2apW2«  -I-  (32  W2„+i  >  o, 
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d'où  l'on  conclut 

W2„         WtB+1 


W2„_,         W,„ 
Les  inégalités  précédentes  montrent  que  l'on  a 

W,       Wo  w„ 

— -  <  — -  <f . .  .<c —  <  . .  .. 

Wo  ^  Wt    ^    *   ^  W„_,   ^ 

Je  dis  que  le  quotient        "    ,  croissant  avec  n.  tend  vers  une  limite 

* '  n—\ 

pour  n  =  ce.  Soit,  en  effet,  g  la  plus  grande  valeur  que  prend  la  fonc- 
tion uK  dans  l'intervalle  (<?,  b).  Les  différences 

Ui  —  gUo,       U2—  gUu       ...,       Un—  gUn-U        ••• 

seront  toutes  négatives  dans  l'intervalle  (a,  b).  Or  on  a 

W2«  —  g  Wo,/H  =  I     A  (x)un(  un  —  gun-i  )  dx  ; 
«  n 

donc 

W-fl-^W„M<o; 

par  suite,  ne  dépasse  pas  g.  Ainsi,  en  posant 

VV2/J  —  1 

W„ 


y*  n— 1 

nous  sommes  assuré  que  les  quantités  croissantes 

tendent  vers  une  /imite  quand  n  augmente  indéfiniment.  Nous 
désignerons  cette  limite  par  c. 

D'après   un  théorème  élémentaire  sur  les  suites,   on  peut  encore 
définir  c  comme  la  limite  de 

s/W7„ 

et  nous  pouvons  de  suite  faire  la  remarque,  qui  nous  sera  plus  tard 
utile,  que,  pour  une  équation  correspondant  à  une  fonction  A/(#) 
plus  grande  que  A(#),  on  aura  une  limite  c'  qui  sera  plus  grande 
que  c. 


o6 
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5.    Cherchons  à  comparer  un{x)  à  y  W2w.  On  a 


d2  un 

—j—r  -+-  A(a?)a„_i  =  o 


et,  par  suite, 


tt„(a?)  =  —  /     A(.z)w/l_1(<s)(a7  — z)^ 


.r  — a     r 
b  —  aj 


k(z)un-i{z)  (b  —  z) dz. 


(  )n  en  conclut 


\un(x)\<  I     A(z)un-i(z)(b  —  z) 


<  )r  de  l'inégalité 


/["«Au)»,,, 


(-) 


6(6  —  z) 


dz  >  o. 


a  et  [3  étant  deux  constantes  quelconques,  on  déduit 


f 


l'A(z)un-i(z)(b-z) 


y/w2„ 


rfa 


2^  rbkHz)ut_x(z)dz    rl'ib__zyî 


et,  par  suite. 


M/i(#)" 


2  W;,,-! 

<  ~w — 


H  étant  un  nombre  fixe.  Or      J"  '  a  —  pour  limite  (pour  n  =  ce). 

il  i »  c ~ 


On  peut  donc  écrire 


In  C 

un(x) 


v'w^ 


<K; 


K  étant  un  nombre  fixe. 

6.  Nous  allons,  des  résultats  précédents,  déduire  des  conséquences 
extrêmement  importantes.  D'après  l'inégalité  du  paragraphe  précé- 
dent, la  série 

Uq. -h  Ui +  ...-+■  Un-h.  .  . 

convergera  uniformément  dans  l'intervalle  («,  b),  si  la  série  de  terme 
général 
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est  convergente.  Or,  dans  cette  série,  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
cédent a  pour  limite  c;  par  conséquent,  si  c  <i  • ,  Les  approximations 
successives  convergeront,  et  il  y  aura  dans  l'intervalle  («,  b)  des  inté- 
grales de  l'équation  restant  toujours  positives. 
Si  c  est  supérieur  à  l'unité,  la  série 


«0+«I+.-..+  Un  "+-. 


ne  peut  converger  uniformément  dans  l'intervalle  («,  b).  Car  autre- 
ment, puisque 


W„=     f     \(x)lLn(x)dx, 


la  série 

Wt+...HrW„  +  ... 

serait  convergente,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  le  rapport      "+1  a  c  pour 
limite. 

7.    Chacun  des  quotients 

Cn 

c 


étant  plus  petit  que  un,  le  produit 


x  —  £i  2i .   .  cji 

ce  c 


décroît  avec  n  et  tend,  par  suite,  vers  une  limite  pour  n  =  oo. 
Cette  limite  sera  différente  de  zéro;  on  a,  en  effet, 

W2  n=  I     A  (  x  )  ujt  (x)dx, 
ce  que  l'on  peut  écrire 

C     ki      \  un(&)    Un{x) 

/      A  (  x  )    t  dx  =  1 , 

Ja  \/Wn    V/W.2, 


et  comme 

un{x) 


v/w2/, 

on  conclut 


<K, 


/      .    .     .  Un(X )    ,  1 

/     A(x)-^=ddx>-, 
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ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'inégalité 

v7^ >  k     ou      w^:  >  r* 

Or  Wn  =  cK  C2 . . .  c„  W0  ;  donc 

W2  r2  r2  r,2 


w 


W2«  CjCo    C3C4  C2n-1C.2n 

W2 

par  conséquent,  le  quotient  ===-£■  décroît  avec  /z  ;  il  a  donc,  puisqu'il 

"  2  /i 

est  supérieur  à  —  >  une  limite  différente  de  zéro.  Il  en  résulte  encore 
que  le  produit 

(a)  2l£l...*L 

a  une  limite  différente  de  zéro,  puisque  — —  <C  i  •  Or  on  a 


C| 

_ 

c\ 

C2 

C4 

c 

Co 

C\ 

c8 

Cz 



Ci 

Ce 

c 

c6 

C12 

et,  par  suite,  Je  produit 


c10  c20 


Ci     Cj5    £5 
C      C       C 


a  pour  limite  la  limite  de  l'expression  (a),  c'est-à-dire  une  expression 
différente  de  zéro.  Il  en  sera  alors  évidemment  de  même  de 


C-2     C^     C(; 
C       C       C 


et,  par  suite,  de  )vo  comme  nous  voulions  l'établir. 
8.   Nous  allons  montrer  que 


a  une  limite  différente  de  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment. 
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Soit 


et  posons 

rb 

W'w  =    /     k(x)u'n  dx, 

on  aura  évidemment 

W'n=^  =  Wo---.- 
"         c"                 c           c 

Par  suite,  d'après  le  paragraphe  précédent,  on  est  assuré  que  W^ 
a  une  limite  pour  n  =  ce. 
On  a 

/      A  (x)  (  m'»  —  m'„+/,  )2  rfa;  =  W2  n  —  2  W2  „+yfc  -+-  W'2  „+2  ,,. 

Puisque  WJ,  tend  vers  une  limite,  il  est  certain  que  le  second 
membre  est  inférieur  à  toute  quantité  donnée  à  l'avance,  si  n  est  suf- 
fisamment grand.  Or  on  a 

/     A  (  x  )2  (  un  —  u'n+k  Y  dx  <  M    /     A  {x  )  (  u'n  —  u'n+kY  dx, 

M  désignant  le  maximum  de  A.(a?);  par  suite,  l'intégrale  du  premier 
membre  est  aussi  très  petite,  pour  a  suffisamment  grand.  Enfin,  de 
l'inégalité  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà  considérée 

/     [xk(x)(u'„  —  u'n+k)  h-  [3(6  —  x)]*  dx  >  o, 


on  conclut 


/     k(x)(u'n  —  u'u+k)  (b  —  x)  dx 

J  a 

<   C   A2(x)(u'fl-u'n+/cYdx   f    (b-xy 


Or   le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  supérieur  (§  5)   à  la 
valeur  absolue  de 

c[u'n+l(x)  —  u'n+k+1{x)¥ 
pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.    Par  suite,   on  peut 
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trouver  une  valeur  de  n  telle  qu'à  partir  de  cette  valeur,  on  ait 

I  <+l(^)  —  "/i+A+l(#)|  <  6, 

s  étant  une  quantité  donnée  à  l'avance  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
L'existence  de  la  limite  de  un(x)  est  ainsi  établie. 

La  fonction  un(x)  converge,  d'après  ce  qui  précède,  uniformément 
vers  sa  limite  u ' .  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  u'(x)  n'est  pas 
identiquement  nulle.  On  a,  en  effet. 


W 


r 

n=   I      A  {'x)un  dx. 


Or  nous  avons  vu  que  la  limite  de  la  constante  W,',  était  différente 
de  zéro;  donc  la  limite  de  u'n  ne  peut  être  nulle.  La  limite  u'(x) 
satisfait  a  l'équation  différentielle 

d-u'         \   .  .     .     , 
_  +  _A(*)«  =  o, 

et  elle  s'annule  aux  deux  extrémités  de  (#,  b). 

9.  Une  remarque  importante  est  à  faire  sur  la  quantité  c,  qui  a 
joué  un  rôle  si  important  dans  ce  qui  précède.  Considérons  les 
expressions 

' 'du\* 


-?      dx, 


J0(u)=   !     A(x)u*dx,         Jl(u)=J 

i  ,   •  c  i  •  •  du      , 

ou  u  désigne  une  fonction  quelconque  continue,  ainsi  que  -r-,  dans 

l'intervalle  (a,  b),  et  s' annulant  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle. 
Soit,  d'autre  part,  la  série 

u0-h  u i  k  -+-  u->  k'2 -+-... H-  un  kn  -+-..., 

ordonnée  suivant  les  puissances  de  la  constante  k.  Puisque  -£  a  une 

limite  déterminée  différente  de  zéro,  le  rapport  d'un  terme  au  précé- 
dent a  pour  limite 

c/v, 

et  la  série  précédente  sera  convergente  tant  que 


SUR    CERTAINES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    DU    SECOND    ORDRE.  1  I  I 

Désignons  par  U  la  limite  de  cette  série;  c'est  une  fonction  de  x 
prenant  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b  les  valeurs  un,  et  qui  satisfait 
à  l'équation 


dx- 

Or,  partant  de  l'identité 

(du        u   dUy        d   (  iû  d\J\ 
\dx  ~~  17  ~dx)   +  ~d~?  \~U  dx) 

on  aura  de  suite 

/[(£)-*A(H*-/(£-&£)'* 

et,  par  conséquent, 

J  i  —  A  J  o  >>  o . 

Le  quotient  -^ -est  donc,  quelle  que  soit  la  fonction  u  satisfai- 

n  J0(w)  ^  ^ 

sant  aux  conditions  indiquées,  supérieure  à  toute  quantité  k  infé- 
rieure à  -•  Ce  quotient  ne  peut  donc  prendre  une  valeur  plus 
petite  que  -•  Cherchons  la  valeur  de 

Ji(m') 

J  o (  "' )  ' 

u!  étant  la  fonction  du  paragraphe  8,  qui  s'annule  pour  a  et  b  et  satis- 
fait à  l'équation 

d'  U'  l     A   t       \    '  / 

—7—-  H A  (  .r  )  m  —  o . 

L'identité 

donne  immédiatement 

Ji  (  u'  )  —  -  J0  (  u'  )  =  o  ; 

le  minimum  -  du  quotient 
c         * 

J  I  (  M  ) 

JoO) 
est  donc  atteint  pour  u  =  u! . 
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10.  On  pourrait  se  poser,  au  point  de  vue  du  calcul  des  variations, 
le  problème  de  rechercher  la  fonction  u  s'annulant  en  a  et  b  et  ren- 
dant minima  le  quotient 

J  i  (  u  ) 
J0(w)' 

Quand  on  applique  la  méthode  des  variations,  du  moins  si  on 
laisse  de  côté  des  travaux  tout  récents,  on  suppose  que  le  minimum 
est  atteint,  les  questions  d'existence  de  fonctions  réalisant  effective- 
ment le  minimum  étant  laissées  de  coté.  Soit  donc  une  fonction  w, 
s'annulant  en  a  et  b  et  rendant  minimum  le  quotient  précédent.  Soit  m 
ce  minimum. 

Nous  avons  à  écrire  que  la  variation  du  quotient  est  nulle,  ce  qui 
nous  donne 

J0(  w)ôJi  (u)  —  J]  (u)oJ0(u)  =  o 
ou 

ô,l j  ( u )  —  m ÔJ0 (u)  =  o . 

Or 

rb 

oJ0(m)  =  2   /      A(x)iioudx, 

J  a 

?J'<"!=(  3(s)2'te  =  \/  T^(è)dx 

rb  du  dou   ,  rh  d*u  „ 

—  il      —f-  —, —  d x  =  —  i    I      -v— ■  o  u 
,  /       dx    dx  J      dx1 


dx 


On  a  donc 


/  [ë  +  mA(aH 


m  A(x) a    o  u  dx  =  o, 


d'où  il  résulte  que  la  fonction  ;/,  satisfaisant  aux  conditions  indiquées, 
vérifie  l'équation 

— h  mA(x)u  —  o. 

dx2 

Ce  résultat  est  bien  d'accord  avec   ce   que  nous  avons  obtenu   plus 
haut. 

11.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  considéré  un  intervalle 
fixe  («,  b).  Supposons  maintenant  que,  a  restant  fixe,  on  fasse 
varier   b(b^>a).   La  fonction  A  (a?)   restera,   bien  entendu,  positive 
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pour  toute  valeur  de  x  à  partir  de  a,  pour  laquelle  nous  aurons  à  la 
considérer. 

Un  premier  point  à  peu  près  évident  est  que  la  limite  c  croit  avec 
l'intervalle  («,  b).  On  peut,  en  effet,  définir  c  comme  la  limite  de 

\  v\„, 

d'après  un  théorème  élémentaire  sur  les  suites.  Or 

rb 

Wn  =   /      A(x  ) un  dx. 

Soit  b{^>  b;  on  aura 

W,1,  =   /      k{x)u}tdx. 

*J  a 

Or,  de  a  à  6,  on  a  nécessairement 

comme  on  le  voit  de  proche  en  proche  à  partir  de  ul0  =  u0=i.  La 
limite  cfl,  correspondant  à  l'intervalle  (#,&,),  est  donc  supérieure 
à  la  limite  c,  correspondant  à  l'intervalle  («,  b). 

Or  pour  6,  très  voisin  de  #,  on  a  évidemment  c  très  voisin  de  zéro. 
Quand  b  s'éloigne  de  a,  la  limite  c  grandit.  Tant  que 

c  <  i, 

les  approximations  successives  convergent   (§  6),    et  une  intégrale 
s'annulant  pour  a  et  b  est  identiquement  nulle. 
Quand,  b  continuant  à  s'éloigner  de  <?,  on  a 


nous  arrivons  au  cas  limite  extrêmement  intéressant.  Nous  avons 
alors  une  fonction  n',  non  identiquement  nulle,  s'annulant  aux 
deux  extrémités  de  V intervalle  (a,  b)  et  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle  proposée 

—r- —   -+-  A(X)ll    =   O. 

dx1 

Quand,  b  continuant  à  croître,  c  devient  plus  grand  que  un,  nous 
sommes  assuré  que  les  approximations  successives  ne  convergent 
plus,  et  qu'il  n'y  a  plus  d'intégrales  restant  toujours  positives 
dans  (a,  b). 

P.  —  III.  8 
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Dans  le  cas  particulier  très  simple  où  A(a?)  se  réduit  à  une  con- 
stante A,  on  trouve  immédiatement  la  longueur  de  l'intervalle  mini- 
mum correspondant  à  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extrémités. 

Soit  l'équation 

— -Z  +Ay  =  o         (  A  >  o  )  : 
dx- 

l'intégrale  générale  étant 

[s  sin(a?v//Â  H-  a), 

l'intervalle  cherché  sera 

et  nous  avons  l'intégrale  sin(^y/A  ),  restant  positive  de  o  à  — =..?  et 

v/A 
s'annulant  pour  ces  deux  valeurs. 

12.  Considérons  une  intégrale  s'annulant  pour  x  ==  #,  et  cher- 
chons à  la  suivre  quand  x  grandit  à  partir  de  a.  Elle  s'annulera  la 
première  fois  pour  la  valeur  x  =  b  dont  nous  venons  de  parler  (pour 
laquelle  c  =  i).  Arrivé  à  x  =  6,  nous  nous  trouvons  dans  les  mêmes 
conditions  qu'au  point  de  départ.  L'origine  des  intervalles  étant 
maintenant  6,  à  ce  point  b  correspondra  un  intervalle  bb1 ',  pour 
lequel  la  limite  c'  sera  égale  à  l'unité  (il  pourra,  d'ailleurs,  arriver 
que  b1  n'existe  pas,  la  limite  c' étant  toujours  inférieure  à  un,  si  grand 
qu'on  prenne  l'intervalle  à  partir  de  b).  ÎNotre  intégrale  aura  donc  la 
nouvelle  racine  à  x  =  b' ,  et  l'on  continuera  ainsi  indéfiniment,  si  la 
fonction  A(x)  est  définie  pour  toute  valeur  de  x.  On  voit  donc  com- 
ment on  pourra,  de  proche  en  proche,  faire  l'étude  de  l'intégrale. 


II.  —  Introduction  d'une  constante  arbitraire 
dans  l'équation  différentielle  C1). 

13.    Nous  allons  considérer  maintenant  une  équation  différentielle 
inéaire  du   second  ordre   dépendant  d'un   paramètre  arbitraire,    et, 


(')  J'ai  résumé  ce  Chapitre  dans  uue  Note  ,des  Comptes  rendus  :  Sur  les  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre  renfermant  un  paramètre  arbitraire 
(  ig  février  1894  )• 
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pour  nous  rapprocher  du  cas  étudié  dans  la  Section  précédente,  pre- 
nons l'équation 

(i)  ^-h*A(a0.r  =  o, 

où  \(#)  est  une  fonction  positive  dans  l'intervalle  (#,  6)  et  &  une 
constante.  Nous  pouvons  former  une  intégrale  de  cette  équation,  pre- 
nant pour  x  =  a,  ainsi  que  sa  dérivée  --- ,  des  valeurs  numériques 
arbitrairement  données.  Soit 

yx{x,k) 

cette  solution,  qui  dépend  manifestement  aussi  de  k,  et  qui,  d'après 
un  théorème  général  précédemment  établi  (Chap.  V,  §  2),  est  une 
fonction  de  k  holomorphe  pour  toute  valeur  de  k. 
Envisageons  de  même  une  seconde  solution 

J2O,  k), 
qui  correspond  à  un  second  système  de  valeurs  numériques  initiales 
de  y  et  -—■-  On  suppose  seulement  que  les  systèmes  de  valeurs  numé- 
riques ne  soient  pas,  dans  les  deux  cas,  proportionnels,  de  manière 
que  les  deux  solutions  soient  distinctes. 
Une  solution  quelconque  sera  de  la  forme 

ajKi(^,/0+  P/2(#,  *), 

a  et  [6  étant  des  constantes  arbitraires.  Nous  pouvons  choisir  a  et  [3 
de  manière  que  cette  solution  prenne,  pour  x  =  a  et  x  =  6,  des 
valeurs  déterminées  d'ailleurs  arbitraires.  Il  n'y  aura  d'exception  que 
si  le  déterminant  des  deux  équations  du  premier  degré  est  nul,  c'est- 
à-dire  si  l'on  a 

(2)  yx(a,  k)y,(b,  k)—  yx(b,  k)y,(a,  k)  =  o. 

Si  k  satisfait  à  cette  relation,  on  pourra  choisir  a  et  [ii  de  telle  sorte 

que  la  solution 

ajKi(#,  k)-+-$y2(x,  k) 

s'annule  en  a  et  b.  On  aura  donc,  pour  les  valeurs  de  k  satisfai- 
sant à  l'équation  (2),  une  intégrale  de  V équation  (1)  s  annulant 
en  a  et  b,  et  qui  11  est  pas  nulle  identiquement. 
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14.  Le  premier  membre  de  l'équation  (2)  étant  une  fonction  de  k, 
holomorphe  dans  tout  le  plan,  les  racines  ne  pourront  former  qu'une 
suite  discontinue. 

Montrons  que  les  racines  de  l'équation  (2)  ne  peuvent  être  que  des 
quantités  positives.  Nous  allons  voir  en  effet  que,  pour  une  valeur 
imaginaire  ou  négative  de  A*,  il  ne  peut  y  avoir  d'intégrale  s'annulant 
aux  deux  extrémités  sans  être  nulle  identiquement.  La  chose  nous 
est  connue  pour  les  valeurs  négatives  (Chap.  V,  §  10).  Quant  à  ce 
qui  concerne  les  valeurs  imaginaires,  nous  aurions,  en  posant 

y  =  Ui  -+-  H/2j  A  =  k'-\-  ik", 

d2(ui-h  iu-2) 


dx* 


et,  par  suite,  on  aurait 

Cl'2  U\ 

dx* 
d*  w2 
~dx~ï 


(  k'-+-  ik")  A(x)  (  «!  -h  iu.2)  =  o 


k'  A(a?)wi  —  k"  A(  x)u2  =  o, 


k'  A(x)ii2-\-  k"  A ( x ) Ux  =  o, 


la  solution  (w,,  u2)  s'annulant  en  a  et  b.  Ceci  est  impossible;  car  de: 
deux  équations  précédentes  on  tire 


/ 


b 

k"  A  (x)  (  u\  -h  u\)  dx  =  o  : 


ii\  et  u2  seraient  donc  identiquement  nuls,  si  k"  ^é.  o. 

15.   L'existence  d'une  suite  indéfinie  de  quantités  positives 

/<!,     A"2,      -  •  -i     kn, 

(kn  augmentant  indéfiniment  avec  /i),  pour  lesquelles  l'équation 

ki\(x)y  =  0 


d'y 
dx- 


a  une  intégrale  nulle  aux  deux  extrémités  de  (a,  b),  sans  être  iden- 
tiquement nulle,  constitue  un  théorème  important  que  nous  allons 
démontrer. 

16.   Commençons  par  établir  une  proposition  due  à  Sturm  (Jour- 
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nal  de  Liouville,  t.  1).  Soient  les  deux  équations 
d*y  ,  dïz 

où  co(a?)  et  'b(oc)  sont  deux  fonctions  continues  dans  un  certain  inter- 
valle. Soit  dans  cet  intervalle 

et  supposons  que  x0  et  x{  soient  deux  racines  consécutives  d'une 
intégrale  y(x)  dans  l'intervalle  considéré.  Nous  allons  voir,  d'après 
Sturm,  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  de  toute  intégrale  z(x)  de 
la  seconde  équation  entre  x0  et  xs . 

Supposons,  en  effet,  qu'il  n'y  en  ait  pas,  et  alors  nous  pouvons 
admettre  que,  entre  x0  et  x{,  les  deux  fonctions  y  et  z  soient  posi- 
tives. On  a 

et,  par  suite,  en  intégrant, 


dy 

dx 


/  JL'0  J.Va 


Le  second  membre  est  positif;  on  a  donc 

Or,   (4-)    ne   peut  être  négatif,   tandis   que    (-f-)    ne  peut  être 

positif,  et  comme  d'ailleurs  s,  et  z0  ne  sont  pas  négatifs,  il  est  impos- 
sible que  l'inégalité  précédente  soit  vérifiée. 

Nous  avons  supposé  que  h(x)  n'était  pas  identique  à  <o(x).  La 
même  conclusion  subsiste  quand  o(x)  =  <]>(#),  c'est-à-dire  que  pour 
l'équation 

d'2r         ,   x 

^-+r?(^)=o, 

les  racines  d'une  intégrale  séparent  les  racines  de  toute  autre 
intégrale  de  la  même  équation  différentielle. 

Ajoutons  encore,  pour  le  cas  où  ff(x)  n'est  pas  constamment 
égale  à  ty(x),  que  si  x0  est  une  racine  commune  aux  intégrales  y 
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et  c,  3  aura  au  moins  une  racine  entre  x0  et  x^  à  l'exclusion  de  x{, 
car  autrement  ;  aurait  toujours  le  même  signe  entre  x0  et  r,  (soit  le 
signe  plus  comme  r),  et  Ton  aurait  l'inégalité 


Zi  (  -~  \    >o  (  égalité  exclue  ), 


dx) . 

résultat  inadmissible,  puisque  zs  n'est  pas  négatif,  et  que  (  -j-  )  n'est 
pas  positif. 

17.  Du  théorème  de  Sturm,  on  peut  déduire  de  nombreuses  con- 
séquences. Envisageons  l'équation 

(Ei  g  +  A(a;)r  =  0, 

en  supposant  que,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  soit  x  =  o,  la 
fonction  A(x )  soit  continue  pour  toute  valeur  finie  de  x,  et  que  l'on 
ait  pour  toute  \  aie  ut  positive  de  x 

A(x)  >  «, 
a  étant  une  constante  positive.  Je  dis  que  dans  ce  cas  l'équation 

y  (ce)  =  o, 

y(x)  étant  une  intégrale  quelconque  de  (E),  a  une  Infinité  de  racines 
positives.  Comparons,  en  effet,  l'équation  (E)  à  l'équation 

d*z 

Cette  dernière  équation  admet  l'intégrale  générale 

z  =  A  cos(\/a.x)  -+-  B  sin(\/a.x). 

Donc,  l'équation  z  =  o  a  une  infinité  de  racines,  et  il  en  est,  par 
suite,  de  même  de  l'équation  y  =■  o,  d'après  le  théorème  de  Sturm. 

18.  Revenons  maintenant  au  théorème  énoncé  au  paragraphe  15. 
Tout  d'abord,  le  premier  terme  de  la  suite  que  nous  désignons  par  kK 
a  été  déjà  considéré  dans  la  Section  précédente;  il  est  l'inverse  de  la 
quantité  c,  qui  a  joué  dans  cette  Section  un  rôle  si  important.  En 
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effet,  tant  que  Ton  a 


,T9 


c 

les   approximations    successives   convergent  dans    l'intervalle    (a,  b) 
pour  l'équation 

et  il  n'y  a  pas  d'intégrale  nulle  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle 
(sauf  zéro).  Nous  savons,  au  contraire,  que  pour 


k 


y  aura  une  telle  intégrale. 

Faisons  maintenant  croître  k  à  partir  de  kK   (Jig.  i);  nous  aurons 


Fig.  .. 


une  intégrale  telle  que  aCb'  s'annulant  en  a  et  br,  ce  dernier  point 
étant  à  gauche  de  &,  et  une  intégrale  bd  a1  s'annulant  en  b  et  en  #', 
comme  il  résulte  de  la  remarque  faite  à  la  fin  du  paragraphe  10. 
Comme  ces  intégrales  ne  sont  déterminées  qu'à  un  facteur  près,  je 
puis  figurer  l'une  aLi-dessus  de  Ox,  l'autre  au-dessous.  Continuons 
à  faire  croître  k;  a'  marche  vers  la  droite  et  b'  vers  la  gauche,  toujours 
d'après  la  même  remarque.  A  un  certain  moment  ils  coïncideront  en 
un  point  a,  et,  comme  les  intégrales  dessinées  ne  sont  déterminées 
qu'à  un  facteur  près,  on  peut  les  choisir  de  telle  sorte  qu'elles  se  rac- 
cordent en  leur  point  commun;  on  voit  bien  nettement  qu'il  doit  \ 
avoir  coïncidence  de  a'  et  b'  pour  une  certaine  valeur  finie  de  /r,  car, 
s'il  en  était  autrement,  il  y  aurait,  quelque  grand  que  soit  k,  un 
intervalle  fini  I  ayant  toujours  a  à  sa  gauche  et  b'  à  sa  droite.  On 
aurait  alors  une  intégrale  de  l'équation  proposée  positive  dans  l'in- 
tervalle I,  quel  que  soit  k.  Or,  cela  est  impossible;  en  effet,  si  grand 
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que  soit  le  nombre  M,  on  peut  choisir  k  de  manière  que 

/,  AO)>  M. 


Mais  l'équation 


fcy 


a  pour  intégrale  particulière 


y 


=  sin(a?  v/M), 


et  cette  intégrale,  pour  M  assez  grand,  a  plusieurs  racines  dans  l'in- 
tervalle 1.  Donc,  d'après  le  théorème  de  Sturm,  toute  intégrale  de 
notre  équation  initiale  aurait  des  racines  dans  I,  ce  qui  est  contra- 
dictoire. On  aura  alors  la  figure  2,  et  les  deux  courbes  dessinées  cor- 


Fig.  2. 


respondent  à  une  même  intégrale.  Nous  concevons  donc  ainsi  l'exis- 
tence de  la  seconde  valeur  de  k2  pour  laquelle  il  y  aura  une  intégrale 
nulle  en  «  et  6;  cette  intégrale  s'annule  une  fois  entre  a  et  b. 

On  continuera  à  raisonner  de  la  sorte,  se  reportant  toujours  au 
théorème  de  Sturm.  On  aura,  À"  étant  un  peu  supérieur  à  /r2,  le 
dessin  suivant  d'intégrales  (fig>   3)   :   le   point  y  marchera  vers  la 


droite  et  0  vers  la  gauche  à   mesure  que  k  grandira,   et  pour  une 
certaine  valeur  de  À",  soit  À';$,  on  aura  la  figure  4,  et  l'on  peut  choisir 


Fij 


la  constante  dans  l'intégrale  partant  de  b  (de  é  en  î)  et  dans  l'inté- 
grale partant  de  a  (de  a  en  s)  de  manière  à  avoir,  par  l'ensemble  des 
deux,  une  seule  intégrale.  Nous  arrivons  donc  ainsi  à  une  valeur  k3 
pour  laquelle  il  y  a  une  intégrale  nulle  en  a  et  b  ;   cette  intégrale 
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s'annule  deux  fois  entre  a  et  b.  On  continuera  ainsi  indéfiniment, 
et  l'on  démontre  ainsi  l'existence  d'une  suite 

(S)  A'i,     a:2,      .  .  . ,     kn 

de  nombres  grandissant  indéfiniment,  et  correspondant  aux  valeurs 
de  k  pour  lesquelles  l'équation 

a  une  intégrale  nulle  en  a  et  b.  Il  est  clair  que  kn  augmente  indéfini- 
ment avec  /?,  car  les  intervalles  «a,  as,  . . .  vont  en  diminuant  indé- 
finiment. D'ailleurs,  ces  nombres  étant  les  racines  de  l'équation 
transcendante  (2)  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  entière 
de  k  ne  peuvent  avoir  pour  point  limite  un  point  à  distance  finie. 
Du  raisonnement  ci-dessus,  il  résulte  que  l'équation 

admet  une  intégrale  Cyu  s' annulant  en  a  et  6,  et  n  —  1  fois  entre 
a  et  b. 

19.   Faisons  une  remarque  importante  relative  à  la  rapidité  de  la 
croissance  des  quantités  kn.  Soit 

A(^)<M. 
Si  l'on  considère  l'équation 

d'ly     ,>™ 


on  a 


k'  = 


n       M{b-ay 
Or,  considérons  les  deux  équations 

(E')  -^    -^k'aMy         =  0, 

(E)  ^  +  knk{x)yn=0. 

Je  dis  que  l'on  ne  peut  avoir 

k;,<k'n, 
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car  alors  on  aurait 

kn  k{œ)<k'nM. 

L'équation  (E)  admet  une  intégrale  ayant  «  +  i  racines  entre  a 
et  b  (y  compris  a  et  6),  ce  qui  donne  n  intervalles.  Donc,  toute 
intégrale  de  (E')  aura  au  moins  n  racines  entre  a  et  b  (à  l'exclusion 
des  valeurs  extrêmes),  ce  qui  n'est  pas  puisqu'il  y  en  a  une  qui  en  a 
seulement  n  —  i .  //  en  résulte  que  V  on  a  nécessairement 

[/.  étant  un  nombre  fixe  indépendant  de  n. 

20.  Ceci  posé,  envisageons  l'intégrale  u  de  l'équation  (i)  prenant 
en  a  et  b  des  valeurs  numériques  A  et  B  données  d'ailleurs  arbitrai- 
rement. Nous  regarderons  l'intégrale  u  comme  fonction  de  k\  cette 
fonction  de  k  sera  évidemment  uniforme  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  k  et  elle  aura  pour  pôles  les  termes  de  la  suite  (S). 

Nous  allons  montrer  que  ces  pôles  sont  des  pôles  simples. 

Ecrivons  l'équation 

d'-y 
-^-+/>7A(.,,r  =  o. 

Elle  admet  une  intégrale  yQ  s'annulant  en  a  et  b,  et  soit  Y0  une 
seconde  intégrale  distincte  de  la  première  et,  par  suite,  ne  s'annu- 
lant pas  pour  x  =  a.  Soit  maintenant  l'équation 

(3)  -J£  -+-(**-+-  \x)k(x)y  =  o. 

Cette  équation  admet  deux  intégrales  y  et  Y  prenant  respectivement, 
pour  x  =  a,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  les  mêmes  valeurs 
que  y0  et  Y0,  et  leurs  dérivées  premières.  D'après  le  théorème 
général,  déjà  plusieurs  fois  appliqué,  ces  intégrales  seront  des  fonc- 
tions entières  de  lu,  et  l'on  aura  le  développement 

(4)  y  =  y*-+-yi  &-+-...,       Y  =  Y0-hY,  n-h..., 


y,,  r2,  ...,  Y,,  Y2,  ...  s'annulant  nécessairement  pour 
Une  intégrale  u  de  (3)  est  de  la  forme 

u  =  ocy  -4-  p  Y. 
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Cherchons  à  déterminer  les  constantes  a  et  p  de  manière  que  cette 
intégrale  prenne  pour  a  et  b  les  valeurs  A  et  B.  On  a  les  deux  équa- 
tions 

|3YoO)=:A,         a[^,(6)fji-h...]+p[Yo(ô)+...]  =  B. 

On  voit  donc  que  [6  est  une  constante  par  rapport  à  jji  et  que  a  admet 
le  pôle  |jl  =  o.  Ce  pôle  sera  simple  si  l'on  a 

y\(l>)  ^  o. 

Nous  allons  établir  qu'il  en  est  bien  ainsi.  On  a  les  deux  équations 
&yo 


dx- 

d-yx 
dx- 


obtenues  en  substituant  dans  (3)  les  développements  (4).  Or,  des 
deux  équations  précédentes,  on  conclut 

La  première  intégrale  s'effectue  immédiatement;  elle  serait  nulle  si 
l'on  avait  yt  (b) '=  o,  et  l'on  serait  alors  conduit  à  une  absurdité. 
Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  que  ki  est  un  pôle  simple  de  a. 

21.    Nous   arrivons   maintenant  au   calcul   des   quantités  k[.   Tant 
que  k  sera  inférieur  à  /",,  on  aura  pour  a  le  développement 

U  =  M0  -f-  UA  k  -h ...  H-  ÎA/j  /t"  -1- .  .  . , 

u0  prenant  en  a  et  b  les  valeurs  A  et  B  et  les  autres  u  s'annulant  aux 
deux  extrémités  de  l'intervalle.  Ces  divers  coefficients  sont  des  fonc- 
tions de  x  déterminés  de  proche  en  proche  par  les  équations 

cPiio  dxu\  d2u,t        .  . 

Formons  les  constantes 


U*  =     I       U0(X)  Un{x)  A(x) 


dx. 
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qui  présentent  la  plus  grande  analogie  avec  les  quantités  W„  consi- 
dérées au  paragraphe  3  de  ce  Chapitre.  Dans  ce  cas,  u0  se  réduisait  à 
l'unité,  tandis  qu'ici  u0  dépend  de  x  et  peut  être  de  signe  variable. 
Quoique  u0  et  un  ne  soient  pas  nécessairement  d'un  signe  invariable 
dans  (a,  b),  toutes  les  constantes  U„  sont  positives;  on  le  voit.de 
suite  en  remarquant  que 

U2«=    /     k(x)u\dx        et         U2«-m=    /     (       ,"+1  j   dx, 

et  l'on  a  aussi 

U/«+«=    /     umunk(x)dx  =   j      —j^-  — J^rdx, 

la  dernière  égalité  supposant  m  y^.  o. 

On  établira,  comme  au  paragraphe  4  de  ce  Chapitre,  les  inégalités 

mais,  arrivé  à  ce  point,  nous  devons  modifier  un  peu  les  raisonne- 
ments. Il  est  clair  que  n  doit  tendre  vers  une  limite;  sinon  ce 
quotient  grandirait  indéfiniment  avec  /?,  et  la  série 

U0-+-U1Â-+-...+-U„A-"  +  ... 
ne  serait  convergente  pour  aucune  valeur  de  k;  or,  cette  série  est 


égale  à 

b 


X 


uQ(u0~h  ut  k  -t- . , . -h  un kn -+- ... )  A  ( x )  dx, 


qui  a  un  sens  déterminé  pour  k  <  k{.  La  limite  de        "     est  donc  au 

V  n— 1 

plus  égale  à  r-- 

D'autre  part,  nous  pouvons,  comme  au  paragraphe  5,  comparer 


La  relation 

d'2  un 


A(x)uri-t=  o 


donne  pour  un  une  somme  de  deux  intégrales  et,  si  l'on  écrit  l'équa- 
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tion 

on  aura 

I  "«  |  <  a, 

les  conditions  aux  limites  étant  zéro  pour  X.   11  en  résulte,  d'après 
le  paragraphe  o,  que 

I  un  (»)  I  <    /     A.(«)  |  w„_!  (  s  )  |  (  6  —  s  )  dz. 

Le  reste  de  l'analyse  de  ce  paragraphe  est  alors  applicable,  et  l'on 
aura 

|  M„(.r)|<KVt, 

K  étant  un  nombre  fixe.  Il  résulte  de  là  et  de  ce  qui  précède,  que  les 
deux  séries 

Uq  -f-  U\  k  -f- . .  .-f-  un  kn  -h  . . . , 

Uo-f-  Ui*-+-...+  U„A:«-*-... 

ont  même  cercle  de  convergence;  donc 

-       u«  ' 

nm  — =  —  (  pour   n  =  oc). 

\jn—\  A"i 

22.   Nous  allons  maintenant  calculer  k2.    Puisque  kK   est  un  pùle 
simple  de  m,  nous  pouvons  écrire 

u' 

u  =  j  ■+-  pu  -+-  pt  A:  H- . . .  -h  vn  kn  -f- . . . , 

'-Tt 

la   série  du   second   membre   étant   convergente  jusqu'à  Â=r/r2.    La 
comparaison  de  ce  développement  avec 

U  =   Uq  -f-  Ui  k  -h  .  .  .  -h  M/t  A"  H-  .  .  . 

donne 

//' 

Un  =  Vn  H-  -^ 
/v  1 

et,  par  suite, 

m'  =  lim  (  unk'{), 


car  lim(rwÂ"")  est  nécessairement  nulle.  Nous  pouvons  donc  regarder 
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//'  com 


me  connu  et,  par  suite,  les  v.  Ces  dernières  fonctions  satisfont 
an  système  d'équations,  résultant  immédiatement  du  système  auquel 
satisfont  les  u,  et  de  l'équation 


d'2u'        ,     .  . 

-j-r-  +  k\    \(x)U    =   O, 

dx1 


a  savoir  : 

d2v» 
dx* 


k\  \(x)u'  =  o, 


-f-ï    -HA(;r)Po         =0, 


A  (  x)vn-l  =  o. 


dx* 

Tous  les  c,  sauf  p0,  sont  nuls  en  «  et  &,  et  p0  prend  en  a  et  6  les 
valeurs  A.  et  B. 

Nous  formerons  alors  la  suite  des  quantités 

V„=    /     v0(x)vfl(x)A(x)dx, 
J  a 

et,  sans  rien  changer  à  l'ensemble  des  raisonnements,  on  démontre 

que 

,.        V„  i 

iim     —  = 

n—  »    »  n— 1  '>2 

Nous  calculons  donc  ainsi  la  seconde  valeur  singulière  k2. 
123.    On  peut  continuer  ainsi  indéfiniment.  On  aura 

v0  -h  v<l  k  -+- . . .-+-  vn  kn  h-  . . .  =  j-  +  u>0  +  <V  j  A-  -+-...  -h  wn  kn-h . . . , 

la  série  du    second  membre  étant  convergente  jusqu'à  k  =  k3.   On 
ol) tiendra  çl  par  la  formule 

p'=  lim  (vnk'i  i, 

et  les  constantes 

Wfl  =    /     (V0(x)  w n  (  .r  )  A (  r )  dx 

conduiront  à  la  troisième  valeur  À;t,  et  ainsi  de  suite. 
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Nous  avons  donc  obtenu  le  résultat  que  nous  avions  en  vue.  Les 
valeurs  singulières  ki  peuvent  être  obtenues  de  proche  en  proche 
par  un  calcul  régulier,  ainsi  que  les  intégrales  nulles  aux  deux 
extrémités  de  (a,  b)  correspondant  à  ces  valeurs  singulières. 

24.  Nous  avons,  au  paragraphe  10,  montré  comment  des  questions 
de  minimum  pouvaient  s'introduire  dans  les  problèmes  que  nous  trai- 
tons. D'après  ce  qui  précède,  nous  avons  pour  l'équation 

^T  -+-*BA(ar)^  =  o, 

une  intégrale  Gy,i  (C  étant  une  constante  arbitraire)  s'annulant  en  a 

et  b. 

11  a  été  vu  (§  10)  que,  pour  toutes  les  fonctions  continues  entre  a 

7       •      •  du  .  1  7     i 

et  6>,  ainsi  que  -7-  et  s  annulant  pour  a  et  6,  le  quotient 


dx 

fi 


'""\i, 


dx  1 

(«)  -^ 


J 


A(x)u2  dx 


a  pour  minimum  À,,  qu'il  atteint  pour  u=y\. 

D'une  manière  plus  générale,  pour  toutes  les  fonctions  u(x)  s'an- 
nulant en  a  et  6,  et  satisfaisant  aux  relations 


£ 


b 
A(x)  u(x)yt(x)  dx  =  o  (  i  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  m ) , 


le  minimum  de  (a)  a  lieu  pour 

u(x)  =JK/«+i. 
Nous  énoncerons  seulement  ce  résultat. 

2o.  Nous  nous  sommes  borné,  dans  ce  Chapitre,  à  une  équation 
particulière  pour  avoir  des  résultats  très  simples.  On  pourrait,  d'une 
manière  plus  générale,  considérer  une  équation 

(5)  ^  +  [kA(x)+\^x)]^  +  [kB(x)  +  B1(x)]y  =  o, 

les   V  et  B  étant  continues  dans  un  intervalle  (a,  b). 
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Il  n'y  a,  pour  cette  équation,  d'intégrale  s'annulant  aux  deux  extré- 
mités de  l'intervalle,  sans  être  identiquement  nulle,  que  pour  une 
suite  discontinue  de  valeurs  de  A",  racines  d'une  équation 

(6)  G(*)  =  o, 

G(k)  désignant  une  fonction  entière. 

L'intégrale  de  l'équation  (  5  ),  prenant  en  a  et  b  des  valeurs  données, 
est  une  fonction  uniforme  de  k  dans  tout  te  plan  de  cette  variable 
et  ayant  pour  pôles  les  racines  de  l'équation  (6).  La  démonstra- 
tion de  cette  proposition  peut  se  faire  par  la  même  voie  que  pour 
l'équation  spéciale  sur  laquelle  nous  venons  de  nous  arrêter.  Nous 
aurons  d'ailleurs  à  revenir  sur  des  questions  de  cette  nature,  qui  se 
rencontrent  fréquemment  en  Physique  mathématique. 
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CHAPITRE  VIL 

ÉTUDE  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  NON  LINÉAIRES. 


I.  —  Discussion  des  intégrales  passant  par  deux  points 
pour  une  classe  d'équations  du  second  ordre. 

I.  Les  conditions  d'application  de  la  méthode  des  approximations 
successives  sont  très  diverses  suivant  les  classes  particulières  d'équa- 
tions qu'on  étudie.  Considérons  ici  l'équation 

cV-v       ,, 

(0-  j*ï+S(x>^  =  ° 

et  supposons  que,  x  ('-tant  dans  un  certain  intervalle,  la  fonction 
f(.x,y):  définie  pour  toute  valeur  dey,  croisse  constamment  avec  y 
et  que  l'on  ait  identiquement 

f{x,  o)  =  o. 

11  est  clair  queT  dans  ces  conditions,  f(oc,  y)  sera  positif  quand  y 
sera  lui-même  positif.  Nous  allons  supposer,  de  plus,  que  la  dérivée 
toujours  positive 

décroît  quand  y  augmente. 

Ces  hypothèses  faites,  admettons  qiuil  existe  une  intégrale  y  de 
l'équation  (i),  restant  toujours  positive  (et  non  nulle)  lorsque  x  varie 
entre  o  et  6,  et  ne  s'annulant  pas  pour  les  valeurs  extrêmes.  Nous 
allons  montrer  que  cette  intégrale  peut  certainement  être  obtenue 
par  la  méthode  des  approximations  successives. 

P.  -  III.  9 
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Partons  à  cet  effet  de  la  fonction  y0  satisfaisant  à  l'équation 

d1  Ko 

et  prenant  aux  limites  les  mêmes  valeurs  que  y.  Les  équations  suc- 
cessives 

d-  Yi        /v 

(y,i  prenant  les  mêmes  valeurs  que  r  aux  deux  limites)  montrent  que 

yo<yi  <...<r«- 
11  faut  montrer  que  yn  a  y  pour  limite.  Or  considérons  le  quotient 

y —y* 

y 

D'après  l'équation 

dHy-yo) 


djL'1 


A*,  y)  -  o, 


y  est  plus  grand  que  y0  et,  par  suite,  le  rapport  précédent  est  plus 
petit  que  l'unité  et  n'atteint  pas  ce  nombre  :  soit  q  son  maximum; 
on  a 

q<l. 
Ceci  posé,  l'équation 

d-{  y  —  .ri) 


<^r5 


■f{x,y)—f(x,yQ)  =  o 


donne 

0        b 

en  remplaçant,  sous  les  signes  d'intégration,  dans  y  et  y0)  x  par  3. 
Mais  nous  pouvons  écrire  l'inégalité 

/(g>r)  —f(*,yi)  =  /r^^iK.r— rO  <  r  —  j\ 
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car  £,  >>  ç0.  Or,  de  l'égalité 

y-V„  =   f    zf(z,y)(i-^)dz-^j  f  flz,y)(b-z)dz, 

rapprochée  de  légalité  (2)  et  de  l'inégalité 

f(z,y)  —(z,  y»)        fy(z,  li)  {y—  Je)        r~.ro 

A*,  y)  frM*)y  y     ^9' 

on  conclut 

y  —  y\ 


y-y<> 


On  aura  de  la  même  manièi 


y  —  Yi     - 


y—y\ 

et  ainsi  indéfiniment 


y—yn    ^ 

De  ces  inégalités  on  déduit 

y—yn<yqnJhl. 

Celle  inégalité  établit  bien  que  y„  converge  uniformément 
vers  y.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

2.  Nous  avons  maintenant  à  rechercher  les  intervalles  dans  les- 
quels on  peut  être  assuré  d'avoir  une  intégrale  toujours  positive,  et 
chercher  en  particulier  s'il  est  possible  d'avoir  une  intégrale  s'annu- 
lant  aux  extrémités  d'un  intervalle,  sans  être  identiquement  nulle. 
Nous  avons  dit  que  la  dérivée  toujours  positive 

fy(.r,r) 

va  constamment  en  décroissant  quand  y  augmente,  lorsque  x  a  une 
valeur  fixe  quelconque  dans  un  certain  intervalle.  Pour  -y  =  oc,  cette 
fonction  aura  une  valeur  déterminée;  posons 

f'y{x,  o)  =  P(.r), 

/;(#,»>- Q(ar), 
on  aura  donc 

lP(ar»Q(*)'. 
Q(a-)  pouvant  être  identiquement  nulle. 


1  32  CHAPITRE    VII. 

3.  Avant  daller  plus  loin,  rappelons  un  théorème,  obtenu  au 
Chapitre  précédent,  sur  les  équations  différentielles  linéaires. 

Etant  donnée  l'équation  linéaire 

(3)  g  +  P^X^o, 

où  la  fonction  P(.r)  est  positive  et  définie  pour  un  champ  suffisam- 
ment grand  de  valeurs  de  x,  il  existe  une  quantité  a,  telle  que,  dans 
tout  intervalle  (o,  a')  où  a' <<  a,  une  intégrale  nulle  aux  deux  extré- 
mités est  identiquement  nulle.  Pour  l'intervalle  (o,  a),  au  contraire, 
il  existe  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extrémités  et  qui  n'est 
pas  nulle  identiquement.  Dans  l'intervalle  (o,  a'),  la  méthode  des 
approximations  successives  conduit  à  une  série  convergente. 
Si  Ton  considère  une  seconde  équation  de  même  forme 

à  cette  équation  correspondra  un  intervalle  (o,  [j  ).  Si  Ton  a 

P(a7)>Q(a?), 

on  aura  nécessairement 

.....   «<£. 

4.  Ceci  posé,  revenons  à  l'équation 

Proposons-nous  de  montrer  qu' il  existe  une  intégrale  [ne  s' an- 
nulant pas  identiquement)  s'annulant 

pour  x  =  o         c    pour  =  a, 

a  étant  compris  entre  a  et  p. 

Cette  intégrale  va  nous  être  fournie  par  la  méthode  des  approxi- 
mations successives.  Nous  partons  d'une  fonction  arbitraire,  toujours 
positive,  s'annulant  pour  o  et  pour  a\  nous  allons  montrer  d'abord 
que  la  série  des  approximations  successives  est  convergente.  Consi- 
dérons, à  cet  effet,  une  quantité  positive  £  assez  grande  pour  qu'en 
posant 
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la  quantité,  analogue  à  la  lettre  a  du  numéro  précédent  et  relative  à 
L'équation 

soit   supérieure   à  a\   ceci  est  possible   puisque  pour  s  =  x la  fonc- 
tion R(.r)  se  réduit  à  ()[x). 

Ceci  posé,  cherchons  l'intégrale  de  l'équation  (E)  prenant  pour 
x  =  o  et  pour  x  =  a  la  valeur  s.  La  méthode  des  approximations 
successives  nous  fournira  une  suite  de  fonctions  croissantes 

r<>  =  s>      yu  y*,    ••-,  yn,    — 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  suite  a  une  limite.  On  a,  en  eftet, 

d-(  Vn  —  Vn-\)  /y  v  r, 

dx;      -  +/(^r«-i)  — i/o,  r«-2.)  =  O. 

Or 

f(x,yn-{)  —fix.y,,-,)  <  R(a7)(<Xn-i  —  r„-2), 

puisque  jK//-t  etj^n-2  sont  supérieurs  à  e.  Or  la  série  des  approxima- 
tions successives  converge  pour  l'équation  linéaire 

Il  en  est  donc  a  fortiori  de  même  pour  l'équation  (E). 

Nous  venons  de  trouver  l'intégrale  de  l'équation  (E)  prenant 
pour  x  =  o  et  x  =  a  la  valeur  =,  s  étant  une  constante  suffisamment 
grande.  Nous  voulons  avoir  l'intégrale  de  l'équation  prenant  la  valeur 
zéro  aux  deux  extrémités.  Or  partons  d'une  fonction  s'annulant  aux 
deux  extrémités  et  inférieure  à  s;  puisque  les  approximations  con- 
vergent dans  le  cas  qui  vient  d'être  examiné  ci-dessus,  elles  con- 
vergent nécessairement  encore  dans  le  cas  actuel. 

Nous  obtenons  donc,  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives, une  intégrale  s'annulant  pour  x  —  o  et  pour  x  =  a. 

Une  objection  importante  se  présente  toutefois  immédiatement  :  l'in- 
tégrale que  nous  venons  de  trouver  n'est-elle  pas  identiquement  nulle? 

Nous  allons  établir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi. 

Montrons  d'abord  qu'on  peut  trouver  une  fonction  continue  y0 
de  a,  s'annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  a,  et  telle  que  dans  l'inter- 
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valle  (o,  a), 

%£+ A*,  »)><>■ 

Soit  r\  une  quantité  positive  et  posons 

fy(X,      T,)      =      l\l{X). 

Nous  pouvons  prendre  rt  de  telle  sorte  que  la  quantité  a,,  corres- 
pondant à  l'équation  linéaire 

soit  égale  à  a.  Désignons  alors  par  y0  la  fonction  continue  satisfai- 
sant à  cette  dernière  équation  entre  o  et  a  et  s'annulant  pour  ces 
deux  valeurs;  de  plus,  comme  elle  n'est  déterminée  qu'à  un  facteur 
près,  nous  la  prenons  telle  qu'elle  ne  dépasse  pas  t\.  Nous  avons  ainsi 
une  fonction  continue  parfaitement  définie,  telle  que 

-^T-+-/U',J'o)>o; 

nous  allons  la  prendre  pour  commencer  les  approximations  succes- 
sives. La  seconde  fonction  yt  est  déterminée  par  l'équation 

et  par  la  condition  de  s'annuler  pour  x  =  o  et  pour  x  =  a.  11  est 
facile  de  voir  que 


Si  nous  écrivons,  en  elle t,  yK  —  y0 
<P\       d*y0 


dx^         dx* 


f(*,yo)  =  °- 


La  somme  des  deux  derniers  termes  est  positive;  A  s'annulant  aux 
deux  extrémités  de  l'intervalle  (o,  a)  sera  donc  positif  dans  cet  inter- 
valle. Nous  aurons  donc  bien  l'inégalité  annoncée.  Du  moment  que 
7i  >Jo,  on  aura 

y%>yu 

et  ainsi  de  suite.   L'intégrale  cherchée  y  sera  donc  supérieure  ày0, 
elle  ne  se/a  pas  identiquement  nulle.- 
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En  définitive,  nous  avons  démontré  dans  ce  paragraphe  quil 
existait  une  intégrale  de  V équation 

s' annulant  pour  x  =  o  et  pour  x  =  <7,  et  toujours  positive  dans 
cet  intervalle. 

o.  L'intégrale  dont  il  vient  d'être  question  est  unique.  Ceci  est 
une  conséquence  de  l'analyse  du  n"  1.  A  la  vérité,  l'intégrale  tou- 
jours positive  j',  que  nous  avons  considérée  dans  ce  numéro,  ne  s'an- 
nulait pas  aux  deux  extrémités;  le  raisonnement  subsiste  sans  modi- 
fication si  l'intégrale  s'annule  seulement  à  une  des  extrémités,  soit 

pour  x  =  o,  et  si  l'on  suppose,  de  plus,  que  -.-  ne  soit  pas  infinie 
pour  x  =  o.  Il  est  évident  d'ailleurs  que  -—■  ne  sera  pas  nulle  pour 

x  =  o,  car  autrement  y  serait  identiquement  nulle.  Si  nous  prenons 
alors  le  rapport 

-  ■  y  ~-y°  = ,  _  z± 

y  y 

du  n°  1,  ce  rapport  sera  plus  petit  que  l'unité,  même  pour  x  =  o,  car 


yo\  =  tangO> 
o\y)        tang6 


8  et  G'  désignant  deux  angles  aigus  différents  de  zéro  et  de  ->  et  l'on  a 

O'lO. 

Si  l'intégrale  toujours  positive  y  s'annule  aux  deux  extrémités  de 
l'intervalle,  le  raisonnement  doit  être  modifié,  car  on  ne  peut  faire 
les  approximations  successives  en  partant  de  la  fonction  j  ()  satisfai- 
sant à  l'équation 

d*y 

d*  =  °' 

On  suppose  que  Ton  parte  de  la  fonction  y0  considérée  à  la  fin  du 
numéro  précédent,  pour  laquelle 

d'2yo 
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On  peut,  de  plus,  supposer  que y0  <j  (y0  n'étant  déterminé  qu'à 
un  facteur  près). 

Nous  pouvons  affirmer  alors  que  l'expression 

y 

reste  moindre  qu'un  nombre  q  plus  petit  que  l'unité,  puisque,  pour 

X  =  o  et  .r  =  a,  la  limite  de  —  ne  peut  être  nulle.  Il  n'y  a  plus  alors 

qu'à  raisonner  comme  au  n°  1  pour  voir  que  yn  a  nécessairement  une 
limite,  et  cette  limite  est  y.  Cette  intégrale  y  est  donc  unique. 

6.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  a  était  dis- 
tinct des  valeurs  extrêmes  a  et  fi.  Montrons  que  l'intégrale  tend  vers 
zéro  quand  a  tend  vers  a.  Nous  allons  raisonner  comme  au  n"  i, 
quoique  dans  des  circonstances  un  peu  différentes.  Nous  pouvons 
prendre  la  constante  s  assez  petite  pour  que,  ayant  posé 

/;.<>,  s)  =  R(o7), 

l'intervalle  a!  dans  lequel  s'applique,  pour  l'équation 

la  méthode  des  approximations  successives,  soit  aussi  peu  supérieur 
que  l'on  voudra  à  a.  Choisissons  alors  a  entre  a  et  a'.  D'après  le  n"  4-, 
l'intégrale  y  de  notre  équation 

d±y       /•/ 

est  moindre  que  l'intégrale,  prenant  pour  .r  =  o  et  x  =  a  la  valeur  s, 
et  obtenue  comme  limite  des  approximations  convergentes 


Or  on  voit  que  chacun  de  ces  y  est  de  l'ordre  de  s,  c'est-à-dire  peut 
se  mettre  sous  la  forme  du  produit  de  £  par  une  fonction  restant 
finie;  notre  intégrale  y  est  donc  elle-même  de  l'ordre  de  s;  comme 
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on  peut  faire  tendre  £  vers  zéro  à  mesure  que  a  se  rapproche  de  plus 
en  plus  de  a,  il  en  résulte  que  l'intégrale  y  tend  vers  zéro,  comme 
nous  l'avons  annoncé. 

Supposons  maintenant  que  a  tende  vers  (j.  Nous  aurons  recours 
alors  à  la  seconde  partie  du  raisonnement  du  n°  4.  Puisque  a  est  très 
voisin  de  (3,  nous  pouvons  prendre  la  quantité  r\  extrêmement  grande. 
Supposons  de  plus  que  le  maximum  de  la  fonction  y0  soit  précisé- 
ment r(,  ce  que  nous  pouvons  toujours  réaliser,  puisque  r0  n'est 
déterminé  qu'à  un  facteur  près.  Dans  ces  conditions,  notre  intégrale 
atteindra  certainement  une  valeur  supérieure  à  i\.  Comme  r\  est  aussi 
grand  que  Ton  veut,  si  a  est  suffisamment  rapproché  de  [3,  on  voit 
qu'il  n'y  a  pas  d'intégrale  continue  (sauf  y  =  o)  s'annulant  pour  x  =  o 
et  pour  x  =  [ii.  Pour  une  valeur  lixe  quelconque  de  x  (distincte  de  o 
et  .a)  la  valeur  de  l'intégrale  y  de  l'équation 

rrr  +  /(,r'  y)  =  °> 

s'annnulant  pour  o  et  pour  «,  augmente  indéfiniment  quand  a  tend 
vers  (3.  11  résulte  encore  de  ces  considérations  que,  pour  l'intégrale  y 

correspondant  à  « ,  la  valeur  de  la  dérivée  ~-  pour  x  =  o  varie  d'une 

manière  continue  de  zéro  à  l'infini  quand  a  varie  de  a  à  p. 

7.  Dans  tout  ce  qui  précède  nous  n'avons  étudié  que  les  intégrales 
restant  toujours  positives  (ou  nulles).  Pour  étudier  d'autres  inté- 
grales, il  est  évidemment  nécessaire  de  faire  des  hypothèses  sur  la 
nature  de  la  fonction  /'(.r,  y)  et  de  ses  dérivées  pour  y  négatif.  Sup- 
posons encore  que  cette  fonction,  qui  s'annule  pour  y=o,  croisse 
toujours  en  même  temps  que  r,  et  que  la  dérivée 

toujours  positive,  ait  un  maximum  pour  y  =  o  et  n'ait  ni  minimum 
ni  autre  maximum.  On  pourra  alors  étudier  toutes  les  intégrales  de 
l'équation.  Faisons  seulement,  pour  le  moment,  la  remarque  que 
l'intégrale  étudiée  aux  n  "s  i  et  o,  et  qui  s'annule  pour  x  =  o  et  pour 
x  =  a,  ne  sera  pas  nécessairement  unique  si  l'on  ne  la  suppose  pas 
toujours  positive  dans  l'intervalle  (o,  a).  D'une  manière  plus  géné- 
rale,   une  intégrale  n'est  pas  nécessairement  déterminée    d 'une 
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manière  unique  dans  l'intervalle  (o,  a)  par  ses  valeurs  initiale  et 
finale;  nous  allons  toutefois  montrer  qu'il  en  sera  nécessairement 
ainsi  dans  le  cas  où 

a  <  t.. 

Soient,  en  effet,  y  et  c  deux  intégrales  supposées  distinctes  satis- 
faisant aux  mêmes  conditions.  On  aura 

dHy  —  z)        „,         N       ... 
ou 

A  étant  compris  entre  y  et  z.  Or,  on  a 

//(a?,  X)</;<a-,o)  =  P(àr). 

Il  en  résulte  que  l'intervalle,  partant  de  zéro,  dans  lequel  une  inté- 
grale s'annulant  aux  deux  extrémités  est  identiquement  nulle,  est 
plus  grand  pour  l'équation 


que  pour  1  équation 


d1  u 

-j—  -h  V(x)u  =  o. 

dxl 


Il  est  dès  lors  évident  que  les  deux  intégrales  coïncident  ('). 

II.  —  Quelques  cas  particuliers.  Exemples  de  solutions  périodiques. 

8.   Reprenons  l'équation 
(E)  ^ +/(«,,)  =  „, 

en  faisant  les  mêmes  hypothèses  que  dans  la  Section  précédente.  Ces 
hypothèses  étaient  relatives  à  y  positif.  Si  nous  voulons  étudier  des 


(')  Pour  l'extension  à  un  nombre  quelconque  d'équations  des  résultats  de  cette 
Section,  on  pourra  consulter  mon  Mémoire  de  1890  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques. 
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intégrales  devenant  négatives,  il  est  indispensable  de  compléter  ces 
hypothèses.  Supposons  donc  que  l'équation  obtenue  en  changeant  y 
en  — jk,  c'est-à-dire  l'équation 

rentre  dans  le  même  type  que  l'équation  (E),  pour  y  positif. 

Toutes  ces  conditions  étant  remplies,  nous  sommes  assuré  de  pou- 
voir suivre  une  intégrale  quelconque  pour  toute  valeur  de  x,  si,  bien 
entendu,  nous  supposons  f(x,  y)  définie  et  continue  pour  toute 
valeur  réelle  de  x.  L'équation  (E)  appartient,  en  effet,  au  type 
d'équations  au  sujet  desquelles  nous  avons  démontré  (§  3)  un  théo- 
rème général. 

Toute  intégrale  de  V équation  (E)  devra  nécessairement  s'an- 
nuler. Supposons,  en  effet,  qu'une  intégrale  ne  s'annule  pas  à  partir 
àex  =  o.  Désignons  encore  par  a  et  t3  (n"  -4)  les  deux  nombres  qui 
ont  joué  un  rôle  fondamental  dans  toute  la  théorie  de  la  Section  pré- 
cédente. Si  l'intégrale  considérée  ne  s'annule  pas  à  partir  de  x  =  o, 
nous  aurons  une  intégrale  restant  toujours  positive  et  différente  de 
zéro  dans  un  intervalle  (o,  /*),  h  étant  supérieur  à  p.  On  pourra  alors 
obtenir  une  intégrale,  non  identiquement  nulle,  s  annulant  pour  x  =  o 
et  pour  x  =  Il  et  restant  toujours  positive  dans  cet  intervalle,  ce  qui 
est  en  contradiction  avec  les  résultats  précédemment  obtenus,  puisque 
c'est  seulement  dans  l'intervalle  (o,  a),  où 

a  <  a  <  t3, 

que  l'on  peut  déterminer  une  intégrale  s'annulant  aux  deux  extré- 
mités et  toujours  positive  dans  l'intervalle. 

On  peut  encore  démontrer  de  la  manière  suivante  le  théorème 
précédent,  en  remarquant  que,  si  a  est  inférieur  à  jâ,  mais  en  est  très 
voisin,  l'intégrale  qui  s'annule  pour  ^  =  oet  pour  x  =  a  devient  très 
grande  (n°6);  la  courbe  intégrale  que  nous  étudions  et  cette  seconde 
courbe  intégrale  auront  donc  au  moins  deux  points  communs  et, 
par  suite,  nous  aurions  deux  intégrales  positives  prenant  les  mêmes 
valeurs  pour  deux  valeurs  de  x,  ce  qui  est  impossible. 

L'intégrale  s'annulant  une  fois  devra  s'annuler  une  infinité  de  fois 
et,  comme  nous  l'avons  dit  d'une  manière  générale,  on  pourra  suivre 
sa  valeur  de  proche  en  proche. 
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La  courbe  représentée  par  toute  intégrale  aura  donc  la  forme  d'une 
sinusoïde,  et  L'on  peut  dire  que  le  problème  de  l'intégration  pour 
l'équation  (E)  est  résolu,  si  l'on  entend  par  là  qu'on  peut  suivre  avec 
précision  les  valeurs  de  la  fonction  quand  x  augmente  indéfiniment. 

9.  Soient  deux  valeurs  x0  et  x^  de  x  (x0<C  x^).  A  un  intervalle 
commençant  en  x0  correspondent  pour  l'équation  (E)  une  longueur  p 
et  une  longueur  a,  en  gardant  toujours  la  même  notation  générale. 

Considérons  ensuite  l'équation  transformée  de  (E) 

cl2}- 

Pour  cette  équation  en  x1 ',  nous  aurons,  pour  un  intervalle  com- 
mençant à  x'=o,  une  longueur  f}'  et  une  longuenr  a'.  Supposons 
maintenant  que  les  quantités 

.r0,     a?! —  P',     a?o-+-P)     x\ 

soient  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur  et  que,  de  plus, 

X\  —  a  >  ^r0-h  a. 

Nous  allons  montrer  quV/  existe  au  moins  une  intégrale  de  l'équa- 
tion s' annulant  pour  x  =  x()  et  pour  x  =  x{. 
Désignons  par  A  une  arbitraire  comprise  entre 

xx —  p'     et     a?0+  p. 

Il  y  aura  une  intégrale  toujours  positive  de  l'équation  (E)  s'annu- 
lant  pour  x0  et  A;  de  même  l'équation  (E')  admettra  une  intégrale 
toujours  positive  s'annulant  pour  x'=  o  et  x'  =  xK  —  X  et,  par  suite, 
l'équation  (E)  admettra  une  intégrale  toujours  négative  s'annulant 
pour  x  =  xK  et  x  =  X.  Les  deux  intégrales  que  nous  venons  de  trou- 
ver peuvent-elles  être  la  continuation  lune  de  l'autre?  11  faut  et  il 
suffit  que  leur  dérivée  première  ait  la  même  valeur  pour  x  —  A.  Dési- 
gnons par  0  et  Q;  les  angles  compris  entre  o  et  —  que  font  les  tan- 
gentes aux   deux  courbes  au    point  x  =  X,  y  =  o  avec  l'axe  des  x. 

L'équation 

6  —  6'=o 

est  une  équation  en  X,  puisque  8  et  G' dépendent  de  A.  [1  faut  montrer 
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que  cette  équation  a  une  racine  entre  xt  —  ft  et  xQ-\-  (3.  Or,  quand  x 
est  très  voisin  de  xi  —  f}',  8' est  voisin  de  ->  tandis  que  8  a  une  valeur 


différente  de  ->  donc   8  —  8'  est   négatif  pour  cette  valeur  de  a 


^Hlll.         JJV^LIJ.         VyV^l>l.V/         MUVU1        U(j       „0     , 


contraire,  pour  x  voisin  de  x()-\-  (3,  8  est  voisin  de  -  tandis  que  8'  a 
une  valeur  différente  de  —  :  la  différence   8  —  8'  sera  alors  positive. 

L'équation  écrite  ci-dessus  aura  donc  au  moins  une  racine  correspon- 
dant à  une  valeur  A,  telle  que 

a?i— P'<X,<a:o^-g. 

Est-on  assuré  que  l'intégrale  correspondante  ne  sera  pas  nulle 
identiquement?  Oui,  puisque  autrement  il  faudrait  que  Ton  eut  à  la 

fois 

1 1  <  a?0  4-  a,         À ,  >  .a»!  —  a', 

ce  qui  est  incompatible  avec  nos  hypothèses.  Nous  avons  donc  bien 
une  intégrale  non  nulle  identiquement  et  s'annulant  pour  x  =  x0  et 
x  =  x{  ;  cette  intégrale  ne  garde  pas  un  signe  invariable  entre  les 
deux  valeurs  extrêmes. 

10.  Occupons-nous  maintenant  d'un  cas  particulièrement  intéres- 
sant :  celui  où  la  fonction  f  (a?,  y)  serait  périodique  par  rapport  à  x 
et  de  période  w.  Considérons  un  intervalle  ^0,  x0  -f-  o>).  En  suppo- 
sant remplies  les  hypothèses  du  n"  9,  nous  avons  une  intégrale  s'an- 
nulant pour  x0  et  a?o+n>.  Cette  intégrale  ne  sera  pas  en  général 
périodique,  car  pour  x0  et  xb  +  co  les  dérivées  n'auront  pas  la  même 
valeur.  En  écrivant  cette  condition,  on  aura  une  équation  en  x0 

F(tq)  =  o. 

A  chaque  racine  réelle  de  cette  équation  correspondra  une  solu- 
tion périodique. 

L'étude  des  racines  de  cette  équation  sera,  en  général,  extrême- 
ment difficile.  Je  veux  indiquer  cependant  un  cas  simple  où  l'on 
pourra  établir  l'existence  dune  solution  périodique.  Reprenons 
l'équation 
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satisfaisant  aux  conditions  des  paragraphes  précédents.  La  fonction 
/(&<,}')  est  périodique  par  rapport  à  x  et  de  période  w.  Supposons 
que 


f(x,  r)=/(w  —  v,y) 


et  que,  de  plus, 


f{x\y)  =—/<#•,  —  j). 

Partons   de  x0  =  o.   Si,  comme   nous  l'admettons,   les  nombres   a 
et  (3  relatifs  à  l'origine  comprennent  entre  eux  —  (Jïg.  5),   il  y  aura 

Fi g.  5. 


>  i        i      m  '  •  i  î  w 

une  intégrale  de  1  équation  s  annulant  pour  x  =  o  et  #  =  —  et  qui  ne 

sera  pas  identiquement  nulle.  Je  dis  que  cette  solution  sera  une  solu- 
tion périodique. 

Prenons,    en  effet,    la  courbe   symétrique   par  rapport  à  x=-, 

y  =  o,  de  la  branche  de  courbe  dont  nous  venons  de  parler.  Il  est 
aisé  de  voir  qu'elle  satisfera  à  l'équation  différentielle. 

En  désignant  par  y  =  cp  (x)  l'équation  de  la  première  branche,  on 
aura  pour  équation  de  la  symétrique 


y  =  —  o(co  —  x): 


Donc 


d*y 

dx* 


—  ?  (w  —  x\ 


et  nous  devons  montrer  que  l'équation 

—  o" ( w  —  x )  -\-f[x,  —  <p(u>  —  x)]  =  o 
est  vérifiée.  Or  elle  pourra  s'écrire 

<p"(  w  —  x)  H-/[.r,  çp(w  —  x)]  =  o, 
et  enfin,  puisque  /(.r,  y)  =/(o>  —  x,  y), 

©"((*>  —  x)  H-/[(o  —  x,  y  (ta  -—  x)]  =  o, 
qui  est  manifestement  vérifiée. 
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11,  Indiquons  un  exemple.  Soit  l'équation 

(i-y      •      •  o       /       [      ,  \      y 

dx*     ->y  \     2       /v/i+r2 

Nous  regardons  la  fonction  f(x, y)  correspondante  comme  admettant 
la  période  2  7t,  c'est-à-dire  que  to  =  27c;  on  a  bien  en  plus 

L'équation  rentre  d'ailleurs  dans  la  classe  qui  nous  occupe  actuel- 
lement. 11  nous  faut  chercher  les  deux  nombres  a  et  p  pour  recon- 
naître si  l'on  a 

a  <  *  <  p. 

Or  a  est  le  nombre  relatif  à  l'équation  linéaire 
et  [3  correspond  à  l'équation  linéaire 

jNous  aurons  donc  ici,  pour  la  première  équation, 


■y  =  ° 


ans 


et,  pour  la  seconde, 

d*  y        1 

——  h v  sin2^  =  o. 

dx-        2* 

Pour  la  première  équation,  nous  avons  de  suile  a  =  Tci/-;   d 

un  intervalle  moindre  que  ^l/-  une  intégrale  s 'annulant  aux  deux 

extrémités  est  identiquement  nulle.   Pour  la  seconde  équation  nous 

ne  pouvons  trouver  la  valeur  exacte  de  [i  (si  ce  n'est  sous  forme  de 

série),   mais  nous   pouvons   avoir  une  limite  inférieure  de  [i  et  cela 

nous  suffira.  Si,  en  effet,  au  lieu  de  la  seconde  équation,  on  envisage 

l'équation 

d1  y        1 

rfji  + ;>'  =  "• 

le   nombre  [3   correspondant  à   l'équation   -y—  -\-  ~ysm2œ  =  o  sera 
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plus  grand  que  celui  qui  correspond  à  celte  dernière  équation.  Par 
suite 

Puisque  a  =  7:4  /-  et  (3  i>  tz  y/2,  nous  sommes  assuré  que  les  iné- 
galités a  <  tc  <  p  sont  vérifiées. 

//  existe  donc  une  intégrale  de  période  2 tu  pour  l'équation 
proposée,  et  nous  pouvons  l'obtenir  sous  forme  de  série  convergente, 
par  notre  méthode  d'approximations  successives. 

III.  —   Sur  une  classe  d'équations  à  laquelle  s'appliquent 
les  procédés  alternés. 

12.  Considérons  maintenant  des  équations  différentielles  d'un  type 
différent  au  point  de  vue  des  hypothèses  relatives  aux  fonctions  qui  y 
figurent.  Soit  l'équation 

g  =;/<-.  .r). 

où  nous  supposons  la  fonction  f(x,  y)  toujours  positive  et  crois- 
sant en  même  temps  que  y.  On  est  assuré  (Ghap.  V)  qu'il  ne  peut 
exister  qu'une  seule  intégrale  de  cette  équation  prenant  des  valeurs 
données  pour  x  ==  a  et  pour  x  =  b. 

On  peut  supposer  que  ces  valeurs  données  sont  nulles,  ce  qui 
revient  à  remplacer  y  par  y  -f-  eux  -\-  (3  en  désignant  par  a  et  (j  des 
constantes  convenables. 

Appliquons  alors  les  approximations  successives,  en  partant  de 
JKo—  °;  on  aura  ainsi 

d'2V\  r. 


tous   les  y  s'annulant  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b.  On  voit  d'abord 
immédiatement  que  tous  les  y  sont  négatifs;  on  aura  de  plus 

0>JK2>Ji, 
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puisque /(jt,  y{  )  </(#,  o).  De  même 

yi<ys<y^ 
yi>y^>ys, 

et  ainsi  de  suite,  le  sens  des  inégalités  entre  trois  y  consécutifs  variant 
d'une  ligne  à  la  suivante.  Les  y  à  indices  impairs  forment  donc  une 
suite  croissante  et  les  y  à  indices  pairs  une  suite  décroissante;  d'autre 
part,  tout  terme  de  la  première  suite  est  inférieur  à  un  terme  quel- 
conque de  la  seconde.  Les  y  à  indices  impairs  auront  donc  une 
limite  u,  et  il  en  sera  de  même  des  y  à  indices  pairs  qui  auront  une 
limite  e.  Ces  deux  limites  sont  des  fonctions  de  x*  s'annulant  en  a 
et  bj  et  l'on  aura 

et  comme  on  a 
on  aura 

13.  Pour  établir  cette  convergence  uniforme  (*),  reportons-nous  à 
la  fonction  G(#,  ç)  envisagée  au  paragraphe  1  du  Chapitre  VI.  Il  est 
facile  de  voir  que,  si  a  désigne  un  nombre  positif  fixe  entre  a  et  6,  on 
peut  trouver  un  nombre  positif  ]x  dépendant  uniquement  de  a,  b 
et  a  [non  de/(^)  et  de  #],  tel  que  l'on  ait 

G(a?,£)<nG(a.S). 

Pour  l'établir,  il  suffit  d'examiner  successivement  les  diverses  dis- 
positions de  a,  x  et  £  dans  l'intervalle  (a,  6).  Ainsi  soit 

a  <<  x  <  6, 

on  aura 

(/>  —  ?)(  .r  —  a  ) 


G(a?,5) 
G(«,  5)  = 


/v  —  a 
(  b  —  \  )  (  a  —  a  ) 


(')    Voir  sur    toutes  ces  questions  mes  articles  {Comptes  rendus,  1 4  février  1898, 
al  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1900). 
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L'inégalité  précédente  devient 

x  —  a  <  ; x ( a  —  a). 

Elle  sera  vérifiée  si  ijl  est  supérieur  à •  Avec  toute  autre  dis- 

position  de  a,  x,  £,  on  trouve  de  même  un  nombre  jjl  convenable;  le 
plus  grand  de  ces  différents  nombres  convient  à  notre  objet.  Il  dépend 
seulement  de  a,  ù,  a. 

Ceci  posé,  si  l'on  revient  à  l'équation 

<Py         .    v 

où  cp(a?)  a  un  signe  constant,  en  appelant  y{x)  l'intégrale  du  para- 
graphe 1  (Chap.  VI)  s'annulant  en  a  et  b,  on  aura 

\y(x)\  <  |x|jK(a)|. 

14.  Revenons  maintenant  aux  équations  du  paragraphe  12  don- 
nant y\,  }rz,    .  • . ,  y  ni  ••••    lJour  une  valeur,   quelconque  d'ailleurs, 

donnée  à  x, 

yx(x\    ytiv),     ...,    yin+\{x) 

tendent  vers  une  limite  par  valeurs  croissantes;  d'autre  part, 

y2(x),    .Yk{oc),     ...,    yin(x) 

tendent  vers  une  limite  par  valeurs  décroissantes,  et  tout  terme  de  la 
première  suite  est  inférieur  à  un  terme  quelconque  de  la  seconde. 
On  a 

JHyn— yn-t)  _  f(      v      v      f(  v 
^i —  J\x->  yn-i)  —  t\x,  yn-s), 

et  par  conséquent,  d'après  la  remarque  précédente, 

\yn(&)—  y,i-2(x)  |  <  M  r«(a)—  7«-2(a)  I- 

Ceci  montre  clairement  que,  pour  une  même  parité  de  /i,  la  fonc- 
tion y,i(x)  tend  uniformément  dans  V intervalle  (a,  6)  ve/\s  sa 
limite,  puisque  la  série  de  terme  général 

yn(x)—  yn-2(x) 

converge  comme  la  série 
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Il  est  donc  bien  établi  que  les  approximations  successives  nous 
conduisent  à  deux  ('  )  fonctions  u  et  v  satisfaisant  aux  deux  équations 
écrites  à  la  fin  du  paragraphe  12 

et  s'annulant  en  «  et  £. 

15.  C'est  une  question  intéressante  de  savoir  si  u  =  v.  La  réponse 
est  certainement  affirmative  d'après  un  théorème  général  étudié  au 
Chapitre  V  (Section  II),  si  l'intervalle  (a,  b)  est  suffisamment 
petit.  Mais  en  est-il  ainsi  en  général?  Pour  répondre  à  cette  question 
prenons  l'équation  très  simple 

dx*    ~   2        ' 

qui  rentre  dans  le  type  précédent.  Considérons  une  intégrale  s'annu- 
lant pour  x  =  o  et  négative  pour  x  positif  et  assez  rapproché  de 
l'origine.  On  aura 

a  étant  une  quantité  positive  inférieure  à  un.  L'intégrale  y  ira  en 
décroissant  depuis  y  =  o  jusqu'à  la  valeur  log  a  qui  sera  son  minimum; 
cette  valeur  minima  sera  atteinte  pour 

r°       dy 

x=j 


log  a 


sJeJ 


La  seconde  racine  de  l'intégrale  y  (après  l'origine)    correspondra 
donc  à 


^log  a  \/ey  - 
ou,  en  posant  log  a  =  (3  <  o, 

x 


a 


2 


'p    v/cJ- 


(')  La  question  de  l'identité  u  =  v  sera  disculée  au  paragraphe  suivant. 
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L'intégrale  considérée  y  s'annule  donc  pour  x  =  o  et  x  =  b;  elle 
est  négative  et  son  minimum  est  loga. 

Reprenons  les  équations  relatives  aux  approximations  successives 

d-yx         i  d\y«         i  d2yn         i 

dx-         -i  dx1         i  dx1-  2 

Si  l'on  suppose  que yn  converge  uniformément  vers   y,  il  arrivera, 

à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /?,  que  -e/«-i  différera  très  peu  de 

-  ey  et  sera,  par  suite,  supérieure  à 


a 

-(I  —  £), 
•2 


en   désignant    par    s    une    quantité    positive    fixe  aussi   petite   qu'on 
voudra. 

Considérons  a  ors  les  équations 


d*( y, ,+ï—  yn+\  )        i  .    v  v  N 

cra?2  2 

d2  w,/+o         a 

— rr~  =  -  0  —  e)»#»+ii         •••» 

en  prenant  «fl+1  =  yn+\ — Jn\  et  les  autres  a  étant  déterminés  par 
la  condition  de  s'annuler  en  o  et  b.  On  aura 

I  ihi+p  |  <  !  yn+p  —  yn+p-i  |       ( />  =  2,  . . . ,  ce) 

et  la  série  de  terme  général 

(yn+i>  —  ytt+p-i) 

est,  par  hypothèse,  convergente. 
Or  prenons  la  suite  des  équations 

d2  ^+2         «  , 

— — h  -(ï  —  e)Prt+1  =  o,  ..., 

les  c  s'annulant  comme  les  w  aux  deux  limites,  et  en  ayant  vn+i  =  ^,i+1 . 
Les  t>  seront  tous  de  même  signe,  tandis  que  les  a  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs;  les  u  et  v  de  même  indice  ont  même  valeur 
absolue.  Par  suite,  nous  pouvons  écrire 


|  P/i-hjt>  [  <  I  y>i+p  —  yn+p- 1 1 
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la  série  de  terme  général 


vn^pk"+n 


sera  donc  convergente  tant  que  |  k  |  <  i ,  puisque  la  série  de  terme 
général  (yfi+p — yn+p-i)kn+p  est  convergente  dans  ces  conditions, 
étant  convergente  pour  k  =  i .  Ceci  revient  à  dire  que  la  série  des 
approximations  successives  converge  pour  l'équation 

d-y        a 

dans  tout  intervalle  (o,  b'),  b'  étant  inférieur  à  b,  mais  en  étant  aussi 
rapproché  que  l'on  veut. 

Or  le  champ  correspondant  à  cette  dernière  équation  est 

I  Tt  T.  \f~2.  i 

v/l~£  i/l  v/a    v/l  —  e 

Si  donc  cette  expression  est  inférieure  à  6,  il  en  résultera  que  les 
approximations  ne  pourront  converger  vers  y.  JNous  devons  donc, 
par  suite,  voir  si  l'inégalité 

i        11:1/2  r°       dv  n      , 

<6)  7=-;_-<-2/  ((3  =  loga<o) 

y/i  —  £     Va  J$     S/eï—eï 

m 

peut  être  vérifiée.  Nous  allons  montrer  que  l'inégalité  est  bien  véri- 
fiée si  a  est  assez  rapproché  de  zéro.  Ecrivons  en  effet 

f       ,    ^        =   f    e    M'-")    V 
•■/p    \Jer-e$      -/p  V        eJ/ 

et  dans  le  développement  du  binôme  qui  est  sous  le  signe  d'intégra- 
tion, bornons-nous  aux  deux  premiers  termes,  les  termes  négligés 
étant  positifs  comme  les  termes  conservés;  on  a  alors,  dans  le  second 
membre, 

/      e     2     h —  —  1  dy  =  i  \e     a  —  i  /  -h  -  \e     î  —  ePJ, 
Jq  \         2   ej  /  5 

ou,  en  remplaçant  fi  par  loga, 

7    '  i 

3  7ir2-3a- 


i5o 
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"  Si*     ^   J_4    J , 

y/ a           3    y/a 

2 

-1" 

Si  donc  l'inégalité 


est  vérifiée,  il  en  sera  de  même  de  l'inégalité  (6),  puisque  £  peut  être 
pris  aussi  petit  qu'on  veut.  Or,  en  prenant  a  assez  petit,  nous  n'avons 

à  comparer  que  les  termes  en  -— ,  ce  qui  nous  conduit  à 

y/a 

r  ^  l4 

^  y/2  <  y, 

inégalité  qui  est  exacte. 

Donc,  pour  a  assez  petit  et,  par  suite,  pour  b  assez  grand,  les 
approximations  successives  ne  convergent  pas  vers  V intégrale  y. 

Les  deux  limites  u  et  v  du  paragraphe  précédent  ne  coïncident 
donc  pas,  en  général,  comme  nous  le  voyons  par  le  cas  particulier 
qui  précède  ('  ). 

16.  Nous  avons  dit  que  les  approximations  successives  convergent 
quand  l'intervalle  est  suffisamment  petit.  N'ayant  à  considérer  que 
des  valeurs  négatives  dey,  supposons  que  la  dérivée  toujours  positive 

f'y{x,y) 

reste,  pour  y  négatif,  quel  que  soit  x  dans  un  certain  intervalle,  infé- 
rieure à  un  nombre  fixe  M.  Il  est  facile  alors  de  fixer  une  limite  pour 
la  longueur  de  l'intervalle  dans  lequel  les  approximations  successives 
convergeront.  Nous  allons  comparer  les  approximations  successives 
pour  l'équation 


dx 
et  pour  l'équation 


d2r     ™ 


On  a,  d'une  manière  générale,  en  appliquant  les  équations  à  un 


(*)  Je  mutais  borné,  clans  mon  Mémoire  de  1890  (Chap.  V),  à  l'assertion  que  u 
était,  en  général,  différent  de  v;  j'ai  donné  l'exemple  précédent  dans  les  Comptes 
rendus  (avril  1894  ). 
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intervalle  (a,  (3), 

et  Ton  peut  écrire 

f(x,  yn-\)—  /(#,  y,i-t)  =  (yn-\—yn-î)fy(x,  Y), 
Y  étant  compris  entre yn-\  etj^-2-  Or  considérons  les  équations 

d*un 


dx* 


Mun-i. 


les  u  s'annulant  aux  extrémités  de  l'intervalle. 
On  aura  évidemment 

\yn  —  yn-\  I  <  |  uK\. 

Or  la  série  des  valeurs 

I  un  | 

est  convergente  certainement,  si  l'intervalle   (a,  (3)  est  inférieur  au 
champ  fondamental  (Ghap.  V,  §  13)  relatif  à  l'équation 


et  ce  champ  est  égal  à 


-y—    -+-   M  U   =  O 

dx- 


7T 

/M 


Ainsi,  o?a/is  £o«£  intervalle  inférieur  au  nombre  précédent,  le 
approximations  convergent  pour  l'équation  proposée. 

17.   Reprenant  l'équation 

nous  devons  maintenant  chercher  comment  nous  trouverons  l'inté- 
grale s'annulant  pour  x  =  a  et  x  =  b  si  l'intervalle  (a,  b)  est  trop 
grand  pour  que  les  approximations  successives  y  convergent. 


i5a 
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Nous  allons  ici  faire  usage  d'un  procédé  alterné  analogue  à  celu 
dont  nous  avons  fait  usage  avec  M.  Schwarz  pour  l'étude  de  l'équa- 
tion tic  Laplace. 

Nous  commencerons  par  démontrer  deux  lemmes  : 

i°   Soient  deux  fonctions  u  et  v  satisfaisant  à  l'équation 


eqi 


g=/(*.r). 


continues,  bien  entendu,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  de  a  à  b. 
Si,  en  a  et  en  b,  on  a 


je  dis  qu'il  en  sera  de  même  à  l'intérieur.  Si,  en  effet,  u —  v  devient 
négatif  entre  a  et  b,  il  y  aura  entre  a  et  b  deux  valeurs  a  et  fi  pour 

lesquelles  on  aura 

u  =  v. 

Entre  a  et  [3,  on  devra  donc  avoir  u  =  v  et,  par  suite,  dans  tout 
l'intervalle  (a,  b)',  par  conséquent,  on  a  toujours,  soit  u  —  c,  soit 
(f  >>  c;  c'est  ce  que  nous  voulions  montrer. 

2°   Considérant  toujours  la  même  équation 

d-y 

l'intégrale  u  de  cette  équation  sannulant  en  a  et  b  sera  évidemment 
négative  de  a  à  b\  on  envisage  de  plus  la  fonction  c  s'annulant  en  a 
et  b  et  vérifiant  la  relation 

dU> 

Si  =/(*■<>), 

on  aura  manifestement 

Si  donc  M  désigne  la  valeur  absolue  maxima  de  c,  on  aura 

|  u\  <  M. 
Ceci  posé,  prenons  une  intégrale  de  l'équation 

dlu       tt 
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qui  s'annule  en  b  et  prenne  en  a  une  valeur  négative  dont  la  valeur 
absolue  ne  dépasse  pas  N;  nous  voulons  trouver  une  limite  de  la 
valeur  absolue  de  u  en  un  point  a  compris  entre  a  et  b.  Soit  h  l'in- 
tégrale de 

d*h 

71^  =  °' 

qui  prend  en  a  et  b  les  valeurs  données;  on  voit  de  suite  que 

\h\<Nq, 

q  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un.  Posons  alors  n  =  U  -\-  h, 
nous  aurons  l'équation 

et  nous  devons  considérer  l'intégrale  U  de  cette  équation  s'annulant 
en  a  et  b.  U  sera  négatif  et,  comme  h  est  négatif,  on  aura  a  fortiori 

|U|<M. 

Nous  en  concluons,  et  c'est  là  notre  second  lemme, 

[  u\  <MH-Nf, 
inégalité  qui  va  jouer  le  rôle  essentiel. 

18.   J'arrive  maintenant  à  la  solution  du  problème  proposé.  Nous 
voulons  montrer  que  l'on  pourra  trouver  la  solution  de  l'équation 

d-  u 

prenant  des  valeurs  données  en  b  et  [j  (  fig.  (5)  si  l'on  sait  résoudre 
cette  question  pour  les  intervalles  [6ol  et  ab. 

Fie.  6. 


Soit  uK  la  solution  déterminée  dans  (a,  b)  et  s'annulant  en  c?  et  b. 
Nous  formons  alors  la  solution  v\  s'annulant  en  [i  et  prenant  en  a  Ja 
même  valeur  que  «,.  Revenant  maintenant  au  premier  intervalle, 
formons  la  fonction  u2  déterminée  dans  (a,  b),  s'annulant  en  b  et 
prenant  en  a  la  même  valeur  que  v {.  et  continuons  ainsi  indéfiniment 
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en  passant  successivement  d'un  segment  à  l'autre.  Nous  obtiendrons 
de  cette  manière  deux  suites 

tti,      il*,       ...,      Un,       ..., 
VU       ^2,        •  •  -,      *>n,       •  •  •  '• 

u{  est  négatif  dans  (<7,  6),  donc  c,  est  négatif  en  a  et,  par  suite,  en  a. 
Donc,  si  nous  revenons  à  m2,  on  aura,  d'après  le  premier  lemme, 

U\  >    U-2, 

et,  en  continuant  ainsi,  il  vient  de  suite 

0>  Mj>  Kj>...>  Un>..  ., 

0>  fi    >  t>2  >.  .  .>  f„   > 

Il  faut  montrer  que  un  et  p„  tendent  vers  une  limite;  il  suffira  de 
faire  voir  que  |  un  |  et  |  vn  |  restent  inférieurs  à  un  nombre  fixe.  C'est 
ce  que  va  nous  donner  le  second  lemme. 

Désignons  toujours  par  M  la  valeur  absolue  maxima  des  intégrales 

de  l'équation 

<l-  u 

s'annulant  respectivement  en  a  et  b1  puis  en  a  et  fi.  On  a 


(pour  x  =  a  ) 

|  Ml  |<  M, 

(pour  x  =  a) 

|   t>,    |  <  Mgr-i-M, 

(pour  x  =  a) 

|  «2  |  <  ^(M^r  +  M)  4-  M  =  M(?2-f-  ?  -t-i), 

(pour  a?  =  rt) 

1  ^2  |  <qM(qî+-  q  -+- 1)  +  M  =  M(?3 -1- ?2 -h  7 

et, 

d'une  manière 

générale, 

(pour 

a? 

=  a)         |  «^1  <  M(22"-2~t-9r2"-3-+-.  ..+  1), 

(pour 

^ 

=  «)             |    Vn  |<M(^2/i-l_1_3r2«-2_1_..._f.1). 

Dans  ces  inégalités,  </,  qui  est  moindre  que  un,  désigne  le  plus 
grand  des  deux  nombres  de  même  nom  correspondant  aux  inter- 
valles (a,  b)  et  (a,  (i>)  du  second  lemme. 

Les  inégalités  précédentes  montrent  que  un  (pour  x  —  a)  et 
vn  (pour  x  =  ci)  tendent  vers  deux  limites.  Les  fonctions  u„  et  vn 
tendent  donc  respectivement  vers  des  limites  u  et  c;  la  fonction  u  est 
définie  dans  l'intervalle  (a,  6),  et  la  fonction  v  dans  l'intervalle  (a,  p). 
Je  dis  que  u  et  v  prennent  respectivement  les  mêmes  valeurs  en  a  et 
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en  a;  en  effet, 

<V*  =  Un  (pour  œ  =  a), 

vn  —  ufl+i         (pour  x  —  a). 

Donc,  à  la  limite,  v  prend  les  mêmes  valeurs  que  u  pour  x  =  a,  et  il 
en  est  de  même  pour  x  =  a.  Il  en  résulte  que,  dans  l'intervalle  («,  a), 


Nous  avons  donc  l'intégrale  de  V équation  s  annulant  en  b  et 
en  [3;  elle  est  représentée  par  u  dans  l'intervalle  (a,  &),  et  par  p  dans 
l'intervalle  (a,  (3). 

19.   L'intégrale  ;r  de  l'équation 

s'annulant  en  a  el  b  (/remplissant  toujours  les  conditions  indiquées) 
doit  être  rapprochée  des  deux  fonctions  u  et  v  s'annulant  en  a  et  6 
et  satisfaisant  aux  équations 

dont  il  a  été  question  au  paragraphe  14.  Nous  allons  montrer  que 
l'on  a  (pour  toute  valeur  de  x  entre  a  et  6) 

"  <  y  < v 

ou,  en  d'autres  termes,  que  l'intégrale  y  est  intermédiaire  entre  u 
et  v. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'examiner  les  différentes  circonstances 
qui  pourraient  se  présenter  s'il  en  était  autrement.  Supposons,  par 
exemple,  que  l'on  ait  la  disposition  de  la  figure  7,  où  y  rencontre  u 
en  un  point  a.  Entre  a  et  6,  on  a 

v  >  u  >  y         (y,  u,  v  sont  négatifs). 
Or  on  a 

dHy-u) 


dx*- 


=  f(y,x)—f(v,x)- 


Le  second  membre  est  négatif  dans  (a,  b).  Donc  y —  u  qui  s'annule 
en  a  et  b  devra  être  positif  d'après  cette  équation;  nous  arrivons  ainsi 
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à  une  contradiction.  On  verra  tout  aussi  aisément  que  Ion  arrive  dans 
tous  les  cas  à  une  absurdité,  sauf  si 
stamment  entre  u  et  v. 


on  a  la  figure  8  où  y  est  con- 


Fiff. 


Fi! 


a 

b 

0 

\ 

U 

1 

X 

y 

20.    C'est  dans  le  cas  particulier  de  l'équation 

que  nous  avons  vu  (§  15  de  ce  Chapitre)  que  les  deux  limites  u  et  c 
étaient  distinctes  pour  un  intervalle  (a,  b)  assez  grand.  On  peut 
évidemment  donner  une  autre  forme  à  ce  résultat.  Laissons  l'inter- 
valle (a,  b)  fixe  et  envisageons  l'équation  avec  le  paramètre  positif  k 

d\r        ,    Y 

: —   =   AT.' 

dx2 

0 

Si  l'on  fait  croître  A  à  partir  de  zéro,  on  a  d'abord 


A  partir  d'une  certaine  valeur  kQ  de  A ,  //  cesse  d'être  égale  à  c,  et 
y  est  intermédiaire  entre  ces  deux  fonctions.  Il  y  a  là  quelque  chose 
d'assez  curieux.  La  fonction  y(x,  k)  regardée  comme  fonction  de  k 
est  certainement  une  fonction  analytique  de  k  pour  toute  valeur 
positive  de  k,  comme  on  le  voit  en  ramenant  l'intégration  de  l'équa- 
tion à  une  quadrature.  Tant  que  u  et  v  coïncident,  elles  sont  iden- 
tiques à  y  et  sont,  par  suite,  des  fonctions  analytiques  de  k;  mais, 
au  delà  de  Â0,  on  peut  se  demander  quelle  sera  la  nature  de  u  et  de  v 
regardées  comme  fonction  de  k;  elles  ne  seront  certainement  pas  le 
prolongement  analytique  de  la  fonction  y,  car  alors  elles  coïncide- 
raient. Représentent-elles  au  delà  de  k0  des  fonctions  analytiques  de  k 
qui   ne  seraient  pas  susceptibles  de  se  prolonger  analytiquement  en 
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deçà   de  £0,  ou  bien   encore  sont-ce  des  fonctions  non  analytiques 
de  A  ?  Ces  questions  présenteraient  peut-être  quelque  intérêt. 

21.  Nous  avons  considéré,  dans  ce  qui  précède,  une  seule  équa- 
tion. On  pourrait  chercher  à  traiter  des  problèmes  analogues  en 
prenant  un  système  d'équations  de  la  forme 


iJ  =/'  (T'/"/2>  •••>r"<)> 


dx- 
d%Yï 

-j^i  =A  {*,yuy*,  -'-,ym), 


d'2y»i      +■  ,  s 

-j~r  =fm(x,yi,yi,  •  >.,ym), 

les  y  étant  des  fonctions  toujours  positives  et  croissant  avec  les  y. 
Je  ne  dirai  que  quelques  mots  sur  cette  extension,  en  me  bornant 
à  renvoyer  au  travail  que  j'ai  déjà  cité.  Les  résultats  précédents  ne 
s'étendent  pas  d'eux-mêmes  à  un  tel  système.  Ainsi  soient,  en  se 
bornant  à  m  =  2,  les  deux  équations 

d-y     ^  diz      i 

f  et  cp  étant  positifs  et  croissant  avec  y  et  z.  On  ne  doit  pas  chercher 
à  établir  qu'il  n'existe  qu'un  seul  système  d'intégrales  continues 
prenant  pour  x  =  a  et  x  =  b  des  valeurs  données  :  le  fait  n'est  pas 
nécessairement  exact.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

y*  étant  positif  et  croissant  avec  y.  11  y  a  une  intégrale  Y  s'annulant 
aux  deux  extrémités  de  l'intervalle  (a,  b).  D'autre  part,  les  approxi- 
mations successives  donnent,  en  général,  deux  limites  r,  et  z{  diffé- 
rentes, s'annulant  en  a  et  6,  et  satisfaisant  aux  deux  équations 

dlY       *, 
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Si  donc  on  envisage  ce  système,  il  admet,  avec  les  mêmes  condi- 
tions aux  limites,  les  deux  systèmes  de  solutions 

y  = Y  }       \      j  y  =  yu 

et         { 
Ils  ne  coïncident  que  si  l'intervalle  est  assez  petit. 
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CHAPITRE  VIII. 

DES  SOLUTIONS  PÉRIODIQUES  ET  DES  SOLUTIONS 
ASYMPTOT1QUES  DE  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIF- 
FÉRENTIELLES. 


I.  —  Remarques  générales  sur  la  continuité  des  intégrales 
des  équations  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire. 

1.   Considérons   une  équation  différentielle  dépendant  d'un  para- 
mètre \x.  Soit 

doc 

Envisageons  la  solution 

x  =  8(f,  \x), 

qui  s'annule  pour  t  =  o.  Soit,  pour  u.  =  o,  la  solution 

x  —  6(*,  o), 

que  nous  allons  supposer  être  continue  de  <  =  oà  t  =  t0.  De  plus, 
on  admet  que 

/(*iM) 

peut,  pour  £  compris  entre  o  et  £0,  se  développer  suivant  les  puis- 
sances de 

H     et     x  —  0(/,o), 

les  coefficients  du  développement  étant  des  fonctions  d'ailleurs  quel- 
conques de  t.  Nous  nous  proposons  de  montrer  que  Y  intégrale 

peut  se  développer  suivant  les  puissances  de  \x,  pourvu  que  jjl  soit 
suffisamment  petit,  pour  toute  valeur  de  t  comprise  entre  o  et  tQ. 
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Tout  d'abord,  on  ne  restreint  pas  la  généralité  du  théorème,  en 
supposant  que  Q(/,  o)  est  identiquement  nul,  ce  qui  revient  à  faire 
un  changement  de  fonction  de  la  forme  x' =  x —  9(£,  o).  Nous 
plaçant  donc  dans  cette  hypothèse,  la  fonction 

sera  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  u  pour  |  x  |  et  |  u,  | 
suffisamment  petits,  quel  que  soit  /  compris  entre  o  et  t0l  et  s'annu- 
lera pour  x  =  pi  =  o.  Ecrivons 

/O,  tx,  t)  —  kx  -h  B  jx  +  . . . , 

les  coefficients  étant  des  fonctions  de  /. 
Posons 

,  j,,,, 

x  =  |jl  u  -+-  x  eJ        , 
u  désignant  la  fonction  de  t  satisfaisant  à  la  relation 

du  V  I» 

— —  =Ak+  l> 

dt 

et  s'annulant  pour  t  =  o. 

L'équation  proposée  se  transforme  en  la  suivante, 

(  2)  —JJ  —  A,  jc'2  -4-  2  R,  *•'  fi  +  Gj  |x2  + . . :. , , 

qui  est  de  même  forme,  mais  où  il  n'y  a  pas  de  terme  du  premier 
degré  en  x'  et  v..  Les  coefficients  du  second  membre  sont  des  fonc- 
tions de  t  continues  de  t  =  o  à  t  =  £0,  et  ce  développement  peut  être 
regardé  comme  absolument  convergent  pour  toute  valeur  de  x'  et  ut 
telle  que 

p  et  r  étant  deux  constantes  fixes,  la  variable  réelle  t  ayant  d'ailleurs 
une  valeur  quelconque  entre  o  et  /„. 

2.  Nous  avons  à  chercher  l'intégrale  de  l'équation  (2)  s'annulant 
pour  t  ~  o.  Représentons  l'intégrale  par  la  série  que  donne  la  mé- 
thode des  approximations  successives  :  cette  série  converge  certaine- 
ment depuis   £  =  o  jusqu'à  la  valeur  de   ty   correspondant  à  la  plus 
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petite  des  deux  quantités 


'»     el     M 


en  désignant  par  M  la  valeur  absolue  niaxima  de 

Xi  x-  -+-  i  BÂ  x'  \x.  -f-  C  !  ;a.'2  -+- .  .  . , 
pour 

oit%t0         et         \x'\^p. 

Or  nous  pouvons  prendre  comme  nombre  M  le  maximum  de  la  série 

|A1|.p»+a|B,|.pr4-|Ç1|r»  +  ..., 

pour  t  compris  entre  o  et  t0.  Si  donc  nous  considérons  le  quotient 

p 

lA.lp-H-alB.Irp-Hldlr*-^...' 

nous  pouvons  donner  à  r  et  p  des  valeurs  indépendantes  suffisamment 
petites  pour  que  ce  quotient  soit  supérieur  à  /0. 

La  convergence  de  la  série  donnée  par  les  approximations  succes- 
sives sera  donc  assurée  depuis  t  =  o  jusqu'à  t  =  t0,  sous  la  con- 
dition   |  U.  |  <<  /'. 

Nous  avons  donc  l'intégrale  de  l'équation 

dx 

-fi  = /(»»**,  0         [/(o,  o,0  =  o] 

s  annulant  pour  t  =  o,  représentée  par  la  série 

que  donnent  les  approximations  successives,  et,  d'après  la  théorie 
générale,  on  a 

|  Xfl—Xn-+  |  <X", 

À  étant  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité.  Chaque  terme  de  la  série 
précédente  est  une  fonction  holomorphe  de  ku.  pour  |{/.|<r;  il  est 
aisé  d'en  conclure  que  la  série  est  une  fonction  holomorphe  de  \k  dans 
les  mêmes  conditions.  C'est  ce  que  montre  immédiatement  la  formule 
de  Cauchy, 

prise  le  long  du  cercle  de  rayon  /■. 

P.  -  III.  11 
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Nous  avons  donc  établi  que  l'intégrale  de  l'équation  (i),  s'annulant 
pour  /  =  o,  est  une  fonction  analytique  de  u,  et  peut  être  déve- 
loppée en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  pi,  tant  que 
|  [/.  |  <  /*.  Ce  développement  est  convergent  depuis  t  =  o  jusqu'à 
t  =  t0. 

3.  Nous  avons  supposé  que  nous  avions  une  seule  équation  et  un 
seul  paramètre.  Le  théorème  est  absolument  général  :  si  l'on  avait, 
par  exemple,  les  deux  équations 

dx 

—r-  —  i\x  +Br   +Ciji   -+-..., 
dt 

dy 

-±-  —  A,ir  4- Btjr -T- G, -JL-+-.  .  ., 

les  coefficients  étant  des  fonctions  continues  de  t,  de  t  =  o  à  t  =  t0. 

Nous  avons  là  un  système  d'équations  ayant,  pour  pt.  =  o,  la  solution 

x  =  o,  y  =  o,  correspondant  à  x  et  y  nuls  pour  t  =  o. 

Nous  poserons 

x  =  \l  u  -4-  P  x'  -h  Qy', 

y  =  {xv  +plfl7'-hQ1y, 

et  nous  allons  choisir  u,  c,  ainsi  que  les  P  et  Q,  de  façon  que  les  équa- 
tions différentielles  donnant  x'  et  y'  ne  contiennent  plus  de  terme  du 
premier  degré  en  a?',  y'  et  u.  On  s'arrangera  de  façon  que  u  et  v 
s'annulent  pour  t  =  o.  U  suffit  pour  cela  de  déterminer  u  et  ^  par  les 
équations 

f^  =  xu   +Bp   4- G, 


— .   =Ai«+  B^;  -t-  G, 


et  l'on  a,  pour  P  et  P(,  les  deux  équations 

dV 

lu   =AP  +  BP» 

^=A1P-HB„P„ 

auxquelles  satisferont  aussi  Q  et  Q4.  On  prendra  donc,  pour  P  et  P,, 
puis  pour  Q  et  Q1?  deux  systèmes  de  solutions  distinctes,  et  il  est 
clair  que  le  déterminant 

PQi-PiQ, 
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qui  s'exprime  par  une  exponentielle,  ne  s'annulera  pas  de  t  =  o  à 
t  =  t0. 

Les  équations  donnant  x!  et  y  seront  alors  de  même  forme  que 
celles  qui  donnent  x  et  y,  sauf  que  les  seconds  membres  ne  ren- 
ferment pas  de  termes  du  premier  degré  dans  leur  développement. 
On  peut  alors  raisonner  comme  au  paragraphe  précédent. 

Il  est  évident  aussi  qu'on  pourrait  avoir  un  nombre  quelconque  de 
paramètres;  V intégrale  sera  une  fonction  holomorphe  de  ces 
paramètres,  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro  de  ces  para- 
mètres (*.). 

4.  La  démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème  précédent 
peut  être  encore  simplifiée  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées, 
comme  l'a  montré  M.  Lindelcif  ( '-),  en  utilisant  une  seconde  limite 
de  convergence  indiquée  par  lui  dans  l'emploi  de  la  méthode  des 
approximations  successives  et  que  nous  avons  étudiée  dans  le  Tome  II 
de  ce  Traité  (p.  344-»  2e  édition).  On  évite  ainsi  la  transformation 
faite  à  la  fin  du  paragraphe  1.  Cette  seconde  limite  était  (/oc.  cit., 
p.  345)  désignée  par  0,  qui  représentait  la  plus  petite  des  quantités 

1.       /         bK\ 
a     et     KloK(,+  W0)' 

Avec  les  notations  actuelles,  correspondant  à  la  fonction  /(#,  u,  t) 
'du  paragraphe  1  de  ce  Chapitre,  les  deux  quantités  précédentes  de- 
viennent 


1  ,      /         K 

•(a)  h     et      ^      g\I+M 


K  étant  un  nombre  fixe.  Quant  à  M0,  il  représente  le  maximum  de 
la  valeur  absolue  de 

/(o,f*,0 

-quand  t  varie  entre  o  et  /„.    La  quantité  M0  dépend  de   tj.,   et  il  est 

( l  )  Le  théorème  précédent  a  été  indiqué  pour  la  première  fois  par  M.  Poincaré 
(Les  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  p.  48  et  suiv.).  M.  Poincaré  le 
démontre  en  se  servant  des  considérations  habituelles  au  Calcul  des  limites  de 
Caucliy.  J'ai  donné  la  démonstration  du  texte  (Comptes  rendus,  9  avril  1^9/1). 

(2)  Lindelôf,  Sur  l'application  des  méthodes  d'approximations  successives  à 
l'étude  des  intégrales  réelles  des  équations  différentielles  {Journal  de  Ma  th.. 
j894,  p.  i25). 
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clair  quelle  tend  vers  zéro  quand  ;j.  tend  vers  zéro.  Donc,  quand 
il  est  assez  petit,  la  plus  petite  des  quantités  (a)  est  manifestement  /0, 
ce  qui  donne  la  démonstration  du  théorème. 

o.    Nous    avons    considéré,    dans    ce    qui    précède,    l'intégrale    de 

l'équation 

dx 

^  «=/(«.  M) 

s'annulant  pour  t  =  o.  Conservant  l'hypothèse  /"(o,  o,  t)  =  o  qui. 
comme  nous  l'avons  dit,  ne  diminue  en  rien  la  généralité,  nous  allons 
envisager  l'intégrale  de  cette  équation  prenant  pour  £  =  o  la  valeur  x0. 
Or  posons  x  =  x0 -f-  se']  nous  aurons  l'équation 

(3)  '-^j  =  f(xi)-hx',  P,  *)i 

avec  les  deux  paramètres  x0  et  ji..  Pour  a?0  =  \x  =  o,  on  a  l'équation 

—  =  f(x',  o,  O, 

et,  d'après  l'hypothèse  faite,  l'intégrale  de  cette  dernière  équation, 
s'annulant  pour  /  =  o,  sera  identiquement  nulle.  Elle  sera  donc 
déterminée  et  continue  depuis  t  =  o  jusqu'à  t  —  t0  (tQ  étant  arbi- 
traire, mais  restant  fixe  une  fois  choisi). 

D'après  le  théorème  précédent,  l'intégrale  de  l'équation  (3),  s'an- 
nulant pour  t  =  o,  sera  continue  de  t  =  o  à  t  =  £0,  pourvu  que 
\x0  I  et  |  m  |  soient  suffisamment  petits,  et  elle  pourra  être  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  x0  et  <j.. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant,  que  j'énonce  dans  sa  géné- 
ralité. 

Soit  le  système  d'équations 

d  r 
(S)  -jj-  —  Xi(xux.2,  ....  x,„  t,  fx)         (i  =  1,  2,  ..  .,  /i). 

On  suppose  que,  pour  jjl  =  o,  on  ait  l'intégrale 

continue  de  /  =  o  à  /  =  £0.  De  plus,  les  X  sont  supposées  dévelop- 
pables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de 

jjl     et     #i—Vi(t) 
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pour  toute  valeur  de  t  entre  o  et  /0,  les  coefficients  de  ces  développe- 
ments étant,  bien  entendu,  des  fonctions  continues  de  t. 

Dans  ces  conditions,  les  intégrales  de  (S)  prenant  respective- 
ment, pour  t  =  o,  les  valeurs 

®x(o)  +  x\,     ç2(o)H-a?5,      ...,     <p«(o)  -+-07&, 

seront  continues  de  o  «  £0?  et  développables  suivant  les  puissances 

de 

x\,     x\,      .  .  . ,     a?°         et         ;j., 

pourvu  que  ces  grandeurs  aient  des  modules  suffisamment  petits. 

6.  Cherchons  si  Ton  peut  obtenir  des  résultats  analogues  avec 
d'autres  déterminations  initiales  des  intégrales  (*).  Prenons  d'abord 
l'équation 

dïy         .(  dy      \ 

où  f  est  supposée  une  fonction  analytique  de  r,  -~  et  ;jl. 


Nous  avons,  pour  jjl  =  o,  l'équation 


d\y 
dx- 


Soit  une  intégrale  de  cette  équation  continue  de  a  à  b,  prenant 
pour  x  =  a  la  valeur  A,  et  pour  x  =  b  la  valeur  B. 

Existe-t-il  une  intégrale  de  l'équation  (4)  prenant  les  mêmes 
valeurs  initiale  et  finale,  et  très  peu  différente  de  la  précédente,  si  ijl 
est  lui-même  très  voisin  de  zéro? 

Au  lieu  de  (4).,  nous  considérons  le  système  de  deux  équations  du 
premier  ordre 

\%  =  f(*,y,StV.), 

(5)  < 

1  dy 

Pour  ul  =  o,  ce  système  admet  une  intégrale  ( y,  y')  continue  de  a 
à  b,  et  prenant  pour  x  =  a  les  valeurs 

jk  =  A,        y=A'; 

(  '  )   E.  Picaiîd,  Sur  les  équations  différentielles  renfermant  un  paramètre  arbi- 
traire {Comptes  rendus,  t.  CXVIII.  1894). 
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en  désignant  par  A'  la  \aleur  initiale  de  y'.  Pour  jjl  voisin  de  zéro, 
nous  aurons  une  intégrale  de  (5)  continue  de  a  à  b  telle  que  l'on  aitr 
pour  x  =  <7, 

jk  =  à,      y  =  ro: 

pourvu  que  j^  soit  suffisamment  voisin  de  A'.  Cette  intégrale  y  sera 
une  fonction 

y(x,  \t.,y'0), 

développable  suivant  les  puissances  de  p.  et  y'Q —  A'.  L'équation 
(6)  y(b,  fx,  y'0)  —  B  =  o 

s'annule  pour  u  =  o,  y^  =  A.  Diverses  circonstances  pourront  se 
présenter.  Il  arrivera,  en  général,  que  cette  relation  sera  vérifiée 
pour  une  suile  continue  de  valeurs  de  y'0  et  de  jjl  voisines  respective- 
ment de  A'  et  de  zéro,  et  que  y'0  sera  une  fonction  holomorphe  de  jjl 
dans  le  voisinage  de  a  =  o  :  l'équation  (4)  aura  alors  une  intégrale 
prenant  en  a  et  b  les  valeurs  A  et  B,  et  qui  sera  une  fonction  holo- 
morphe de  jjl  dans  le  voisinage  de  jji  =  o. 

Les  conclusions  précédentes  peuvent  cesser  d'être  exactes.  Il  peut 
arriver  que  la  relation  (6),  considérée  comme  représentant  une  courbe 
lieu  de  points  (jjl,  y'0),  ait  le  point  -j.  =  o,  y'0  =  A'  comme  point  isolé, 
auquel  cas  il  n'y  aurait  pas  d'intégrale  réelle  satisfaisant  aux  condi- 
tions initiale  et  finale  pour  u.  ^  o. 

Il  peut  encore  arriver  que  le  premier  membre  de  l'équation  (6) 
contienne  \k  en  facteur,  le  second  facteur  ne  s'annulant  pas  dans  le 
voisinage  de  u  =  o,  y0=  A.  Dans  ce  cas,  l'équation 


d2  y  _  f[^         dy 
~dâï 


sera  telle  que  tonte  intégrale  passant  par  le  point  (a,  A)  passera 
par  le  point  (6,  B).  Cette  circonstance  peut  se  présenter.  Les  équa- 
tions linéaires  dont  nous  avons  fait  l'étude  dans  un  Chapitre  précé- 
dent nous   en   offrent  un  exemple.    Soit  kt  une  constante  telle  que 

l'équation 

d2y 
-g+ttP(x)y=.0 

ait  une  intégrale,  non  nulle  identiquement,  s'annulant  pour  x  =  a  et 
pour  x  =  b.  Toute  intégrale  de  cette  équation,  s'annulant  pour  x  =^a7 
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s'annule  pour  x  =  b   :   c'est  la   circonstance  dont  nous   parlions  ci- 
dessus.  L'équation 

n'admet  pas,  pour  a  suffisamment  petit  mais  différent  de  zéro,  d'inté- 
grale s'annulant  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b. 

7.  Les  cas  d'exception  que  nous  venons  d'indiquer  ne  se  rencon- 
treront pas,  si  la  méthode  des  approximations  successives  (Chap.  V, 
§  8)  est  applicable,  pour  l'équation 

d'y  _     /  dy 

dx*  ~J\X^^  dx"  {X 

à  l'intégrale  qui  nous  occupe. 

Nous  supposons  que,  u»  étant  dans  le  voisinage  de  zéro,  les  diverses 
hypothèses  nécessaires  pour  l'application  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  soient  vérifiées  (loc.  cit.).  On  aura  alors  l'inté- 
grale cherchée  sous  forme  de  série  dont  chaque  terme  est  une  fonc- 
tion analytique  de  jjl,  et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que 
l'intégrale  elle-même  est  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  le  voi- 
sinage de  [a  ==  o. 

II.  —  Des  solutions  périodiques  des  équations  différentielles  ordinaires 
dépendant  d'un  paramètre  arbitraire,  d'après  M.  Poincaré  (1). 

8.  Considérons  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

-jj  =  Xi(xux.2,  ...,xn,  t)         {i=  1,  2,  ...,  n), 

et  supposons  que  les  X  soient  des  fonctions  périodiques  du  temps  t 
avec  la  période  co.  Si  l'on  a,  pour  une  telle  équation,  une  solution 

continue  de  t  =  o  à  t  =  w,  et  telle  que 

<Pi(o)  =  ?iO),  ...,         <p»(o)  =  cp«(to), 


(')  H.  Poincaré,  Les  nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  (t.   I,   p.  79 
et  suiv.). 
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cette  solution  sera  manifestement  périodique,  car  on  se  retrouvera 
identiquement  dans  les  mêmes  conditions  à  l'époque  co  qu'à  l'époque  o. 
Nous  allons  supposer  que  dans  les  équations  précédentes  ligure  un 
certain  paramètre  y..  Supposons  que,  pour  jjl  =  o,  on  ait  reconnu 
l'existence  d'une  solution  périodique;  nous  voulons  chercher  si  le 
système  aura  des  solutions  périodiques  pour  les  petites  valeurs  de  a. 
Ecrivons  donc  les  équations 

dxi 

(7)  —fi-  =Xi(>1,a?2,  ...,#«,  t,  jx) 

avec  le  paramètre  jjl,  où  les  X  sont  périodiques  par  rapport  à  t. 
Pour  jjl  =  o,  nous  avons,  par  hypothèse,  la  solution  périodique 

et  les  conditions  admises  dans  la  démonstration  du  théorème  général 
du  §  o  sont  supposées  vérifiées. 

Ceci  posé,  d'après  le  théorème  du  §  5,  les  intégrales  du  système, 
prenant  respectivement,  pour  l  =  o,  les  valeurs 

©/(o)  -H  arp  (i  =  1,2,  . ..,  /t), 

sont  continues  de  t  =  o  à  t  =  to,  si  \x\\  et  |  jjl  |  sont  suffisamment 
petits,  et  ces  intégrales  peuvent  être  développées  en  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  croissantes  de 

x\,     x\,     ...,     x\     et     \x. 
Représentons  cette  solution  par 

Xi=  fi{  t,  x\,  x\, a?»,  \x)         (i  =  1,  2,  . . . ,  n  ), 

et  écrivons  les  n  équations 

(8)  //(»,*?,  ...,^,fx)-//(o,  x\,  .  .  .,  a?j»,  p)  =  o. 
Ces  équations  sont  vérifiées  pour 

.r*  =  x\  = =  iP,0,  =  ;jl  =  o, 

puisque  alors  les  équations  (8)  se  réduisent  à 

ep/(ctf)  —  cp»-(o)  =  o, 
relation  vérifiée,  puisque  <fi(t)  admet  la  période  oj. 
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Nous  concluons  de  là  que,  en  général,  les  équations  (8)  auront, 
pour  jjl  assez  petit,  une  solution  où  les  x\  seront  voisins  de  zéro. 

Il  y  aura  donc,  en  général,  une  solution  périodique  pour  \x  suf- 
fisamment petit. 

9.  Nous  sommes  resté,  au  paragraphe  précédent,  dans  les  généra- 
lités. Diverses  circonstances  particulières  peuvent  se  présenter  pour 
les  équations  (8).  Le  cas  général,  où  l'existence  de  la  solution  pério- 
dique cherchée  sera  certaine,  est  celui  où  le  déterminant  fonctionnel 
par  rapport  à 

X  °  X^  X° 

des  premiers  membres  des  équations  (8)  sera  différent  de  zéro 
pour  x{\  =  x\  =  . .  .  =  .zJJ  =  a  =  o.  Sera-t-il  possible  de  faire  cette 
constatation?  Pour  abréger  l'écriture,  supposons  pour  un  moment, 
comme  il  est  permis  au  moyen  d'un  changement  linéaire  de  fonc- 
tions, que  o/(/)  soit  identiquement  nul.  Notre  système  (7)  prendrait 
alors  la  forme 

— i  =  a/1^1  +  ciriXi-i-.  .  .4-  a/*  a?» -h  bip -+■...         (i  =  1,  a, .' .  .,  n), 

les  a  et  b  étant  des  fonctions  périodiques  de  t  à  la  période  co.  Les 
intégrales  de  cette  équation,  prenant  les  valeurs  x®  pour  t  =  o,  sont 
développables,  comme  nous  le  savons,  suivant  les  puissances  de 
x0^  . . . ,  x"t  et  ;jl  ;  nous  pouvons  écrire 

xi  =  A,-,  x\  -h .  . .  -h  kinx%  -h  B,-  ix  -h .  .  . , 

les  A.  et  B  étant  des  fonctions  de  t,  et  l'on  a  évidemment 

A/,-  (o)  =  r ,         A/a-  (o)  =  o,         B/  (o)  =  o. 

En  substituant  les  .r,  dans  les  équations  ci-dessus,  on  aura,  en  éga- 
lant dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  jpj,  ...,  a?Jj,  un  sys- 
tème d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  périodiques 
déterminant,  avec  les  conditions  initiales  ci-dessus,  les  fonctions  A. 

Si  l'on  peut  intégrer  ce  système  d'équations  donnant  les  A,  on 
obtiendra  immédiatement  les  coefficients  de  x0{,  . . . ,  #JJ  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  (8),  et  il  sera  possible  alors  de  formez- 
le  déterminant  de  ces  coefficients.  S'il  n'est  pas  nul,  on  sera  assuré  de 
l'existence  de  solutions  périodiques. 
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10.  Nous  avons  seulement  supposé,  au  paragraphe  précédent,  que 
l'on  connaissait,  pour  u.  =  o,  une  solution  périodique  du  système 
d'équations  proposées  (cette  solution  était  x{  =  x2  =  . . .  =  x,t  =  o). 
Nous  venons  de  voir  que  la  formation  du  déterminant  jouant  un  rôle 
important  dans  la  discussion  des  équations  (8)  exigeait  une  intégra- 
tion préalable  d'équations  linéaires. 

On  se  trouvera  dans  des  circonstances  plus  favorables,  si  l'on  sup- 
pose que  Von  sache  intégrer  complètement  le  système  des  équa- 
tions (7)  pour  ul  =  o.  On  pourra  alors  reconnaître  immédiatement  si 
le  déterminant  fonctionnel  qui  nous  occupe  est  différent  de  zéro.  On 
aura,  en  effet,  explicitement  par  hypothèse,  les  fonctions 

ft(t,xî,xl,  ...,^o). 

Donc,  dans  les  premiers  membres  des  équations  (8)  développées  sui- 
vant les  puissances  de  #J,  .rîj,  .  . . ,  x\  et  jx,  on  aura  les  coefficients 
des  premières  puissances  de  x°tl  #J,  .  .  . ,  x". 

11.  Quelques  remarques  importantes  sont  à  faire  sur  le  système 
des  équations  (8).  Supposons  que  les  équations  (7)  admettent  une 
intégrale  première 

F(#i,  o?2,  .  .  .,  x/n  /,  (jl)  =  const., 

dont  le  premier  membre  soit  une  fonction  périodique  de  £,  admettant 
la  période  to.  Nous  désignerons  la  fonction  F  par  F[.r£-,  /],  sans 
mettre  tx  en  évidence,  et  en  n'écrivant  qu'une  des  lettres  x\  nous 
écrirons  aussi,  à  la  place  de  fi(t,  x\,  .  . . ,  x"n  ix),  simplement  fi(t). 
Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas,  les  équations  (8)  ne  sont  pas, 
en  général,  distinctes.  On  aura,  en  effet, 

F  [/Ko),  o]  =  F  [/,(<■>),  tu]  =  F[ft(u>),  o]. 

Considérons  donc  l'équation 

(9)  F[/,(o),o]  —  F[/t(w),o]  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  développable  suivant  les 
puissances  de 

/*(«)- /,(o  • 

Supposons  que  l'on  ait 

dF 
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pour  [A  =  o,  t  =  o,  a?/  =  'f/(o);  le  coefficient  de  /«(w)  — /«(<»)  dans 
le  développement  du  premier  membre  de  (9)  ne  sera  pas  nul  pour  a, 
xj,  ...,  x0,  suffisamment  petits,  et  il  est  clair  alors  que  les  n —  1  équa- 
tions 

/i(o>,  rr'/,  .  .  .,x%,  \i.)—fi(o,x\,  .  .  .,37»,  jx)  =  0  (  i  =  1 ,  2,  .  .  . ,  /i  —  1), 

qui  sont  les  n —  !ième»  premières  équations  du  système  (8),  entraînent, 
d'après  la  relation  (9),  la  niemc  équation 

fn(to,x0n  .  ..,*:?„  fx)  —  /n(o,  a?®,  ....  a?°,  fx)  =  0. 

Les  rt  équations  (8)  /*e  so/*£  c/o/^c  />#s  distinctes,  comme  nous  vou- 
lions l'établir. 

Nous  avons  supposé  que- — n'était  pas  nul;  si  cette  dérivée  était 

nulle,  on  prendrait  une  autre  des  dérivées  du  premier  ordre,  et  il  n'y 
aurait  que  dans  le  cas  où  l'on  aurait 

d¥     _   dF  _  àF    _ 

ÔX\  Ô.t\  ox 'a 

pour  ui  =  o,  t  =  o,  Xi=  ©/(o),  que  la  conclusion  précédente  devien- 
drait douteuse. 

dF 
Soit,   comme  tout  à  l'heure,  - —  7==  o  ;  il  v  aura  alors  une  infinité 

de  solutions  périodiques  de  période  co  pour  chaque  valeur  de  jx  (suf- 
fisamment petite).  On  supprimera  la  dernière  des  équations  (8)  et 
l'on  pourra  la  remplacer  par 

F(xux2,  . . .,  xn,  l,  jx)  =  G, 

C  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  prendra  peu  différente  de 

F[<pi(o),  ...,  Ç/,(o),  o,  oj. 

Pour  une  valeur  donnée  à  G,  il  n'y  aura  plus,  en  général,  qu'une 
solution  périodique  correspondante;  elle  sera  déterminée  par  les 
n  —  1  premières  des  équations  (8)  et  l'équation  F  =  C,  où  l'on  rem- 
placera t  par  zéro,  et  qui  alors  s'écrira 

F[//(o),o,  fx]  =  C. 

Si  on  laisse  G  arbitraire,  on  aura  une  infinité  de  solutions  pério- 
diques dépendant  d'une  constante  arbitraire. 
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Si.  au  lieu  d'une  intégrale  première,  on  en  avait  deux, 

F  (x^  ,r2,  .  .  . ,  xn,  t)  --  const., 
<ï>(cri,  T?,  ....  xn,  t)  =  const., 

on  voit  immédiatement,  par  des  raisonnements  analogues,  que 
les  n  équations  (8)  se  réduisent  à  n  —  2,  si  tous  les  déterminants 
fonctionnels 

D(xk,xh) 

ne  s'annulent  pas  pour  ijl  =  o,  l  =  o,  #,-=  0/(0). 

12.  On  a  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  fonctions  X,, 
X2,  . . . ,  X7i  dépendent  du  temps  t.  Il  est  important  d'examiner  le  cas 
où  t  n'entre  pas  dans  les  équations.  Tout  à  l'heure,  la  période  était 
nécessairement  déterminée  :  c'était  la  période  w  de  t  dans  les  X. 
Maintenant,  au  contraire,  la  période  pourra  être  quelconque.  D'autre 
part,  si  les  équations  admettent  une  solution  périodique,  elles  en 
admettront  une  infinité;  d'une  solution  on  en  déduit,  en  effet,  une 
autre  en  changeant  t  en  t  -\-  A,  h  étant  une  constante  arbitraire.  Il  ne 
peut  donc  pas  arriver,  dans  le  cas  actuel,  que  les  équations  (8  )  déter- 
minent une  seule  solution  périodique. 

Ces  remarques  faites,  écrivons  le  système  d'équations 

d.rj 
(10)  —  =  \i(xu  x2,  .  .  .,  xn,  \x)         (1  =  1,  9..  .  .  .,  n), 

et  supposons  qu'on  ait,  pour  a  =  o,  la  solution  périodique  de 
période  co 

fl71=<p,(/)J  a?2=<p2(*),  ...,  xn=on(t). 

Ici  les  cp  seront  des  fonctions  analytiques  de  /;  si  donc,  pour  le  sys- 
tème (10),  nous  désignons,  comme  plus  haut,  par 

cp/(o)  -f-a-J 

la  valeur  de  Xi  pour  t  =  o,  nous  sommes  assuré  que  la  valeur 

de  Xi  pour  t  =  oj  -h  t  sera  une  fonction  holomorphe  de 

T  j  ,       fl?2  j        •  •  •  •       •& n  1        [■*■       ^  '        ^ 
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pour  des  petites  valeurs  de  ces  grandeurs.  Si  nous  écrivons  alors  les 
équations 

(il)    //(<o  -f-T,  x\,  .  ..,x)'n\i)  —fi{o,x\,  .  ..,-r}',,  jx)  =  o  (/=  i,  2,  ..  .,  »), 

nous  aurons  />  équations  analogues  aux  équations  (8),  et  ces  équa- 
tions seront  vérifiées  pour 

x\  =  x\  =  . . .  =  .r°  =  jj.  =  t  =  o, 

puisque  alors  les  équations  (1  1)  se  réduisent  à 

o/(w  )  —  Cp/(  o)  ==  o. 

Les  équations  (11)  renferment  n  -h  1  inconnues  x\^  x®,  . . . ,  x°n  et  t, 
tandis  que  les  équations  (8)  ne  renfermaient  que  n  inconnues  et  cor- 
respondaient à  t  =  o.  Or  ici,  si  l'on  faisait  t  =  o,  on  aurait  des  équa- 
tions dont  le  déterminant  fonctionnel  par  rapport  à  .rj,  . . . ,  xft  serait 
certainement  nul,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur  la  mul- 
tiplicité nécessaire  des  solutions  périodiques,  quand  elles  existent.  Au 
contraire,  en  se  donnant  arbitrairement  un  des  x,  soit  par  exemple 
x^  —  o,  les  équations  (1  1)  détermineront,  en  général, 

x\,    x%,     .  : .,    x%_x     et    x 

en  fonction  holomorphe  de  u. 

Nous  pouvons  encore  faire  une  remarque  relativement  au  cas  où  il 
y  aurait,   pour  le  système  (10),  une  intégrale  première 

F  (x{,  x.2.  . . . ,  xn,  \x  )  =  const. 
On  verra,  en  raisonnant  comme  au  §  11,  que  les  équations  (11)  ne 

t  n  .      ÔF         .  n 

sont  pas  distinctes,  et  1  on   peut,  si  - —  n  est  pas  nulle  pour  u  =  o, 
Xi=  'f/(o),  considérer  le  système 

F  =  G,       fi(P+*,  •*■?,  •••>  &?n  l^  —  fii»,  X\,  ...,  fl7®,  a)  =  0        (l  =  ï,  2,  ...,  71  — l), 

G  étant  une  constante  peu  différente  de 

F[?i(o)>  ?2(o),  .  . ..  ©«(o),  o]. 
Dans  l'équation  F  =  G,  on  a  remplacé  xi  par 
fi{o,x\,x\,  ...,a?°,jx). 
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Au  lieu  de  remplacer  les  équations  (n)  par  le  système  qui  vient 
d'être  indiqué,  on  peut  encore  les  remplacer  par  le  suivant,  en  faisant 
toujours  #°  =  o  et  en  faisant,  de  plus,  7  =  o, 

/,-!  w,  x\,  x\,  .  .  ,,x%  \x  )—/,-(  o,  a??,  x\,  .  ..,  07°,  fl)  =  o  (i=  I,  2, /i  — 1), 

qui  déterminera  .rj,  ^r",  ...,  ^r)J_ , .  D'où  se  tire  la  conséquence 
importante  que,  dans  le  cas  où  il  y  a  une  intégrale  première,  on 
pourra  trouver  généralement,  pour  ku  petit,  une  solution  périodique 
ayant  la  période  to,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  en  général,  quand  les  équa- 
tions ne  renferment  pas  le  temps. 

13.  Nous  avons  établi,  dans  des  cas  généraux,  sous  la  condition 
qu'un  certain  déterminant  fonctionnel  ne  soit  pas  nul,  l'existence  d'une 
solution  périodique.  Terminons  ces  généralités  en  montrant  quelles 
opérations  on  devra  faire  pour  calculer  ces  intégrales.  C'est  une  ques- 
tion à  laquelle  nous  avons  indirectement  touché  au  §  9.  Reprenons  le 
système  tel  que  nous  l'avions  écrit  dans  ce  paragraphe 

— — -  =  an  xx  -h .    .  -h  CLin  xn  -t-  bi  a  -h . . . , 
dt 

les  coefficients  de  ces  développements  étant  des  fonctions  de  t  de 
période  a). 

Nous  avons,  pour  pi  =  o,  la  solution  périodique 


D'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  y  aura,  en  général,  une  solution 
périodique  pour  p.  suffisamment  petit.  Cette  solution  peut  être  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  u.  Ecrivons  donc 

Xi  —  XiX  \x  -h  xi%  [jl2  -t- .  .  .  ; 

les  coefficients  des  diverses  puissances  de  u.  doivent  être  des  fonctions 
périodiques  de  t  avec  la  période  w.  Nous  aurons  d'abord,  pour  déter- 
miner les  xiK,  les  équations 

dx/i 

— —  =  adXu-h  a/a 3 21 +  •  • .+  atnxnx  +  Oo 

Peut-on  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour 

x\\i       ^iX-,       •  •  •  1       xn\ 
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des  fonctions  périodiques  de  t?  On  voit  qu'il  en  sera  certainement 
ainsi  en  général,  et  précisément  quand  un  déterminant,  qui  n'est 
autre  que  celui  que  nous  avions  à  considérer  au  §  8,  ne  sera  pas  nul. 
Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  [jl  dans  les  xi  se  calculent 
de  proche  en  proche  sans  qu'on  soit  jamais  arrêté,  si  on  ne  l'a  pas  été 
au  début,  et  l'on  aura  ainsi  la  solution  périodique  cherchée  dont 
l'existence  a  été  antérieurement  démontrée. 

14.  Remarquons,  en  terminant,  que  les  considérations  précédentes 
trouveront  leur  application  dans  un  cas  un  peu  plus  compliqué.  Écri- 
vons les  p  4-  q  équations 

<">  \dy. 

I    -jfc   =  Y/(a?i,^2,    ••-,  A?/;.,  JKl,J2,    ••-,  Yq)  (.1  =  1,1,    .  ..,?.), 

où  nous  supposons  que  les  X  et  Y  soient  des  fonctions  périodiques 
des  y  admettant  la  période  2tt,  c'est-à-dire  ne  changeant  pas  quand 
on  change  yi  en  _)'/-+-  2tt.  On  pourra  appeler  solution  périodique 
de  ce  système  d'équations  avec  la  période  w  une  solution 

Xi=  <?i(t)        (i  =  i,  2,  . ..,  p), 

yi=  tyi(t)  (i  =  i,  2,  ...,q), 

satisfaisant  aux  conditions 

les  A1,-  étant  des  entiers.  Tl  est  clair,  d'après  la  forme  des  équations 
différentielles  (12),  qu'une  solution  sera  périodique,  si  l'on  a 

of-(tu)  =  cp/(o),  tyi(n>)  =  tyt(q)  -4-  2/x77T. 

La  théorie  développée  dans  les  paragraphes  précédents  pourra 
encore  s'appliquer  aux  équations  (12)  et  à  leurs  solutions  pério- 
diques. On  formera  les  équations  analogues  aux  équations  (11);  les  q 
dernières  d'entre  elles  auront  seulement,  dans  le  second  membre  2Â77U, 
les  entiers  ki  correspondant  à  la  solution  périodique  initiale  des  équa- 
tions pour  <x  —  o. 
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III.  —  Application  au  problème  des  trois  corps. 

lo.  Une  des  plus  importantes  applications  que  M.  Poincaré  ait 
faites  des  généralités  qui  précèdent  est  relative  au  problème  des  trois 
corps.  Prenons  trois  points,  M0,  M,,  M2,  déniasses  /??0,  w(,  m2',  nous 
allons  considérer  les  deux  dernières  comme  petites,  et  nous  poserons 


m,  =  0C[  u,  m2  =  a2  u 


■i  n 


a,  et  a2  étant  des  constantes  fixes.  Concevons  que  l'on  ail  écrit  les 
équations  différentielles  du  mouvement  de  ces  trois  points  s'attirant 
suivant  la  loi  de  Newton.  Que  deviendra  ce  système,  si  l'on  y  fait 
«a  =  o?  Si  (ç0,  7,0,  Ç0)  désignent  les  coordonnées  du  point  M0  par  rap- 
port à  des  axes  fixes,  les  équations  du  mouvement  du  point  M0  se 
réduiront  évidemment  à 

~dF  ~  °'  1ÏF  ~~  °'  dP-    ~  °' 

et  l'on  aura,  pour  le  point  Mt  (Ç|,  rj,,  £,), 

et  les  deux  équations  analogues,  /désignant  le  coefficient  d'attraction. 
On  aura  de  même,  pour  le  point  M2, 

dt-  J    r\        r-> 

Une  solution  du  problème  des  trois  corps,  pour  u  =  o,  sera  donc 
obtenue  en  prenant  le  point  M0  fixe,  les  deux  autres  points  se  mou- 
vant séparément  autour  de  M0  suivant  les  lois  de  Kepler.  Ce  cas  par- 
ticulier se  ramène  donc  au  problème  des  deux  corps.  Si  les  temps  de 
révolution  de  M,  et  de  M2  autour  de  M0  sont  commensurables  entre 
eux,  il  est  clair  qu'au  bout  d'un  certain  temps  tout  le  système  se 
retrouvera  dans  sa  situation  initiale. 

Le  problème  des  trois  corps,  pour  u.  =  o,  admettra  donc  des 
so  lut  ion  s  périodiq  ues . 

En  restant   toujours  dans  le  même  cas  (p.  =  o),  le  problème  des 
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trois  corps  admet  d'autres  solutions  que  l'on  doit  aussi  regarder 
comme  périodiques.  Bornons-nous  au  cas  où  les  trois  poinls  reste- 
raient dans  un  même  plan.  Le  point  M„  restant  toujours  fixe,  rappor- 
tons le  mouvement  des  deux  autres  points  à  deux  axes  tournant  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  M0.  Nous  allons  voir  immédiatement 
qu'il  peut  arriver  que  les  mouvements  de  M,  et  M2  par  rapport  à  ces 
axes  soient  périodiques.  Au  bout  d'un  temps  égal  à  la  période,  les 
trois  corps  se  trouveront  dans  la  même  position  relative,  c'est-à-dire 
que  leurs  distances  respectives  auront  repris  la  même  valeur.  Nous 
devons  regarder  un  tel  mouvement  comme  périodique.  Imaginons  par 
exemple  que,  pour  t  =  o,  les  trois  points  soient  sur  une  ligne  droite  D  ; 
on  peut  donner  à  M,  et  M2  des  vitesses  initiales  telles  que  M,  et  M2 
décrivent  des  circonférences  autour  de  M„,  et  désignons  par  n  et  n' 
les  vitesses  angulaires  des  droites  M0M,  et  M01\12.  Soit,  pour  fixer  les 
idées,  n'^>  n\  au  bout  du  temps 


les  angles  faits  par  M0M,  et  M0M2  avec  la  droite  initiale  D  sont  res- 
pectivement 


et  leur  différence  est  égale  à  2  k,  c'est-à-dire  qu'au  bout  du  temps — 

1  r    n  —  n 

les  trois  corps  se  trouvent  de  nouveau  en  ligne  droite,  ayant  repris  la 

même  position  relative  les  uns  à  l'égard  des  autres.  Si  donc  on  rapporte 

le  système  à  des  axes  mobiles  tournant  d'un  mouvement  uniforme  avec 

la  vitesse  angulaire  /?,  les  coordonnées  de  M,  et  M-,  par  rapport  à  ces 

axes  mobiles  seront  des  fonctions  périodiques  du  temps  de  période 

7.TZ 


16.  Nous  voulons  maintenant  rechercher  s'il  y  a  une  solution  pério- 
dique pour  de  petites  valeurs  de  u..  Nous  allons  d'abord  écrire  les 
équations  du  mouvement,  telles  qu'elles  sont  classiques  en  Méca- 
nique céleste,  des  points  M,  et  M2  autour  de  M0.  Faisons  donc  d'abord 
passer  par  ce  point  deux  axes  rectangulaires  de  directions  fixes  (nous 
nous  bornons  au  plan),  nous  aurons,  en  désignant  par  (#,,  yK)  et 
{x-ii  Yï)  les  coordonnées  del\lt  etM2  par  rapport  à  ces  axes,  les  équa- 

P.   —    III.  12 
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tions  différentielles  <>ù  nous  faisons  le  coefficient  d'attraction  f  éga] 
à  l'unité 


(S) 


~dF 


m0  —  +-/«! 


d2y\  V\  y 

—j^r  -hnio—  -4-  //?,  — 
dt-  r\  r 

<Y-.r.>  x*  x 

<ll-  ri  r 


d\y, 

dr- 


X  2 

7J 

i     dU' 

yt 

i  d\J' 
"h  dy\ 

7f 

i    oU' 

7tt2    &Z*2 

r-i 

I      r)U' 

7*|  7*ï  7*|         m-2  Oy-, 


Dans  ces  équations,  que  j'emprunte  au  Traité  de  Mécanique 
céleste  de  M.  Tisserand  (  t.  I,  p.  72),  /'t  et  /'•>  désignent  les  dislances 
de  M,  et  M2  à  M0,  et  l'on  a 


U'  = 


en  appelant  r,2  la  dislance  M,  M2. 

Je  rappelle  encore  que  le  système  (S)  admet  deux  intégrales  pre- 
mières, celle  des  aires  et  celle  des  forces  vives.  J'écris  ces  deux  inté- 
grales 


(13) 


H 


dy\ 


1   dt 

m  |  n\ ._> 


yi 


dx^  \  /      dy9  dx2 

— —      -h  m.     Xo  -V"  —  Ks  —r1 
dt  I  x\    "    dt        ■       dt  , 


(x,  —  x.2) 


<t  (  y,—  y.,  ) 


(ri—  7s) 


<:/(  .r, 


*«      J 


y  étant  la  constante  arbitraire, 

/  (dx\        dy\\  (dx\        dy\\ 

l  \  afr«  ^//-  /  "  \  ^2  <^/2  I 

,   ,  (         Wi+  m9\  f       //>?!        m^X       rT,"l 

m  1  /??  2  f  /  ^  1         ^r ï  \  2       /  ^  > '  1        dy2  \  2  1 

*"  ~^t~  L  .~^  ~~  ~dt)  + l~àr ~~  "S*7  J  = 

17.  Les  équations  différentielles  classiques  que  nous  venons 
d'écrire  ne  sont  pas  celles  dont  nous  devons  nous  servir.  Il  faut  les 
transformer  en  rapportant  le  mouvement  à  des  axes  M0£,  M0vi, 
animés  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  M0  avec  la 
vitesse  angulaire  n.  On  pourrail  se  servir  des  formules  de  transfor- 
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mat  ion  de  coordonnées 

x  =  £  cos  nt  —  r   sin  nt, 
y  =  ?  sin  nt  ■+-  ir]  cos  nt 

pour  transformer  le  système  S.  On  arrivera  bien  plus  rapidement  au 
système  d'équations  différentielles  relatif  à  £  et  r,  en  appliquant  la 
théorie  des  mouvements  relatifs.  Les  équations  cherchées  seront  les 
équations  (S),  où  nous  remplacerons  (.r, ,  j-,  )  et  (.r2,y2)  respecti- 
vement par  (  £, ,  Y] ,  )  et  ( 'ç2,  7rJ  ),  coordonnées  de  M,  et  M2  par  rapport 
aux  axes  mobiles  M,,!;,  M0rj,  pourvu  que  nous  ajoutions  aux  seconds 
membres  les  projections  de  l'accélération  centrifuge  et  de  l'accélé- 
ration centrifuge  composée.  Ces  projections  seront,  d'une  manière 
générale,  pour  la  première, 


et,  pour  la  seconde, 


n-z- 


1  n  —r1 ,       —  xn- 
dt  dt 


Nous  aurons  donc  un  système  (S)  qui  ne  sera  pas  autre  chose  que 
le  système  (S)  où  Ton  aura  remplacé  les  (x1  y)  par  (£,  r()  et  où  l'on 
aura  ajouté  respectivement  dans  les  seconds  membres  des  deux  pre- 
mières 

»*  h +  *»-#> 

/ï-y],—  in  -jj, 

et  de  même  pour  la  troisième  et  la  quatrième,  l'indice  deux  rempla- 
çant l'indice  an.  Le  système  (S)  admettra  deux  intégrales  premières. 
En  substituant  à  la  place  de  x  et  y  leurs  valeurs  en  (£)  et  (vj)  dans 
les  équations  (i3)et  (i4)j  on  obtiendra  ces  deux  intégrales  premières 
et  il  est  à  remarquer  que  le  temps  n'y  figurera  pas  explicitement.  De 
plus,  en  remplaçant  m{  et  m2  par  a,  a  et  a2;j.,  la  quantité  a  se  trou- 
vera en  facteur  dans  le  premier  membre  des  intégrales;  on  pourra  la 
supprimer  en  modifiant  les  constantes  h  et  y. 

Nous  aurons  donc  le  système  (S)  avec  ses  deux  intégrales  pre- 
mières. 

On  a,  en  définitive,  huit  équations  du  premier  ordre,  en 


i8o 
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en  posant 

dt 

—  }J  . 

dru 
dt 

-ii.      -777  ~  ^' 

■rff=7) 

ire 


L'application  de  la  théorie  générale  exposée  dans  la  Section  p] 

cédente,  pour  le  cas  où  la  période  serait    /  "     ?  nous  conduira  à  huit. 

équations  que  nous  aurions  maintenant  à  discuter.  Ces  équations  se 
réduisent  à  six  puisqu'il  y  a  deux  intégrales  premières.  Ecrivons 
les  premiers  membres  de  ces  intégrales  premières  en  y  faisant 
jjl  =  o  (on  a  préalablement  divisé  par  jjl,  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut)  ;  on  aura 


«1    « 


(>    dr\i  d£i\  />a  „.  /„    dr,=>  dt<>\  .  „„  ON 


.(^+^;+v-.(«-t-m)+a»-.^^-,.^j-H«.(g-H-g) 


/i2a2(£l  +  rj  )  -h  2/i a 


/      r/rr2  <^.2\  /         a,  a2        \ 

Prenons  le  déterminant  fonctionnel  de  ces  deux  expressions  par 
rapport  à  rt\  et  /,',.  Il  se  réduit  à 

2«i  «2(^1^/2—  I2I1  )- 

Or,  nous  prenons  comme  positions  initiales,  dans  le  mouvement 
correspondant  à  jjl  =  o,  deux  positions  de  M,  et  M2  sur  l'axe  des  £ 
qui,  pour  t  =  o,  coïncide,  comme  nous  pouvons  le  supposer,  avec  Ox. 
Les  vitesses  initiales  sont  perpendiculaires  à  M0ç,  et  l'on  a  évidem- 
ment au  temps  /  =  o 

Vi  =  Oj         ri2  =  (n'—n)l2. 
On  a,  par  suite,  pour  l'expression  ci-dessus, 

■2  7.xy..2ix\2(  n' —  n). 

Ouant  à  n  et  /*',  ils  sont  déterminés  en  fonction  de  ç,  et  £•>  par  les 
relations  qui  se  tirent  de  suite  de  la  comparaison  des  deux  expres- 
sions de  la  forme 

n*l\  =  m0,         n'*\\  =  m0. 
Les   valeurs  initiales   de  M0M,   et  M0M2  étant  arbitraires,  on  n'a 
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pas  n  =  n! .  Le  déterminant  fonctionnel  des  deux  intégrales  premières 
par  rapport  à  r/(  et  y,'.,  n'est  donc  pas  nul.  Nous  pouvons  donc, 
des  huit  équations  cpie  nous  avons  à  écrire,  supprimer  celles  qui 
sont    obtenues    en    écrivant  que  les  valeurs  de  yj'(   et  y/2  sont    égales 

pour  t  =  o  et  pour  t  =  ~j— —  (§  11).  Il  resterait  donc  six  équations  à 

discuter;  c'est  une  étude  qui  ne  présente  pas,  après  ce  qui  précède, 
de  véritable  difficulté.  Nous  ne  la  ferons  pas  ici,  car  nous  serions 
ainsi  entraîné  à  d'assez  longs  calculs.  Enonçons  seulement  le  résultat  : 
On  est  assuré  de  pouvoir  toujours  résoudre  les  six  équations  dont 
nous  venons  de  parler  par  rapport  à  six  des  huit  inconnues 

(  H  )  £°         r°        £°        r°        £'°        n'°         É'°        t/° 

\  "  /  SU       'i  l  >       ? 2  ?       ri  2  5       s  l   5       1 1   j       Ç  2  <        *i  2 

qui  y  figurent  et  qui,  conformément  à  nos  notations  précédentes, 
représentent  les  accroissements  que  l'on  doit  donner  aux  valeurs  des 
lettres  correspondantes,  relatives  à  t  —  o  et  à  la  solution  périodique 
choisie  pour  pi  =  o,  pour  avoir  les  valeurs  initiales  relatives  à  t  =  o 
de  la  solution  que  l'on  cherche.  II  faut  toutefois  que  l'on  n'ait  pas 
ii  =  —  n'  et  que  n  ne  soit  pas  multiple  de  n' —  n. 

Il  existe  donc,  pour  le  problème  des  trois  corps,  \x  étant  petit, 
une  infinité  de  solutions  périodiques.  Cette  infinité  dépendra  de 
quatre  arbitraires,  car  deux  des  inconnues  de  la  suite  (H)  ont  des 
valeurs  arbitraires  (petites)  et  les  distances  initiales  de  M{  et  de  M2 
à  M0  peuvent  être  prises  arbitrairement  ('  ). 


IV.  —  Sur  une  autre  catégorie  de  solutions  périodiques. 

18.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  d'une  question  présen- 
tant une  grande  analogie  avec  celle  qui  a  été  étudiée  dans  la  Sec- 
tion II,  mais  où,  toutefois,  des  circonstances  assez  différentes  vont  se 
présenter. 

Prenons  le  système  d'équations  différentielles 

,  dxx  dx,  dxn 

05)  -^r=X"        -dT  =  x-        •■"        ■^T==X"' 


(l)  On  trouvera  dans  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré  (  Les  nouvelles  méthodes  de  Mé- 
canique céleste,  t.  I,  p.  q5  et  suiv.  )  une  étude  de  diverses  solutions  périodiques  du 
problème  des  trois  corps. 
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où  les  X  dépendent  de  .r,,  x.,  ...,  x,t  cl  d'un  paramètre  p.;  de  plus, 
les  \  s'annulent  pour  ./■,  =  x2  =  •  •  •  =  &n=  °?  quel  que  soit  p. 

Le  système  admet  alors,  pour  solution  particulière,  la  solution  où 
tous  les  x  sont  identiquement  nuls.  Nous  allons  chercher  s'il  existe 
des  solutions  ayant  une  période  w,  différant  fort  peu  de  zéro  quand  p. 
est  très  petit,  et  se  réduisant  à  zéro  pour  p  =  o. 


de 


Nous  désignons  toujours  par 
a?9,  ....  x„.  Nous  aurons 


x%  x\ 


X[  —  J  i  (  t ,  X  j  ,  X  2  ,    .  .  .  ,  Xn  ,   p  ) 


(i 


x°,  les  valeurs  initiales 


i,  2,  .  ..,  n) 


les  fi  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x'I,  x°2,  •  •  .,  x°n  et  s'annulent, 
quels  que  soient  p  et  /,  pour  x"  =  .r!,'  =. .  .=  x°n  =  o. 
Il  faut  discuter  les  équations 


(16)    /*(' 


lO  — //(o,  a??,  •■  -,  arfc,  p) 


(1  =  1,2, 


»  «) 


si  l'on  veut  chercher  les  intégrales  ayant  la  période  to.  On  voit  immé- 
diatement que  nous  sommes  dans  des  circonstances  différentes  de 
celles  que  nous  avions  précédemment,  car  les  équations  précédentes 
sont  vérifiées,  quel  que  soit  p.,  pour  x°t=.  .  .=  #JJ=  o. 

Etudions  le   déterminant  fonctionnel  des  premiers   membres   des 
équations  (16)  par  rapport  à  ./°,  ...,  x\  et  calculons  sa  valeur  pour 


x%=.. 


X    =  u  =  o. 


Cherchons,  à  cet  effet,  ce  que  deviennent  les  équations  (16)  quand 
on  fait,  dans  les  équations  (i5),  p.  =  o  et  que  l'on  réduit  les  X  à 
leurs  termes  du  premier  degré  en  #,,  x2,  ...,  x,;.Dans  ces  conditions, 
les  équations  (io)  se  réduisent  aux  équations  linéaires 


(i?) 


dxi 
~dt 


(1  =  1,  2. 


*); 


les  «'([nations  (16)  deviennent  alors  des  équations  exprimant  que  la 
solution  de  (17)  répondant  aux  valeurs  initiales  x0^  ./•",  ...,  xQn  est 
périodique  et  de  période  co.  Or,  considérons  l'équation 


a  n  —  X 


«12 

«22 


dm 


ci  m 


(in1 
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On  sait  que  les  racines  de  cette  équation  en  A  font  connaître  les  inté- 
grales du  système  (17);  supposons-les  distinctes  et  désignons-les 
par  )H,  X2,  ...,  A„.  En  écrivant  que  (17)  admet  une  solution  pério- 
dique, nous  aurons  un  système  de  n  équations  linéaires  et  homogènes 
en  .rj,  x°tl  . ..,  x®n  et  leur  déterminant  est  le  déterminant  que  nous 
cherchons.  Or  (17)  ne  peut  admettre  de  solutions  périodiques  que  si 
l'on  a  pour  un  des  À,  soit  à/, 

À/ tu  =  iIctÙ         (k  entier), 
car  une  expression  de  la  forme 

a,'eV-t-  a2  <?-M  4-.  .  .-+-  ain  e"À»', 

où  les  a  sont  des  constantes,  ne  peut  admettre  la  période  w  que  si 
l'un  de  ces  termes  admet  cette  période.  Le  déterminant  cherché  ne 

s'annulera   donc  que  si  un  des  À  est  de  la  forme  :  il  est  donc 

égal  à 

A  =  (  e>M«>  —  1  )  (  e*»«  __,)...(  elnw  _  j  )? 

comme  on  le  verrait  encore,  par  un  calcul  facile,  en  réduisant  par  un 
changement  linéaire  de  variables  les  équations  (17)  à  une  forme 
canonique  où  la  première  équation  ne  dépendrait  que  de  .r, ,  la  seconde 
de  .r2,  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  posé,  si  A  est  différent  de  zéro,  les  équations  (16)  qui  sont 
vérifiées  pour  x\  =  . .  .=  xjt  =  o,  quel  que  soit  |x,  admettront  cette 
solution  comme  solution  simple,  et,  par  suite,  nous  ne  trouvons  pas 
de  solution  périodique  voisine  de  zéro  si  ce  n'est  la  solution  évidente 
où  tous  les  x  sont  identiquement  nuls.  En  d'autres  termes,  pour  avoir 
une  solution  nouvelle,  il  faut  nécessairement  que  w  soit  de  la  forme 

•ikizi 


h 

Ai  étant  une  des  racines  de  l'équation  en  A.  Gomme  to  doit  être  réel, 
on  remarquera  que  A/  ne  doit  pas  contenir  de  partie  réelle,  et,  comme 
les  racines  de  l'équation  en  À  sont  deux  à  deux  conjuguées,  il  en 
résulte  que  deux  facteurs  de  A  seront  nuls  quand  A  sera  nul. 

19.   Nous   allons  donc  supposer  que  w  soit  de  la  forme  qui  vient 
d'être  indiquée;  cherchons  alors  s'il  y  aura  des  solutions  périodiques 
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de  période  w.  Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  où  la  discus- 
sion sera  plus  simple.  Les  équations  (i-)  se  réduisent  alors  à 

dx 

\7û=ax~by- 

f    -^  =  c  x  -+-  rfr. 

L'équation  en  À  est  ici 

X2  —  (a  -+-  cl ) X  -4-  a<r/  —  6c  =  o, 

et,  pour  pouvoir  trouver  une  période  réelle  w,  il  faut  que 

a  —  <i  =  o,         a<i  —  ùc  ^>  o. 

Désignons  par  ou  et  — a/  les  racines  de  l'équation  précédente, 
nous  pouvons  prendre 

U)   = 

a 

Les  équations  (18)  auront  alors  toutes  leurs  solutions  périodiques, 
et,  par  suite,  les  équations  en  x0  et  r0,  obtenues  en  écrivant  que  les 
solutions  prenant  pour  /  =  o  les  valeurs  x0  et  y0  sont  périodiques, 
seront  identiquement  vérifiées.  C'est  là  un  point  très  important,  car, 
si  nous  prenons  maintenant  les  équations 

(19)  //(w,  x0,y0,  \x)—  //(o,  x0,  y0,  p)  =  o  (1  =  1,2), 

nous  voyons  que,  pour  jjl  =  o,  ces  équations  ne  renferment  pas  de 
termes  du  premier  degré  en  x0  et  y0.  Les  équations  précédentes 
pourront  donc  s'écrire 


(20) 

(    [x(a  x0-t-  [i/o)+-  .  .=  o 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  en  xQ  et  y0. 
Les  coefficients  a,  a',  [3,  (3'  sont  des  fonctions  de  u.  et,  en  général, 
y. y —  (ja'  ne  s'annulera  pas  pour  u.  =  o. 

On  aura  à  discuter  les  solutions  communes  aux  équations  (20) 
en  xQ  et/r,).  Celles-ci,  en  y  regardant  x0  etjKo  comme  des  coordon- 
nées courantes,  peuvent  être  considérées  comme  représentant  deux 
tourbes.  Pour  ;j.  différent  de  zéro,  ces  deux  courbes  ont  un  point 
simple   de   rencontre  à   l'origine;  pour  jjl  nul,  les  deux  courbes  ont 
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plus  d'un  point  commun  à  l'origine.  Il  en  résulte  que,  pour  u  très 
petit,  les  deux  courbes  auront  au  moins  un  point  commun  très  voisin 
de  l'origine.  Mais  ici  une  remarque  très  importante  est  à  faire  :  si  les 
équations  (20)  ont  une  solution  différente  de  zéro,  elles  auront  une 
infinité  de  solutions  formant  une  suite  continue,  car,  les  équations 
différentielles  ne  renfermant  pas  t  explicitement,  il  y  aura  une  infi- 
nité de  solutions  périodiques  s'il  y  en  a  une  (en  dehors  de  x  =y  =  o). 
Il  en  résulte  que,  en  réalité,  les  courbes  (20)  ont,  pour  ul  petit,  une 
petite  courbe  fermée  commune  restant  dans  le  voisinage  de  l'origine 
et  représentant  la  solution  périodique  sur  le  plan  (.r0,y„  );  cette 
petite  courbe  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  ijl  tend  vers  zéro. 
Il  est  clair  qu'il  faudrait  une  discussion  plus  approfondie  pour  décider 
la  question  de  la  réalité;  il  n'y  a  là  toutefois  aucune  difficulté  essen- 
tielle, car  on  peut  calculer,  comme  nous  l'avons  vu,  autant  de  termes 
que  l'on  veut  dans  les  équations  (20)  et,  par  suite,  la  discussion 
complète  pourra  toujours  être  faite  dans  chaque  cas  particulier. 

20.  Après  avoir  étudié  le  cas  de  deux  équations,  il  est  aisé  de  se 
rendre  compte  de  ce  qui  arrivera  dans  le  cas  général.  En  écrivant 
que  les   équations  (17)   ont  une   solution   périodique   de   période  10 

Uû  étant  égal   à   -y-  j  >   on  devra   obtenir  non  pas  seulement  une, 

mais  deux   solutions  périodiques    indépendantes,   qui   seront   en 

11Zt  .l'Ut  ,  ,  .  ,     1  •  1 

cos et   sin ;    ces   deux   équations   se   réduiront  donc  a    n — 2 

(O  0)  l 

équations  et,  par  suite,  quand  on  fait  [/.  =  o  dans  les  premiers 
membres  des  équations 

//(o),  x\,  . . .,  x?n  ;jl)  —  //(o,  x'\,  .  .  .,  x%,  \x)  =  o         (i  =  i,  -i /i), 

les  termes  du  premier  degré  en  ^r",  .  .  .,  x{]t  se  réduisent  à  n  —  2  ex- 
pressions linéaires  distinctes.  Les  équations  pourront  donc  être  rame- 
nées à  la  forme 

a/,  x\  -+- . .  . -+-  a,„  ir;;    -f- . . .  =  o         ( i  =  1 ,  2,  . . . ,  n  —  2), 
H(  P11  x\  -+- .  .  .  -+-  fy„  x%)  -h . . .  =  o         (*  =  1,  2), 

les  a  et  les  [3  ne  s'annulant  pas,  en  général,  pour  ijl  =  0.  En  tirant 
des  /?  —  2  premières  équations  n  —  2  des  quantités  .r",  a?J,  ...,  x]] 
en  fonction  des  deux  qui   restent  et  substituant  dans  les  deux  der- 
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nières  équations,  on  sera  ramené  au  ras  de  n  =  2,  que  nous  avons 
étudié  dans  le  paragraphe  précédent. 

21.  On  peut  appliquer  le  même  genre  de  considérations  à  un 
système  d'équations  dans  lequel  ne  figurent  plus  de  paramètres  arbi- 
traires u..  Soit 

—jj  =XI-(a?1,  x2,  .  ..,  x;i)         (i  =  i,  2,  .  .  .,  n), 

les  Xi  s'annulant  pour  #4  =  ^2  =  -  •  •=  %n'=i  o.  Nous  voulons  cher- 
cher les   solutions   périodiques  s'éloignant  peu  de  zéro.  Nous  com- 
mencerons par  répéter  ce  que  nous  avons  dit  au  §  18. 
En  désignant  par 

Xi  =  fi{t,  x\,  X%,    .  .  .,  X%  )  (Î  =  I,  2, H) 

la  solution  correspondant  aux  valeurs  initiales  #J,  a??,  ...,  a?J,  nous 
avons  les  équations 

/i(u),  a??,  »§, a?,0,)  — //(o,  a??,  a?°,  .  ..,.r»  )  =  o 

pour  les  intégrales  ayant  la  période  co.  Si  l'on  considère  encore  l'équa- 
tion en  A  du  §  18,  on  voit  que,  si  w  ne  satisfait  pas  aux  conditions 
indiquées  dans  ce  paragraphe,  la  solution 

x\  —  x\  = .  .  .  —  x%  =  o 

sera  une  solution  simple  des  équations  précédentes.  En  désignant 
par  o)  une  quantité  satisfaisant  à  ces  conditions,  nous  allons  cher- 
cher s'il  y  a  une  solution  périodique  de  période  w  -+-  t,  t  étant  une 
quantité  petite.  Nous  avons  alors  les  équations 

//(  w  +T,a?î,a?J,  ....  x%  )  —  //(o,  a?5,  a?g,  .  .  . ,  o?»  )  =  o         (  i  =  i,  2,  .  .  . .  n). 

Raisonnant  comme  au  §  20,  nous  voyons  que,  dans  ces  équations, 
les  termes  du  premier  degré  en  .rj,  x®,  .  .  .  ,  x\  se  réduisent  à  n  —  i 
expressions  linéaires  distinctes  ;  la  quantité  t  joue  ici  le  même  rôle 
que  jouait  ci-dessus  la  quantité  jx. 
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V.  -  Des  solutions  asymptotiques  de  certaines  équations 
différentielles. 

I2î2.    Considérons  Je  système  d'équations  différentielles 
dxt 

\  7  1  1  —j-    =  Ai  (h=  I,  2,  .  .  .,  /l), 

les  X/  s'annulaht  pour  #•<  =  a?2  =  . .  .=  a?«=  o  et  ne  contenant  pas  f 
explicitement.  On  peut  supposer,  comme  nous  l'avons  vu  précédem- 
ment, que  dans  les  X  les  termes  du  premier  degré  se  réduisent  res- 
pectivement à  À|#(,  X2a?2,  •  •  . ,  \iXn. 

Il  v  a  des  cas  étendus  où  l'on  peut  trouver  certaines  solutions  inté- 
ressantes de  ce  système.  Faisons  d'abord  un  changement  de  variable, 


en  posant 


é< 


nous  aurons  alors  le  système 

°  ~di  =  *l''r'~h  •  •  •         (  t  =  1 ,  a,  . . . ,  71). 

Reportons-nous  maintenant  aux  §  11  et  12  du  Chapitre  I.  Sous  les 
conditions  indiquées  dans  ces  paragraphes,  nous  pourrons,  en  posant 

n  =  0>M,         y,=  0h.  ....         j'v=e*v, 

développer  les  x  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes dejr,,  y2l  .  •  -,  TV  l^es  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 

ÔXy  O.r.,  àxv 

pour  jr,  =y2==-  •  •==.)'v=z°?  restent  arbitraires.  En  désignant  par  A,, 
A2,  ...,  Av  les  valeurs  initiales  de  ces  dérivées,  les  développements 
précédents  procèdent,  en  réalité,  suivant  les  puissances  croissantes  de 

Ils  sont  convergents,  tant  que  ces  quantités  ont  des  modules  suffi- 
samment petits.  Si  nous  revenons  aux  équations  (21),  nous  aurons 
des  développements  des  x  procédant  suivant  les  puissances  de 

AteV,     A2eV,     ...,     AveV. 
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Ces  développements  seront  convergents,  tant  que  ces  quantités 
auront  des  modules  assez  petits.  Si  l'on  veut  faire  croître  t  indéfini- 
ment, il  faudra  égaler  à  zéro  les  A  qui  correspondent  à  des  A  dont  la 
partie  réelle  est  positive.  En  prenant  les  autres  constantes  A  assez 
petites,  on  est  assuré  d'avoir  des  développements  valables  de  t  =  o 
à  t  =  oc.  Il  est  clair  d'ailleurs  que,  si  Ton  prend  seulement  des  A  ayant 
leurs  parties  réelles  négatives,  les  points  correspondant  à  ces  A  sont 
du  même  côté  d'une  même  droite  passant  à  l'origine,  et,  par  suite,  la 
condition  i"  delà  page  18  est  remplie. 

Les  solutions  précédentes  tendent  vers  zéro  quand  t  augmente 
indéfiniment  :  elles  sont  asymptoliques  à  la  solution 


X\  = . . .  =  x.,  —  o. 


23.   Nous  allons  généraliser  le  théorème  qui  précède.  Au  lieu  du 
système  (21),  prenons  le  système 

—=±  =  X,-(a?,,  a?2,  .  . .,  xn.  t)         (i  =  1,  2 n), 

les  X  dépendant  de  t.  On  suppose  toujours  que  les  X  s'annulent 
pour  x{  =  x2  —  . .  .=  xn==  o,  quel  que  soit  t,  et,  de  plus,  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  des  x  dans  les  développements  sont 
des  fonctions  analytiques  périodiques  de  t  et  de  période  27:.  En 
réduisant  les  X  à  leurs  parties  linéaires,  on  aura  un  système  d'équa- 
tions linéaires 

dxL  . 

—  =  anx1-h.  .  .+  ainxn         (1  =  1,2,  ..•■,/*), 

les  a  étant  des  fonctions  périodiques  de  t.  L'intégrale  générale  de  ce 
système  est  de  la  forme 

x{  —  Aj  eV/n  -h. .  .-h  A.ne>*tflni 
1 

xn  =  Ai  cV/nl  +  ,.  .+  A„  e***fnn, 

les  f  étant  des  fonctions  périodiques  (').  Remarquons  que  le  déter- 


(')  Nous  nous  appuyons  sur  ce  résultat,  aujourd'hui  bien  classique  clans  la  théorie 
des  équations  linéaires,  comme  nous  l'avons  d'ailleurs  déjà  fait  dans  ce  Chapitre. 
Nous  reviendrons  plus  tard  sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  à 
coefficients  périodiques. 
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minant  des  coefficients  de  A,,  ...,  A„  dans  ces  expressions  est  une 
fond  ion  de  /  essentiellement  différente  de  zéro.  En  faisant  mainte- 
nant le  changement  de  variable 

a?i  =  Sji/n  +  ;-2/i2+-  • .-+-  Ufm, 

Xn  =  X  1  fn  l  -+-  %i  fn  J  H-  •••  -H  S/i  fn  n , 

nous  avons,  pour  les  ç,  des  équations  de  même  forme,  mais  où  les 
termes  du  premier  degré  se  réduisent  respectivement  à 

puisque  £,,  étant  de  la  forme  A.t  e  '',  est  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion 


dt       Al?I 


et  de  même  pour  les  autres. 


u2i.   Nous  pouvons  donc  partir  des  équations 

dxk       ,  ,  , 

— —   =  A/£X/C  -h  .  .  .  (  K  =  I  ,  2,    .  .  .  ,  /ï  ), 

les  A  étant  des  constantes,  etles  coefficients  des  termes  de  degré  supé- 
rieur au  premier  dans  les  seconds  membres  étant  des  fonctions  pério- 
diques de  t.  Posons  toujours  8  =  ef,  nous  aurons  le  système 

(  22  )  0  — —  =  hkxk  -+-...         (  k  =  i ,  2,  . . . ,  n  ). 

Les  coefficients,  sauf  les  À,  sont  des  fonctions  périodiques  de  t 
ayant  in  pour  période;  ils  peuvent  donc  être  développés  en  séries 
tri  gonomé  triques 

n  =  00  «z:» 

71  =  0  //  =  1 

Si  l'on  pose  e"'==  m  et  e~tl  =■  v,  les  deux  séries 

(23)  ^  A,|  un     et     V  B„  t>" 

seront  convergentes  dans  le  plan  des  variables  u  et  v  à  l'intérieur  de 
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cercles  de  rayons  supérieurs  à  l'unité;  ceci  est  une  conséquence  immé- 
diate de  ce  que  nous  supposons  analytiques  les  fonctions  pério- 
diques de  /  et,  par  suite,  holomorphes  dans  le  plan  de  la  variable  t  à 
l'intérieur  d'une  bande  parallèle  à  l'axe  réel. et  comprenant  cet  axe  à 
son  intérieur.  Désignons  par  \\  le  rayon  supérieur  à  l'unité  d'un  cercle 
à  l'intérieur  duquel  convergent  les  séries  (20). 

Cherchons  si  nous  pouvons  trouver  des  solutions  x  du  système  (22) 
mises  sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de 

Vl  =  8*i,         jk2  =  0>-  . . . ,         yv  =  fJS  «  =  6',  v  =  (M         (v  1  n). 

Nous  aurons  alors  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
en  dissolvant  pour  un  moment,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans 
des  occasions  semblables,  toule  relation  entre  j',,  .  .  .,  yv,  u  et  c, 

.  dx\         ,  àx\  ..  ôxx  .    dx\  .    0xl 

(^37.)  ,.  (AT-?  ,.  6*37*  .     <Ar>>  .    àx.->  . 

A,  v,  — :   +  À2  r2  T-   +  •  •  •  -t-  Av^v  7~   +«"-—"    —  W  — ^  —  À2  372  =  ©2  (#1 ,  #2>  •  •  •  > 
ôfi  dy*,  J     oj'v  au  àv  l    v     ' 


v              (À27* 

H-  £«  — — 
OU 

.    dx<> 

-h  ni  — - 

du 

-h  ni  - — 
ou 

àx„       .         cte„  .         Ar„        .    dr„        .   <te„       . 

les  ©  commençant  par  des  termes  du  second  degré  en  xt,  x2l  . ..,  xn. 

On  peut,  à  l'aide  de  ces  équations,  calculer  des  développements 
des  x  suivant  les  puissances  de  yt,  y2)  •••?  }\,  U,  V)  en  supposant 
qu'ils  s'annulent  pour  y{  —  y2=z. .  .=yv  =  o,  et  que  les  coefficients 
des  termes  du  premier  degré  en  y\^y^  ...,yv  sont  des  constantes 
indépendantes  de  u  et  c. 

Seules  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  ordre 


dx\        àx.2  àxv 

pour y{  =  y%  =  -  ..=  )'v  =  o,  restent  arbitraires.  Le  coefficient  d'une 
dérivée  d'une  quelconque  des  fonctions  x,  soit  d'une  manière  gê- 
né-raie 

éyP*  dyP* . . .  dy?  du*  dv< 

dans   le   calcul    des   dérivées   successives   pour  les   valeurs  zéro  des 
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variables,  est  égal  à 

A  t  />  I  H-  A  2  />  ;  H-  .  .  .  -I-  Av  />v  -h  Ai  —  U  —  X  /, . 

D'ailleurs,  d'après  la  forme  admise  pour  le  développement,  on  n'a 
à  considérer  dans  ces  calculs  que  des  dérivées  pour  lesquelles 
/>,+..  .4-/Vv>2. 

Nous  allons  faire  maintenant  des  hypothèses  parallèles  à  celles  que 
nous  avons  faites  (Chap.  1  de  ce  Volume ).  Nous  aurons  seulement  ici 
à  considérer  les  v  +  2  points 

Ai,     Xj,      .  .  .,     Xv,     i,     —  i. 
On  suppose  d'abord  que  les  expressions 

À 1  p  [  -h  X2  /?g  -+-...  +  Xv/?v  +  V  i  —  hli 

ne  peuvent  s'annuler,  les  p  étant  des  entiers  positifs  dont  la  somme 
est  égale  ou  supérieure  à  deux,  et  y  étant  un  entier  positif  ou  né- 

Sallf- 

Nous  avons  encore  besoin,  pour  la  suite  de  la  démonstration,  que 

l'expression 

( '2ô )   '  |  \ipt  4-  a2 p-2 -+-... h-  Av/?v  -+-yi—  À/,  I 

reste  supérieure  à  un  nombre  fixe.  Or  considérons  le  quotient 

^i  +  .-.-h^vH-lYl 

Il  représente  l'affixe  du  centre  de  gravité  des  masses />,, /?2,  • --,/^v 
et  |  y  |  placées  aux  points  X,,  . . .,  Àv  et  au  point  -f-  i  ou  au  point  —  j, 
suivant  que  y  est  positif  ou  négatif.  Si  donc  on  peut  entourer  les 
points  A,,  )w,  •  •  .,  Av  et  +  i  d'une  part  et,  d'autre  part,  les  points  A, , 
X2,  .  .  .,  Av  et  — i  par  des  polygones  convexes  ne  comprenant  pas 
l'origine,  le  quotient  précédent  restera  supérieur  à  un  nombre  fixe. 
Or  on  a 

Xi  p\  -+- . . .  ■+-  Xv  />v  -4-  v  i  —  X/,        À  !  />,  -+- . . .  -4-  Xv  /?v  ■+■  v  t  X  ,, 


Pi  +  ■  •  •  +  Pv  H"  |  Y  I  Pi  +  •  •  •  "+■  y°v  -h  |  Y  I  />1  i"  •  •  •  "+-i°v  +  |  Y  I 

et,  comme  le  second  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro,  il  est 
clair  que  les  expressions  (25),  qui  par  hypothèse  ne  peuvent 
s'annuler,    resteront    supérieures    à     un    nombre    fixe,    puisqu'elles 
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sont    supérieures    au    produit    d'un    nombre    fixe    par    la    somme 

pK  -f-.  .  .  +  />v+  |  y  |-    Nous    désignerons   par  s    un   nombre   inférieur 
aux  expressions  (25). 


2o.  Il  faut  maintenant  démontrer  la  convergence  des  séries  que 
nous  avons  déduites  des  équations  (24).  La  méthode  suivie  dans  le 
cas  où  u  et  c  ne  figurent  pas  dans  les  équations,  c'est-à-dire  la 
démonstration  du  §  12  (Cliap.  I),  ne  serait  pas  applicable  ici  sans 
quelques  longueurs.  Celle  dont  nous  allons  faire  usage,  beaucoup 
plus  rapide,  pourrait  d'ailleurs  être  employée  aussi  avec  avantage 
dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  citer. 

Les  fonctions  cp  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (24)  sont  des  fonctions  holomorphes  de  xK,  œ-2,  .  ..,  xn  autour 
des  origines  dans  les  plans  respectifs  de  ces  variables,  et  de  u  et  c 
dans  des  cercles  de  rayon  K(R>>  1).  Nous  pouvons  prendre  comme 
fonction  de  comparaison  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue 


<Ka?i,  #2,  .  ..,xn,  u,  v) 

/  M 


M 


1  —  — 


X\  -h.  .'  .- 

-  orn  \ 

1 

I 

a 

) 

u 

V 

~  R 

Ceci  posé,  en  supposant  que  dans  les  équations  (24)  nous  prenions 
1  unité  comme  valeurs  initiales  de 

<)x\        <).r.2  dxv 

dyS      ôy,"  0yy' 

nous  remplacerons  le  système  (24)  par  le  système  d'équations  finies 

I    eX,      =  £JKi+  ^(X,,  X2,  ..  .,  X„,  u,  t>), 


(26) 


iXn     =  ^(X,,  X2,  ....  X„,  w,  v) 

qui  définissent  les  X  s'annulant  pour  yK  =  y2  =  . .  ,  =  yv  =  o,  comme 
fonctions  holomorphes  de  y{,  , . .,  yy  et  de  a  et  r.  On  voit  immédia- 
tement que  les  coefficients  dans  les  développements  des  X  donnés  par 
ces  équations  sont  des  quantités  positives  supérieures  aux  modules 
des  termes  correspondants  dans  les  développements  des  x  donnés  par 


eXv      =£j'v+<<,(\, 

x2,  . 

1 

.,  X„,  u,  v), 

eXv+1=              <l*(X, 

,  xtï . 

-,  X„,  w,  v), 
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les  équations  (24  ).  Ceci  résulte  de  l'inégalité 

e  <  |  Xt/?t  +  Xjjo» -+--. . .  -f-  Xv pv  +  y  1  —  X/,  | . 

Une  seule  chose  reste  à  considérer.  (  hiel  est  le  champ  de  conver- 
gence des  X  définis  par  les  équations  (26)  dans  le  plan  des  variables  u 
et  p?  11  est  essentiel  que  ce  champ  corresponde  à  un  cercle  d'un  rayon 
supérieur  à  l'unité  pour  pouvoir  faire  /  réel  quand  nous  reviendrons 
à  la  variable  /.  Pour  répondre  à  cette  question,  il  suffira  de  considérer 
Tunique  équation 

M'X2         i  1 


y 


H  —  X  u  v 


en  prenant  pour  les  yi:  .  ..,  yv  leur  plus  grand  module  y  et  faisant 
tous  les  X  égaux  entre  eux;  M'  et  H  désignant  deux  constantes  posi- 
tives. La  discussion  de  cette  équation  du  second  degré  est  immédiate  ; 
elle  peut  s'écrire 

4m'+M)('-0]-M'-ïïM'-ïï)(^ 

la  quantité  sous  le  radical  se  réduit  à 

«.-"('-ï)(-Ji)[(-ï)(!-i)-*^]- 

Si  donc  on  prend  y  suffisamment  petit,  on  pourra  prendre  pour 
champ  des  variables  u  et  v  deux  cercles  peu  différents  du  cercle  de 
rayon  R  et  par  conséquent  de  rayon  supérieur  à  l'unité. 


26.  Revenons  maintenant  à  la  variable  réelle  t.  Nous  avons  tiré 
des  équations  (24)  des  développements  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances de 

A,  6*.,     A20S     ...,     Av.6*v, 

les  coefficients  étant  eux-mêmes  des  fonctions  holomorphes  de  u  et  v, 
et  les  A  représentant  des  constantes  arbitraires.  Or  on  a 

6  =  e*; 

nous  avons,  par  suite,  des  intégrales  se  présentant  sous  la  forme 
P.  —  [II.  i3 
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de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de 

(27)  A,eV,     A2e>^,      ...,     Aye^1, 

les  coefficients  étant  des  fonctions  périodiques  de  t. 

Quant  à  la  convergence,  elle  est  assurée  tant  que  les  modules  des 
quantités  (27)  sont  suffi  s  animent  petits.  On  peut  faire  à  ce  sujet  les 
mêmes  remarques  qu'au  §  22  et,  en  se  bornant  aux  \  dont  la  partie 
réelle  est  négative,  on  obtient  des  solutions  asymptotiques  à  zéro 
quand  t  tend  vers  -+-  oc. 

Si,  au  lieu  de  supposer,  comme  au  §  23,  que,  dans  les  équations 

dxi       ,r  , 

-jj  =  Xi(xu  a?2,  • ..,  xn,  t)        (1  =  1,  2,  ...,  n), 

les  X  s'annulent  pour  x{  =...=.  x„  =  o,  on  supposait  que  ces  équa- 
tions admettent  une  solution  périodique  Xt  =  rfi(t),  on  serait  ramené 
au  cas  étudié  en  remplaçant  xt  par  Xi-\-  ©i(')j  et  Von  obtiendrait 
alors  des  solutions  asymptotiques  à  la  solution  périodique  consi- 
dérée (1). 

27.  On  peut  étendre  la  démonstration  que  nous  venons  de  donner 
à  un  cas  plus  étendu  et  qui  se  rencontre  assez  fréquemment,  ce  qui  va 
nous  permettre  de  généraliser  le  théorème  de  M.  Poincaré  relatif  aux 
solutions  asymptotiques.  Reprenons  les  équations  du  §  24 

dxk       ,  f1  . 

-jj    =  kkXk+.  .  .  (*  =  I,  2,   .  .-.,  Al), 

les  X  .étant  toujours  des  constantes,  mais  les  coefficients  des  puis- 
sances supérieures  des  x  étant  développés  suivant  les  cosinus  et  sinus 
des  multiples  de  <r  arguments 

[lit,        lX.2t,        ...,        [Xrjt, 

de  telle  sorte  que  l'on  sera  dans  le  cas  étudié  plus  haut  si  <x  =  1 . 


(  '  )  La  démonstration  de  l'existence  de  ces  solutions  est  due  à  M.  Poincaré  {Les 
nouvelles  méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  335).  On  comparera  sa  démon- 
stration avec  celle  que  nous  donnons  dans  le  texte,  qui  en  est  assez  différente. 
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Posant  toujours  Q  =  ec,  nous  aurons  le  système 

e^j-  =  x***+.... 

Admettons  que  ces  coefficients,  dans  les  termes  de  degré  supé- 
rieur au  premier,  puissent  se  développer  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  croissantes  de 

u1==elM',         ï>,  =  e-lM',         ....         aff=  eM',         t>ff=  e-M*', 

ces  séries  étant  convergentes  à  l'intérieur  de  cercles,  d'un  rayon 
supérieur  à  un. 

Nous  chercherons  alors,  imitant  ce  qui  a  été  fait  plus  haut,  à  satis- 
faire aux  équations  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de 

On  formera,  comme  au  §  24,  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles;  il  est  inutile  de  l'écrire.  Les  quantités  qui  seront  les  coef- 
ficients des  dérivées  dans  les  calculs  successifs  seront  ici  les  expres- 
sions 

< 28  )  Xj px -+-...+  Xv /?.,  -+-  yi  f*i  i  -+-  Y2  ps i  -+- . .  .-h  y«t f*/j i  —  X/i, 

les  /?  étant  des  entiers  positifs  et  les  y  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 
On  suppose  que  les  développements  des  x  ne  renferment  pas  de 
termes  indépendants  desjK  et  que  les  valeurs  des  dérivées 

dx\        à  t. 2  àxv 

pour  yK  =zy2  =  .  .  .=  y^  =  o  se  réduisent  à  des  constantes,  d'ailleurs 
arbitraires,  indépendantes  des  u  et  des  v.  Nous  n'aurons  donc  ici, 
comme  précédemment,  à  considérer  dans  le  calcul  que  des  dérivées 
pour  lesquelles  la  somme  /?*+... -h /?v  est  supérieure  ou  égale  à 
deux. 

Pour  la  démonstration  de  la  convergence,  nous  n'aurons  rien  à 
changer  à  la  marche  des  raisonnements.  Notre  attention  doit  se  porter 
seulement  sur  les  expressions  (28);  la  démonstration  ne  peut  réussir 
que  si  les  modules  des  expressions  (28)  pour/>(  -f- . . . -h pv J :  2  restent 
toujours  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 
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Or  les  {jl  sont  des  nombres  réels,  et  posons 

X  =  Xi  -+-  i X'j ,         . . . ,        Xv  —  Xv  h-  i Xv  ; 
la  partie  réelle,  dans  les  expressions  (28),  se  réduit  alors  à 

Si  donc  cette  expression  ne  peut  s'annuler,  les  p  étant  les  entiers 
positifs  remplissant  la  condition  indiquée,  et  si  les  V  sont  tous  de 
même  signe,  nous  sommes  assuré  que  les  modules  des  expres- 
sions (28)  restent  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 

Nous  avons  alors,  dans  ce  cas,  des  intégrales  se  présentant  sous 
forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de 

(29)  A,eV,     A2eV,     ...,     AveV, 

les  coefficients  étant  des  fonctions  de  t  développables  suivant  les 
cosinus  et  sinus  des  multiples  des  arguments  \>~i  t,  .  .  . ,  u.at. 

Ainsi  se  trouve  généralisé  le  théorème  de  M.  Poincaré  relatif  aux 
solutions  asympto tiques. 

La  convergence  de  ces  séries  exige  naturellement  que  les  modules 
des  quantités  (29)  soient  suffisamment  petits.  Si  les  V  sont  négatifs, 
on  aura,  en  prenant  les  constantes  arbitraires  A  assez  petites,  des 
développements  valables  de  t  =  o,  t  =  -f-  00. 

28.  En  particulier,  si  v  =  n  et  que  tous  les  V  soient  négatifs, 
nous  aurons  une  intégrale  dépendant  de  n  constantes  arbitraires.  Orr 
pour  t  =  o,  on  a 

x\  =  A/,-k  ..         (k  =  1,  2,  .. .,  n), 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  en  Ai7 
Ao,  ...,  \„.  Si  donc  on  prend  les  valeurs  initiales  x\  suffisamment 
petites,  il  en  sera  de  même  des  A  et,  par  suite,  les  séries  converge- 
ront. Nous  avons  donc,  avec  nos  développements,  toutes  les  inté- 
grales répondant  à  des  valeurs  initiales  suffisamment  petites. 

Ces  intégrales  tendront  vers  zéro  quand  t  augmentera  indéfini- 
ment, puisque  alors  les  exponentielles 

e^i',     e*Aï',      . . .,     e^n* 
tendent  vers  zéro.  Ce  résultat,  qui  se  déduit  de  la  forme  analytique 
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des  intégrales,  peut  être  facilement  établi,  a  priori,  et  non  pas  seule- 
ment pour  les  équations  précédentes  où  les  termes  sont  de  forme 
trigonométrique,  mais  dans  une  infinité  d'autres  cas;  c'est  ce  que 
nous  allons  montrer  en  terminant. 

29.    Pour  donner  au  théorème   toute  sa  généralité,   reprenons  un 
système  d'équations  du  premier  ordre 

<3o)  -jj  =Xi(xuxt,  ...,xn,  t)        (i  —  1,  2,  ...,  n), 

où  les  X  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  xt, 
x>,  ...,  xn  ;  ces  séries  ne  renferment  pas  de  termes  indépendants 
des  x,  et  chacun  de  leurs  coefficients  est  une  fonction  de  t  dont  la 
valeur  absolue  ne  dépasse  pas  une  limite  fixe  quand  t  varie  entre  o 
et  -+•  00.  Elles  sont  d'ailleurs  convergentes  quand  les  modules  des  x 
restent,  quel  que  soit  t  dans  l'intervalle  précédent,  inférieurs  à  un 
certain  nombre. 

Si  nous  prenons  seulement  dans  les  X  les  termes  de  premier  degré, 
nous  aurons  un  système  d'équations  linéaires 

(2)  -^  =a/|Ti  +  ...  +  a;„^         (i  =  i,  2,  .  . ..  n). 

Nous    nous    plaçons    maintenant   dans    l'hypothèse   où   l'intégrale 
générale  du  système  (S)  serait  de  la  forme 

xt=  G,  e-«i'//i  (/)+....+  Cne-*ntfin(t), 

les  a  étant  des  constantes  dont  les  parties  réelles  sont  positives,  et 
les  f  des  fonctions  dont  le  module  est  inférieur  à  un  nombre  fixe. 
Supposons,  de  plus,  que  l'on  ait 


i 


t 
(an-f-as2-}-.?  .-^ann)dt  =-(a,  +  ...  +  a„)<+F(/), 


j  F(£)  |  restant,  quel  que  soit  /,  moindre  qu'une  quantité  déterminée. 
On  voit  alors  immédiatement  que,  si  l'on  fait  le  changement  de 
fonctions 

Xi  =  Si  fn  (  t)  -f- .  .  .-+-  \n  fin  (  t  ), 

les    équations   différentielles  en   i  auront  respectivement  dans  leur 
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second  membre  comme  terme  du  premier  degré 

—  ix\u     —  a2^23      —  a«Ç«, 

les  coefficients  des  puissances  supérieures  ayant  des  modules  moindres 
qu'un  nombre  fixe. 

Imaginons  donc  que  nous  partions  des  équations 

—rr   =  —  <*i<Zi  +  .  .  •  (  1  =  1 ,  2 «  ) , 

les  a  étant  des  constantes  positives,  et  les  coefficients  des  puissances 
de  degré  supérieur  étant  des  fonctions  de  t,  qui  restent  en  valeur 
absolue  inférieures  à  un  nombre  fixe. 

Soient  t0  une  valeur  positive  arbitraire  de  /,  et 


les  valeurs  des  x  pour  t  =  t0.  On  aura 

xi  —  Ç i\ x  1 5  x 2  1  •  '  •  '  •& ni  0 1 

les  <pt-  étant  des  fonctions  analytiques  de  x",  x0,,  . . . ,  a?J|  et  s'annulant 
pour  x®—. .  .=  J?J=  o.  Les  termes  du  premier  degré  dans  es/  s'ob- 
tiennent en  réduisant  les  équations  à  la  partie  linéaire,  et,  par   suite. 

Xi  =  x 5  e-a^-'o'  h-  .  . .  ( >'  =  1 ,  2,  .  .  . ,  /i  ), 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier.  Si  h  dé- 
signe une  quantité  positive  qui  va  rester  fixe,  on  aura,  en  désignant 
par  xhL  la  valeur  de  Xi  pour  t  =  t0  +  A, 

o?J  =  ^°e-M  + 

Ces  séries  seront  convergentes  pour  |  x\  |  assez  petits;  ^we/  <7?z<? 
50^7  £0,  ces  séries  en  x"  convergeront  dans  un  même  champ,  et  l'on 
peut  obtenir  des  développements  de  même  forme  dont  les  coefficients 
indépendants  de  t0  soient  des  nombres  positifs  supérieurs  aux  mo- 
dules des  coefficients  correspondants  dans  les  développements  pré- 
cédents. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'on  parte  de  t  =  o,  on  aura  la 
substitution  permettant  de  passer  de  la  valeur  des  x  pour  t  =  o  à  la 
valeur  de  x  pour  /  =  h.  De  t  =  h  on  passera  à  t  =  2  A,  et  ainsi  de 
suite.  D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  il  suffit  de  démontrer  qu'une 
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substitution  de  la  forme 

x\  =  [LiXi-h.  .  .  (  i  =  T,  2.  .  .  .  ,  Jl), 

où    les   ut,    sont   des    nombres    positifs    inférieurs    à    un,    répétée   un 

nombre  infini  de  fois,  donne  pour  limites  zéro,  si  les  valeurs  initiales 

des  x  sont  assez  petites.  La  démonstration  est  immédiate.   Soit  \  le 

module   maximum   des    u./;    on   peut    se   borner  an    cas    de    la    seule 

équation 

a?'=  Xx-h. . .         (o<X<i). 

Pour  x  suffisamment  petit,  on  a  évidemment 

x'  <  hx, 

h  étant  compris  entre  A  et  un.  Donc,  au  bout  de  x  transformations 
successives,  la  valeur  de  x  sera  inférieure  à 

hn  x, 

et  tendra,  par  suite,  vers  zéro  quand  n  augmentera  indéfiniment. 

Ainsi,  sous  les  hypothèses  faites,  toute  solution  du  système  (3o) 
correspondant  à  des  valeurs  initiales  assez  petites  tendra  vers 
zéro  quand  t  augmentera  indéfiniment.  Nous  établissons  ainsi, 
dans  des  cas  très  étendus,  l'existence  de  solutions  asymptotiques  à 
Xy  ==. ...  .=  xn  —  o  pour  un  système  d'équations  de  la  forme  indiquée. 


VI.  —  De  la  stabilité  et  de  l'instabilité  des  intégrales  de  certaines 
équations  différentielles  ;  théorème  de  M.  Liapounoff  sur  l'instabilité 
de  l'équilibre. 

30.    Faisons  une  application  des  résultats  généraux  qui  précèdent. 
Reprenons  le  système  d'équations 

dxx  _  dxn 

7/7 -A"        ..-,        -âr-x^ 

où  les  X  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a;l  =  j;>2=.*.  =  &n:=o 
et  s'annulent  pour  ces  valeurs  des  variables,  comme  nous  l'avons  fait 
au  §  22.  Nous  conserverons  les  mêmes  dénominations  relativement 

à  À,,  A2,  ...,  l,t. 

Nous  avons  évidemment  la  solution  xs  =  x2  =-  •  •=  ocn  =  o.  Nous 
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dirons  avec  M.  Liapounoff  (  '  )  que  c'est  une  solution  stable  si,  pour 
tout  nombre  positif  /,  quelque  petit  qu'il  soit,  on  peut  assigner  un 
autre  nombre  positifs,  tel  que  l'on  ait 

I  *i  \<  t,        I  *i  \<  l,         .  •  • ,        \xn  |<  l 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  t,  dès  que  Ion  prend  pour  les 
valeurs  initiales  (correspondant  à  t  =  o)  aKl  a-2l  . ..,  cin  de  xiy 
x2.  . .  . ,  xn  des  valeurs  réelles  quelconques  satisfaisant  aux  inégalités 

I  «1  |<e,  I  «2  I  <  e,  •  •  -,  \an  |  <e. 

Si,  au  contraire,  on  peut  assigner  un  nombre  fixe  /  différent  de 
zéro  tel  que,  si  petit  que  soit  le  nombre  positif  s,  on  puisse  toujours 
trouver  des  valeurs  réelles  de  a{,  a2,  ...,  an  inférieures  à  £  en 
valeurs  absolues,  et  conduisant,  pour  une  valeur  positive  de  t,  à  une 
au  moins  des  égalités  de  la  forme 

I  xi  |  -  /, 
la  solution  considérée  sera  dite  instable. 

31.  Cette  définition  donnée,  nous  pouvons  démontrer  un  théorème 
intéressant  de  M.  Liapounoff  : 

Si  parmi  les  nombres 

il  y  en  a  dont  les  parties  réelles  soient  positives,  la  solution 
xK  =  x2=. .  .=  xfl  =  o  sera  instable. 

Supposons  d'abord  que  parmi  les  nombres  )H,  ),2,  ...,  \n  se 
trouvent  des  nombres  réels  positifs;  désignons  par  X  le  plus  grand 
d'entre  eux.  En  se  reportant  aux  §  11  et  12  du  Chapitre  I,  on  voit  de 
suite  que  l'on  aura  une  solution  où  x{,x2,  ...,x,t  seront  holomorphes 
en  ae),f,  a  étant  une  constante  arbitraire,  soient 

les  coefficients  des  f  étant   indépendants    de    a.   Ces   séries   toutes 


(')  A.  Liapounoff,  Sur  l'instabilité  de  l'équilibre  dans  certains  cas  ou  la  fonc- 
tion des  forces  n'est  pas  un  maximum  (Journal  de  Jordan,  5*  série,  t.  III,  1897). 
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réelles  sont  convergentes  tant  que 

h  étant  un  nombre  déterminé  pris  assez  petit.  Pour  cette  solution,  la 
valeur  initiale  de  xi  est 

Si  l'on  prend  a  assez  petit,  ces  valeurs  initiales  seront  moindres  en 
valeur  absolue  qu'un  nombre  s.  Prenons  maintenant  ex  positif.  Au 
bout  du  temps  correspondant  à 

oce>*=  h, 

c'est-à-dire  du  temps  positif 

i  .      h 

t  =  r-  loir  - 
X       °  a 

(a  pouvant  être  pris  plus  petit  que  h),  les  x  auront  les  valeurs 

M*)> 

Tous  ces  fi  (h)  ne  sont  pas  nuls  quel  que  soit  h  ({).  L'un  d'eux  a 
une  valeur  absolue  non  nulle  /.  Les  nombres  /  et  s  peuvent  être  pris 
pour  ceux  de  la  définition  du  paragraphe  précédent.  L'équilibre  est 
donc  instable. 

Le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  où  il  y  a  parmi  les  ),  une 
quantité  réelle  positive,  est  seul  intéressant  pour  l'application  à  la 
Mécanique  que  nous  nous  proposons  de  faire. 

Cependant  le  théorème  énoncé  est  exact  dans  tous  les  cas.  Il  suf- 
fira d'indiquer  succinctement  la  démonstration  que  M.  Liapounoft' 
laisse  au  lecteur  le  soin  de  faire.  Partons  donc  des  équations  réelles 

— —  =  an  31  -+-  «12  z-2-h.  .  .  -+-  aln  zn  -h.  . . , 

dzn 


(!)  Puisque,  dans  le  cas  contraire,  les   fonctions  /,  seraient  toutes  identiquement 
nulles. 
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et  supposons  qu'en  faisant  la  réduction  canonique  à  la  forme 


dxn  __  . 
dt    -*«*«+•.•■ 

il  y  ait  des  À  imaginaires.  Soient,  par  exemple,  A,  et  k2  imaginaires 
conjuguées  à  parties  réelles  positives;  dans  ce  cas,  xt  et  x2  seront 
imaginaires  conjuguées.  Il  faut  prendre  alors  xx  et  x2  ordonnées 
suivant  les  puissances  de 

Aje^i'     et     A2e^', 

A,  et  A2  étant  imaginaires  conjuguées.  A,  eV  et  A2eV  jouent  le  rôle 
de  yt  et  y2  au  §  25.  Regardons  alors  x{  et  x2  comme  fonctions  des 
variables  complexes  yK  et  y2.  Soit  p  une  quantité  assez  petite,  mais 
qui  va  rester  fixe.  Quand  yK  et  y2  restent  sur  la  circonférence  de 
rayon  p,  xt  et  x2  ont  un  certain  module  minimum  M. 
Or  prenons 

Aj  =  A2  =  A         (  quantité  réelle  positive) 
et  soient 

À1  =  a-w[i,  X2  =  a—  t(3  (a>o). 

Au  bout  d'un  temps  t  correspondant  à 

Ae*'=  p, 

yK  et  y2  seront  sur  la  circonférence  de  rayon  p,  et,  par  suite,  les 
modules  de  x{  et  x2,  et  conséquemment  celui  d'au  moins  un  des  2, 
dépasseront  une  certaine  limite  (facile  à  exprimer  avec  M).  D'autre 
part,  si  l'on  prend  A  très  petit,  on  aura,  pour  t  =  o,  des  valeurs 
initiales  aussi  voisines  que  Von  voudra  de  V origine.  H  y  a  donc 
Instabilité. 

32.  Du  théorème  de  M.  Liapounoflf,  nous  allons  conclure  avec  lui 
une  proposition  remarquable  relative  à  l'équilibre  d'un  système. 

On  sait  que,  quand  il  y  a  une  fonction  des  forces,  on  peut  choisir 
les  paramètres  qt1  q2,  . . . ,  qu,  fixant  la  position  du  système  et  s'annu- 
lant  pour  l'équilibre,  de  telle  sorte  que  les  termes  du  second  degré 
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dans  la  fonction  des  forces  deviennent 

liq\  +  X2?!  -h... h-  lnq% 
et  que  les  équations  du  mouvement  soient  de  la  forme 

dlqx         . 

[  -7m    =xi*«+  — 


(  S  )  /       rf*2 


-Xjigr,-^..., 


les  termes  non  écrits  étant  du  second  degré   par  rapport  aux  q  et 
aux  q<=-ft- 

M.  Liapounoif  a  montré  que,  si  parmi  les  A  il  y  en  a  au  moins  un 
qui  soit  positif,  l'équilibre  est  instable.  On  peut  encore  dire  qu'i7 
y  a  instabilité  si  la  non-existence  du  maximum  de  la  fonction 
des  forces  est  fournie  par  les  termes  du  second  degré. 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théorème  précédent. 
Si  Ton  pose,  en  effet, 

dqi  .  . 

-£=9',       (.  =  !,>,...,»;, 

on  a  un  système  de  in  équations  du  premier  ordre  en  qt  et  q\ ,  et  les 
in  constantes  jouant  le  rôle  des  quantités  A  au  §  31  sont 

S'il  y  a  des  A  positifs,  désignons  par  A  le  plus  grand  d'entre  eux.  On 
raisonne  alors  sur  les  fonctions 

comme  nous  lavons  fait  au  §  31  (sauf  que  A  est  remplacé  par  \A)?  et 
l'on  arrive  à  la  conclusion  énoncée. 

33.  On  sait  que,  dans  le  cas  d'une  fonction  des  forces,  il  y  a  stabi- 
lité pour  une  position  correspondant  à  un  maximum  de  la  fonction 
des  forces;  on  démontre,  par  un  raisonnement  classique  dû  à  Diri- 
chlet,  ce  théorème  de  Lagrange.  Mais  il  n'y  a  malheureusement  rien 
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à   tirer  des  méthodes  de   ce   Chapitre  pour  avoir  un  développement 
des  intégrales.  En  posant 

k(=  y/—  Xj  (X/<  O),    («  =  I,  2,    .  ...  7l), 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  plus,  on  pourrait  bien  obtenir  des 
développements  suivant  les  puissances  de 

eW*,     . . . ,     ek"(t, 

mais    ces    développements    ne    correspondent   pas    à    des    solutions 
réelles. 

Au  reste,  ce  serait  une  erreur  de  croire  que,  s'il  n'y  a  pas  de 
fonction  des  forces,  le  fait  que  tous  les  X  sont  négatifs  dans  le  sys- 
tème S  entraîne  la  stabilité.  On  pourrait  le  croire  d'après  le  raison- 
nement insuffisant  de  Lagrange,  mais  il  n'en  est  rien.  Il  suffît,  pour 
s'en  convaincre,  de  considérer  le  système 

d'lx 

P(x)  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x  commençant  par  un  terme 
en  x-.  La  position  x^=o1  y  =  o  est  une  position  d'équilibre  instable. 
En  fait,  on  peut  dire  que,  en  général,  l'instabilité  est  la  règle  et 
la  stabilité  est  l'exception.  Il  semble  que  ce  soient  des  conditions 
d' inégalité  qui  suffisent  à  entraîner  l'instabilité,  tandis  qu'il  faut 
des  conditions  d'égalité  pour  entraîner  la  stabilité. 

34.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  §  î29,  on  passe,  pour  un 
système  d'équations  différentielles,  des  valeurs  de  x  pour  t  =  t0  aux 
valeurs  pour  t  =  t0  -j-  h  au  moyen  d'une  certaine  substitution.  On  est 
ainsi  conduit  à  parler  de  la  stabilité  et  de  Y  instabilité  d'une  substi- 
tution. Ecrivons  la  substitution 

v\  =  <pO,  y,  •  •  -,  t), 


les  seconds  membres  étant  holomorphes  et  s'annulant  pour 

x  =  y  = .  .  .  =  t  =  o. 


SOLUTIONS    DE    CERTAINES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  *20Ô 

Soit  donné  /aussi  petit  que  l'on  voudra.  Si  l'on  peut  déterminer  e 
tel  que  les  #,  y:  . . .  ,  /  restent  plus  petits  que  /  en  valeur  absolue, 
quand  on  répète  un  nombre  quelconque  de  fois  la  substitution,  les 
valeurs  initiales  x° ,  r°,  ...,  t°  étant  inférieures  à  e,  il  y  aura  sta- 
bilité. Si  au  contraire,  /  étant  donné,  on  peut,  si  petit  que  soit  e, 
trouver  des  x°,  ...,  t°  initiales  inférieures  à  e  telles  que  l'un  au 
moins  des  |#|,  |  y\,  ...,  |/|  devienne  égal  à  /,  la  substitution  sera 
instable. 

Si  la  substitution  est  réduite  à  sa  forme  canonique 

xx  =  ixx  -+-...', 


t,  =  rU    -h.  .. 


et  que  les  |  jjl  |,  |  v  |,  . .  . ,  |  tc  |  soient  plus  petits  que  un,  la  substitution 
est  stable,  comme  nous  l'avons  vu  au  §  29. 

Un  cas  encore  assez  simple  est  celui  où  un  au  moins  des  |u|, 
|  v  |,  . . . ,  1 7i  |  est  supérieur  à  un  ;  on  peut  démontrer  que,  dans  ce  cas, 
la  substitution  est  instable.  Le  cas  spécialement  intéressant,  mais 
extrêmement  difficile,  est  celui  où 

|nl  =  |v|=...=  |«|  =  i. 

M.  Levi  Givita  ('),  dans  un  intéressant  Mémoire,  a  examiné  des 
cas  assez  étendus.  Nous  renverrons  à  son  Mémoire,  énonçant  seule- 
ment ce  résultat  que,  pour  la  substitution 

X\  =  x  t+-...  ., 


h  =  t  -4- 


où  les  termes  non  écrits  sont  de  degrés  supérieurs  au  premier,  il  y  a, 
en  général,  instabilité  (2). 

(')  Levi  Civita,  Sopra  atcuni  criteri  di  instabilità  (Annali  dl  Matematica, 
3e  série,  t.  V). 

(2)  On  pourra  consulter  encore,  relativement  à  l'instabilité  de  l'équilibre,  les  Mé- 
moires de  M.  Hadamard  (Journal  de  Math.,  5e  série,  t.  III,  1897)  et  de  M.  Pain  levé 
(Comptes  rendus,  t.  CXXV,  1897). 
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CHAPITRE  II. 

POINTS  SINGULIERSJRES  INTÉGRALES  RÉELLES 
DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 


I.  —   Des  points   singuliers  généraux   des  équations 
du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

1.  Commençons  par  étudier  les  points  singuliers  des  courbes 
définies  par  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  pre- 
mier degré,  c'est-à-dire  par  une  équation  de  la  forme 

dx        dy 

où  X  et  \  sont  des  polynômes  en  x  et  r;  ces  polynômes  ont  leurs 
coefficients  réels  et  nous  ne  nous  occupons  maintenant  que  des 
parties  réelles  des  courbes  définies  par  l'équation  précédente. 

Par  tout  point  (x,  y)  du  plan  à  distance  finie  passe  une  courbe 
intégrale  et  une  seule,  si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  en  ce  point 

X(x,y)  =  o,  Y(x,y)  =  o. 

Les  points  (.r,  y),  satisfaisant  à  ces  deux  équations,  sont  les 
points  singuliers  de  l'équation  différentielle,  et  nous  allons  d'abord 
chercher  ce  que  deviennent  les  courbes  intégrales  dans  le  voisinage 
d'un  point  singulier. 

2.  En  supposant  le  point  singulier  à  l'origine,  l'équation  aura  la 

forme 

dx  dy 

ax  -+-  by  -h. . .         a'x -r- b'y -+-. . .' 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier.  D'après 
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ce  que  nous  avons  vu  (Chap.  I,  §2),  on  pourra  faire  un  changement 
linéaire  de  variables  sur  x  et  y,  si  l'équation  du  second  degré  en  1 


(0 


a  —  X  b 

a         b'  —  À 


a  ses  racines  distinctes,  de  telle  sorte  que  l'équation  devienne 

dx  dy' 

les  deux  racines  de  l'équation  (1)  étant  A,  et  A2. 

Différents  cas  vont  se  présenter,  suivant  la  nature  des  racines  de 
cette  équation  (1),  qui  s'écrit 

X2  —  (a  -+-  b')X  -h  ab' —  a' b  =  o. 

3.  Supposons  d'abord  que  les  racines  de  (1)  soient  réelles  et  de 
même  signe;  on  peut  alors  supposer,  en  changeant,  au  besoin,  les 
signes  des  coefficients  r/,  b1  a',  b1 ',  que 


D'après  un  théorème  général,  établi  au  Chapitre  I  (voir  aussi 
Cliap.  II,  Section  I,  et  notamment  la  remarque  faite  à  la  fin  du  §  1 
de  ce  Chapitre),  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 


(V 


u\*=  Ça}", 


u{  et  u2  étant  des  fonctions  holomorphes  de  x  et  y  dans  le  voisinage 
de  x  =  o,  r  =  o,  et  s'annulant  pour  ces  valeurs;  C  représente  la 
constante  arbitraire. 

11  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  courbes 
intégrales  se  rapprochant  suffisamment  de  V origine  passent  à 
l'origine.  Il  est  visible,  en  effet,  que  la  courbe  (2)  passe  à  l'origine, 
quelle  que  soit  la  constante  C. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  nœuds  les  points  singuliers  de 
la  catégorie  précédente.  Un  exemple  très  simple  d'un  nœud  sera 
fourni  par  l'équation 


x 


dr 

y 


dont    l'intégrale    générale    est  y  =  Gx',    l'origine,    ici,    est   bien    un 
nœud. 
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Dans  les  généralités  qui  précèdent,  nous  supposons  que  nous  ne 
sommes  pas  dans  le  cas  où  À  est  un  entier  positif  ou  l'inverse  d'un 
entier  positif.  Pour  ce  cas  particulier,  il  suffit,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  de  se  borner  à  m  =  i ,  et  de  considérer  les  équations  de  la 
fin  du  §  4  (Chap.  II) 

dx 

dt 

dy 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  développer  x  et  y  suivant  les  puissances 
de  t  et  /log7.  Les  équations  (3)  en  u  et  v  (loc.  cit.)  ne  changeant 
pas  quand  on  remplace  u  et  v  par  a.  a  et  ac,  a  étant  une  constante 
arbitraire,  nous  pouvons  considérer  que  x  et  y  sont  développées 
suivant  les  puissances  de 

eut    et    a^logf, 
et  l'on  aura 

atlogt  ~f(x,y), 

/'et/,  étant  holomorphes  en  x  et  y  et  s'annulant  pour  x  =  y  =  o. 
On  en  déduit 

iog*=4^iz), 

A*,  y) 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  prend  la  forme 

/',(•*■■  y) 
«„/<*./)  =  f(x,y). 

On  discutera  immédiatement  cette  courbe  en  posant 

f(x,y)  =  x',        A  (a;,  y)  =  y  \ 

on  a 

Z! 
ol  ex'  =  x'  ; 

ces  courbes  passent  à  l'origine,  quel  que  soit  a,  et  y  ont  pour  tan- 
gente Taxe  des  y'. 

4.  Les  racines  de  l'équation  (i)  restant  toujours  réelles,  suppo- 
sons-les maintenant  de  signes  contraires.  Les  théorèmes  généraux  ne 
nous  donnent  plus  l'intégrale  générale.  Nous  connaissons  seulement 
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(^Chap.  II,  p.  28)  deux  courbes  intégrales  passant  à  l'origine,  et  les 
coefficients  angulaires  (voir  loc.  cil.)  des  tangentes  à  l'origine  pour 
ces  deux  courbes  sont  données  par  l'équation  du  second  degré  en  t 

(3)  a! -h  b' t  —  t(a  -+-  bt)  =  o, 

dont  les  racines  sont  réelles  en  même  temps  que  celles  de  l'équa- 
tion (1). 

Ces  deux  courbes  intégrales  sont  les  seules  qui  passent  à 
r origine  ou  qui  s'en  rapprochent  indéfiniment  (').  Nous  ne  pou- 
vons, pour  la  démonstration  de  ce  théorème,  renvoyer  au  Chapitre  II, 
car  il  y  a  là  un  point  délicat  quand  les  courbes  peuvent  être  com- 
plexes (voir  §  3,  Chap.  II).  Il  sera  aisé  de  suppléer  à  cette  lacune, 
en  considérant  seulement,  comme  nous  devons  le  faire  ici,  les 
courbes  réelles.  Il  suffira  d'ailleurs  de  montrer,  d'après  un  théorème 
établi  (Chap.  II,  loc.  cit.),  que  la  courbe  a  une  tangente  déter- 
minée. 

Remarquons  d'abord  que,  les  deux  courbes  intégrales  ayant  leurs 
tangentes  distinctes  et  des  points  simples  à  l'origine,  on  peut  faire 
un  changement  de  variables  tel  que  les  axes  des  x  et  des  y  soient  les 
intégrales  dont  nous  venons  de  parler.  L'équation  différentielle  aura 
nécessairement  alors  la  forme 

dx  dy 


a?'(Xf  +  ...)        y(l2-h...) 

les  termes  non  écrits,  qui  sont  des  séries  entières  en  x  et  en  jr,  étant 
au  moins  du  premier  degré  en  x  ely. 

Il  est  évident  d'abord  que,  dans  la  région  autour  de  l'origine,  où 
les  séries  qui  sont  aux  dénominateurs  convergent,  une  courbe  inté- 
grale ne  peut  rencontrer  l'axe  des  x  ou  l'axe  des  y.  Si,  en  effet,  une 
intégrale  rencontre  l'axe  des  y  au  point  (x  =  o,  y  ^  o),  elle  sera 
tangente  en  ce  point  à  l'axe  des  y  et  devra,  par  suite,  coïncider 
avec  lui.  Ceci  posé,  envisageons  une  courbe  intégrale  passant  à  l'ori- 
gine ou  s'en  rapprochant  indéfiniment,  et  distincte  de  Ox  et  Oy. 
Nous  pouvons  supposer  que,  depuis  un  certain  point  P0,  elle  est  dans 

( l  )  Ce  point  a,  je  crois,  toujours  été  admis  par  ceux  qui  se  sont  occupés  de  ces 
problèmes  avant  la  première  édition  de  ce  Traité,  où  nous  avons  donné  la  démon- 
stration du  texte. 

P.  —  III.  i4 
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Je  premier  quadrant  (angle  xQy).  Suivons  la  courbe  depuis  le 
point  P0  jusqu'à  l'origine;  si  P  désigne  le  point  mobile  de  la  courbe, 
le  rayon  vecteur  OP  tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  de 
l'origine  O,  car,  autrement,  pour  la  position  du  point  P  correspon- 
dant à  ce  changement  de  sens,  la  droile  OP  serait  tangente  en  P  à  la 

i  '  u  •  i  i  ,        i  •        dx         dy 

courbe,  et  1  on  aurait  pour  les  coordonnées  de  ce  point  —  =  — ,  et, 
r  r  x  y 

par  suite, 


égalité  impossible,  puisque  A,  est  différent  de  X2. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  OP  marche  dans  le  sens 
de  O^r  vers  Oy;  quand  P  tendra  vers  l'origine,  OP  aura  nécessai- 
rement une  limite,  puisque  la  direction  OP  marche  toujours  dans  le 
même  sens  et  ne  peut  dépasser  Oy,  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut.  Il  est  donc  établi  que  (a  courbe  intégrale  considérée  et 
une  tangente  à  l'origine  et  nous  sommes  alors  assuré  qu'il  n'y  a 
que  deux  courbes  intégrales  passant  par  le  point  singulier  considéré. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  cols  les  points  singuliers  qui 
viennent  d'être  étudiés,  par  lesquels  passent  seulement  deux 
courbes  intégrales. 

L'exemple  suivant  va  nous  donner,  suivant  les  cas,  des  cols  ou  des' 
nœuds.  Soit  la  surface  d'un  terrain  représentée  par  l'équation 

le  plan  des  xy  étant  horizontal.  L'équation  différentielle  des  lignes 
de  plus  grande  pente,  c'est-à-dire  des  lignes  dont  la  tangente  est 
en  chaque  point  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  ligne  de  niveau 
(z  =  const.)  passant  par  ce  point,  est  évidemment 


dx 

dy 

àf 

"    àf  ' 

dx 

àv 

les  points  singuliers  de  cette  équation  sont  donnés  par  les  valeurs 
de  x  et  y,  pour  lesquelles 

¥  =  ¥=*; 

àx        dy 
ils  correspondent  donc  aux  points  de  la  surface  où  le  plan  tangent 
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est  horizontal.  En  prenant  un  tel  point  pour  origine,  nous  avons 

z  =  ax--\-  -2  b  xy  -h  cy2  -h . . . 
et,  par  suite,  l'équation  différentielle  devient 

dx  dy 

a  x  +  b  y  -h . .  .         bx  -\-  cy  -h .  .  . 

L'équation  en  X  est  ici 

X2  —  (a  H-  c)X  -+-  ac  —  b-  =  o. 

Les  racines  sont  réelles;  leur  rapport  sera  positif  si  b- —  ac  <C  o, 
et  alors  l'origine  est  un  fond  ou  un  sommet  de  la  surface,  et  toutes 
les  lignes  de  plus  grande  pente  passent  par  ce  point,  qui  est  un  nœud 
pour  l'équation  différentielle.  Si,  au  contraire,  b'1 — ac  >>  o,  le  rap- 
port des  racines  est  négatif  et  alors  l'origine  est  un  col  pour  la  sur- 
face, au  point  de  vue  topographique;  cette  dénomination  correspond 
à  celle  que  nous  adoptons  pour  le  même  point  relativement  à  l'équa- 
tion différentielle.  Jl  n'y  a  que  deux  lignes  de  plus  grande  pente 
passant  par  un  col,  d'après  le  théorème  général  établi  ci-dessus. 

5.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (i)  ait  ses  racines  imagi- 
naires :  )M  et  )v2  sont  alors  imaginaires.  Il  ne  peut  y  avoir  une  courbe 
intégrale  passant  à  l'origine  avec  une   tangente  déterminée,  puisque 

l'équation  (3)  en  /,  donnant  les  limites  de  —  >  a  ses  racines  imagi- 
naires, mais  la  considération  de  l'intégrale  va  nous  conduire  à  un 
résultat  plus  important. 

Pour  passer  de  l'équation  proposée  à  la  forme  canonique,  il  faut 
faire  un  changement  de  variables  imaginaires 

x'=  ax+  $y, 

y  =  y  a7  -h  ojk; 

a  et  y  d'une  part,  [i  et  o  d'autre  part,  sont  imaginaires  conjuguées. 
Nous  pouvons  ici,  à  moins  que  ^  ne  soit  réel  ou  négatif,  nous  servir 
•de  l'intégrale  générale  (2) 


const. 
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les  fonctions  holomorphes  ut  et  u2  en  x  et  y  sont  imaginaires  conju- 
guées, et  nous  pouvons  poser 

"1  =/-+-*>,  «*S=/v—*<p, 

/et  çp  étant  des  séries  réelles  en  x  et  y  s'annulant  pour  x  =  o,  y  =  o, 
et  le  déterminant  fonctionnel  de  /et  o  ne  s'annulant  pas  pour  a?  =  o, 
y  =  o.  En  posant  de  plus 

X i  =  p  —  qi,         X2  =  p  -+-  q i, 
nous  aurons  l'intégrale  générale  sous  la  forme 

-^— J r  =  const. 

(/—  io)P~'/1 

ou  encore 

(/>-+- ?i)log(/-t-  tcp)  — (/?  — grj)log(/—  *'<p)  =  const.; 

en  prenant  pour  les  deux  logarithmes  des  déterminations  imaginaires 
conjuguées,  la  constante  sera  de  la  forme  Ci,  C  étant  réel,  et  la 
courbe  précédente  sera  réelle  et  sera  une  spirale  se  rapprochant 
indéfiniment  de  l'origine.  Pour  nous  en  rendre  bien  compte,, 
étudions  la  transformée  de  cette  courbe  par  le  changement  de  va- 
riables 

A&,y)  =  t,       <?(#,  y)  =  'n, 

qui  donne  pour  x  et  y  des  fonctions  holomorphes  de  ç  et  yj  dans  le 
voisinage  de  £  =  o,  7)  =  o.  On  aura,  si  Ç  =  p  cosG,  tj  =  p  sinô, 

(p-+-qi)(logp  +  i8)  —  (p  —  qi)  (logp  —  i(i)  =  Ci 

et,  par  suite, 

iq  logp  -+-  '2jo6  =  C, 

et  enfin 

p  =  Ce    n   , 

C  étant  une  autre  constante.  La  transformée  est  donc  une  spirale 
logarithmique,  et,  par  suite,  les  courbes  intégrales  que  nous  étudions 
sont  des  spirales  tournant  indéfiniment  autour  de  l'origine,  qui  est 
pour  elles  un  point  asymptote.  Nous  avons  donc  une  infinité  d'inté- 
grales ayant  à  l'origine  un  point  asymptote;  ce  point  singulier  sera 
dit  un  foyer.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  courbes  intégrales,. 
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se  rapprochant  suffisamment  de  V origine,  auront  ce  point  pour 
asymptote. 

Je  rappelle  que  nous  avons  supposé  que  -A  n'est  pas  réel  et  négatif, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  p  =  o  et  alors  .—  =  —  i ,  cas  particu- 
lier que  nous  étudierons  à  la  Section  II. 

Prenons  comme  exemple  l'équation  différentielle 

dx  dy 


x  — y        x  -h  y 

En  faisant  la  réduction  à  la  forme  canonique,  on  trouve  que  l'on 

doit  poser 

x'  =  x  -+-  iy,        y'  =  x  —  iy  ; 

l'équation  différentielle  devient 

..  dy'        .         .   dx' 

OU 

(i-h  i)  logj-' —  (1  —  i)  log.r'  =  const., 

et,  par  suite,  si  l'on  pose 

x  =  r  cos6,        y  =  r  sin6, 

l'intégrale  générale  est  la  spirale  logarithmique 

/•  =  G  «o. 

6.  Nous  venons  d'étudier  les  points  singuliers  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  que  l'on  peut  appeler 
généraux ,  c'est-à-dire  les  points  singuliers  qui  ne  supposent  aucune 
relation  particulière  légalité  entre  les  coefficients  de  l'équation. 

Ces  points  singuliers  sont  les  nœuds,  les  cols  et  les  foyers.  Bien 
d'autres  points  singuliers  peuvent  se  présenter,  mais  ils  correspondent 
à  des  relations  particulières;  nous  allons  en  voir  un  exemple  dans  la 
Section  II  de  ce  Chapitre. 

On  remarquera  que  nous  n'avons  supposé  en  rien  dans  les  para- 
graphes précédents  que  X  et  Y  fussent  des  polynômes  en  x  el  y;  ils 
peuvent  être  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 
•de  x  et  y,  convergentes  pour  des  valeurs  absolues  suffisamment 
petites  de  ces  variables. 
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Les  dénominations  de  nœud,  col  et  foyer  sont  empruntées  aux 
Mémoires  (')  de  M.  Poincaré  Sur  les  courbes  définies  par  les  équa- 
tions différentielles.  Nous  avons  complété  un  point  qui,  malgré  son 
importance,  était  resté  sans  démonstration,  à  savoir  que  par  un  col 
ne  passent  que  deux  courbes  intégrales  (§4). 


II.  —  Etude  d'un  point  singulier  spécial;  des  centres. 

7.  Dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre,  nous  avons  étudié  les 
points  singuliers  généraux  des  équations  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré.  Ces  cas  généraux  sont  en  même  temps  les  plus  simples, 
mais  il  peut  se  présenter  des  cas  particuliers  correspondant  à  des 
relations  particulières  entre  les  coefficients  des  polynômes  X  et  Y. 
Nous  allons  étudier  avec  quelques  détails  un  cas  particulier  très  inté- 
ressant (2)  ne  présentant  pas  un  caractère  trop  spécial. 
Reprenons  l'équation 

dx        dy 

~\    =  ~Y~' 

X  et  Y  s'annulant  pour  x  =  o,  y  =  o. 

A  l'équation  précédente  on  peut  associer  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

X Y  —  =o, 

dx  dy 

et  il  est  tout  naturel  de  rechercher  si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équa- 
tion en  prenant  pour  F  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  y.  Si  nous  désignons  par 

zx-+-fiy     et     *[X-\-by 

les  termes  du  premier  degré  en  x  et  en  y  dans  X  et  Y.  on  voit  immé- 
diatement que  le  développement  de  F  ne  pourra  pas  commencer  par 
des  termes  du  premier  degré,  si  Ton  a 

aS  -  pT  ^  o. 


(')  H.  Poixcauk,  Sur  tes  courbes  définies  par  tes  équations  différentielles 
{Journal  de  Liouville,  1881  et  i88j). 

(2)  Consulter,  pour  l'étude  des  centres,  le  Mémoire  de  M.  Poincaré  {Journal  de 
Mathématiques,  4e  série,  t.  I,  p.  17:*  )• 
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Plaçons-nous  dans  cette  hypothèse;  le  développement  de  F  com- 
mencera par  des  termes  du  second  degré,  soit 

a  x-  h-  '?.  b  xy  H-  cy- 
et  Ton  devra  avoir 

C  glx  H-  rpy  )  (  a  x  -t-  b  y  )  -+-  (  y  x  -h  o  ^  )  (  6  x  -f-  c  jk  )  =  o, 


d'où 


a  a  H-  6  y  =  o, 

«j3-t-è(a-h  S  )  -+-  c  y  =  o, 

6  (3  -f-  cô  =  o  ; 


ces  équations  ne  seront  compatibles  que  si  l'on  a 


{J     a  -+-  o 
o  ? 


Ouand  cette  condition  est  remplie,  on  peut  obtenir  les  valeurs  de  a, 
b.  c.  Nous  discuterons  aisément  la  condition  précédente,  en  suppo- 
sant que  l'équation  a  été  réduite  à  la  forme  canonique  employée 
dans  la  Section  précédente,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Y  =  o,  o  =  X2, 

X,  et  A2  étant  les  deux  racines  d'une  équation  en  X  déjà  bien  des  fois 
considérée.  La  condition  revient  alors  à 

)M  -f-  X2  =  O. 

Si  X(   et  X2  sont  réels,  le  rapport  y-  sera  alors  égal  à  —  i,  et,  par 

suite,  le  point  sera  un  coi.  Si  A,  et  k-2  sont  imaginaires,  on  se  trou- 
vera dans  un  cas  nouveau  laissé  de  coté  au  §  o  de  ce  Chapitre  :  c'est 
ce  que  nous  allons  étudier. 

Le  changement  de  variable  à  effectuer  sur  x  et  y,  pour  passer  de 
l'équation  primitive  à  la  forme  canonique,  remplace  alors  x  et  y 
par  deux  expressions  imaginaires  conjuguées.  Or,  dans  l'hypothèse 
a  =  À, ,  jâ  =  o,  y  =  o,  o  =  Ào  le  polynôme 

ax-  -+-  îb  xy  -f-  cy- 

se  réduit,  d'après  les  équations  (4),  à  ibxy\  ce  polynôme  sera  donc, 
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en  revenant  aux  variables  réelles  initiales,  une  forme  définie,  qu'on 

peut  d'ailleurs  supposer  positive.  Ainsi  nous  pouvons,  dans  le  cas  que 

nous  étudions,  admettre  que  les  termes  du  second  degré  dans  F  se 

réduisent  à 

a?2  -+-  y* 

et  l'on  a  alors,  d'après  les  équations  (4), 

a  =  8  =  o,         [j  +  y  =  o. 

Ainsi,  sans  diminuer  la  généralité  du  cas  spécial  que  nous  étudions, 
nous  supposons  que 

X  =      /  +  Xj  +  ...  +  XBI 
Y  =  —  x  -h  Y2  -+- . . .  4-  Yn 
et  soit 

F  =  a?2  -+-  y*  -+-  F3  -h  F*.  -+- . . . , 

F/  comme  X/  et  Y/  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  i 
en  x  et  y.  Il  faut  continuer  le  calcul  de  proche  en  proche  des  poly- 
nômes F3,  F4,  ....  On  voit  que,  si  l'on  a  déterminé  les  F  jusqu'au 
rang  i —  i,  le  polynôme  F/  sera  déterminé  par  une  équation  de  la 
forme 

H,-  désignant  une  expression  dépendant  de  X  et  Y  et  des  polynômes  F 
déjà  déterminés. 

JNous  sommes  donc  amené  à  nous  poser  la  question  suivante  :  en 
désignant  par  H,  un  polynôme  homogène  et  de  degré  i  en  x  et  y, 
déterminer  un  polynôme  F*  satisfaisant  à  l'équation  (5). 

Pour  résoudre  cette  équation,  posons 

x  =  p  cosw,        y  =  p  sin  w. 
On  a  alors,  en  désignant  par  F  une  fonction  quelconque  de  x  et  y, 

àF  dF  _        âF_ 

àx  à  y  do) 

Soient  F/=  p1" ç (w);  Eï/=  p'<[»(w),  on  a 

cp(to)  =  SA/C  cosÂrto  -h  B/t  siii /cio, 

<!/  (  u>  )  =  SG/,.  cos  À  io  -h  D/t-  sin  /  w , 

les  entiers  /,  étant  au  plus  égaux  à  /,  et  de  même  parité  que  i. 
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L'équation  (5)  s'écrit  alors 

s—    =   »M  U>). 

rfco 

Pour  qu'on  puisse  y  satisfaire,  il  faut  et  il  suffît  que  *}(w)  ne  con- 
tienne pas  cle  terme  indépendant  de  to,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

C0=  o. 

Cette  condition  est  remplie  d'elle-même  quand  /  est  impair,  et  il  y 
a  alors  une  manière  et  une  seule  de  déterminer  cp(co).  Quand  i  est 
pair,  le  terme  C0  existera  en  général,  et  il  n'y  aura  pas  alors  possi- 
bilité de  trouver  pour  <p(to)  une  expression  de  la  forme  indiquée. 
Quand  C0  est  nul,  cette  détermination  sera  possible,  et  il  restera 
évidemment  une  arbitraire  dans  l'expression  de  o. 

Revenons  sur  le  cas  où  /est  pair  et  C0  différent  de  zéro.  On  pourra 
alors  déterminer  une  expression  cp,  de  manière  que 

-S  =♦<»>- C.i 

ce  qui  revient  à  déterminer  un  polynôme  homogène  ¥t(x,  y)  de 
degré  i,  tel  que 

8.  Ceci  posé,  dans  le  calcul  successif  des  polynômes  F,  on  pourra 
se  trouver  arrêté  dès  le  calcul  de  F/(,  et  on  le  sera  même  en  général. 
Pour  plus  de  généralité,  supposons  que  ce  soit  au  rang  i  (de  degré 
pair)  que  l'on  soit  arrêté  pour  la  première  fois,  c'est-à-dire  que  la 
quantité  C0  ne  soit  pas  nulle.  Posons 

F  =#2_hr2_HF3+F4-+-...-J-F;, 

le  dernier  polynôme  F,  étant  calculé,  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut,  et  l'on  suppose  que  l'on  a  fixé  arbitrairement  les  constantes 
restant  arbitraires  dans  F4,  .  . .,  F/. 

Il  est  clair  que  chacune  des  courbes  de  la  famille 


£  étant  une  constante  suffisamment  petite,  se  compose,  dans  le  voisi- 
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nage   de   l'origine,    d'une   petite  courbe  fermée  entourant  ce  point. 

Pour  s  =  o,  cette  courbe  se  réduit  à  un  point. 

L'expression 

xàF  dF 

dx  ày 

d'après  la  manière  même  dont  ont  été  calculés  F3,  ...,  F/,  ne  ren- 
ferme pas  de  terme  de  degré  inférieur  à  i  et  ses  termes  de  degré  i  se 
réduisent  à 

-C0  (*«  +  ./»)». 

Donc,  si  p  =  y x-  +  y'1  reste  moindre  qu'un  nombre  suffisamment 
petit  p0,  cette  expression  aura  un  signe  invariable,  le  signe  opposé 
à  celui  de  C0.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  C0  positif.  Considé- 
rons maintenant,  au  lieu  de  l'équation  donnée  du  premier  ordre,  le 
système  équivalent 

dx        ,_,  ,  dy 

Suivons  une  trajectoire  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Si,  dans  le 
polynôme  F(x,  y),  on  substitue  les  valeurs  de  x  et  y  en  fonction 
de  £,  l'expression  F  deviendra  une  fonction  de  /,  et  l'on  aura 

(IL  -  x  —    -  Y  — 

dt  dx  df 

Par  suite,  si  le  point  (#,  y)  est  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  l'ori- 
gine avec  le  rayon  p0,  on  aura 

dF 

-r  <o- 
dt 

F  ira  donc  en  diminuant  quand  t  augmentera,  tant  que  (#,  y)  ne 
sortira  pas  du  cercle  p0.  Revenons  aux  courbes 


en  faisant  varier  e  de  zéro  à  une  valeur  £0  telle  que  ces  courbes  (ou 
du  moins  la  partie  fermée  autour  de  l'origine  qui  nous  intéresse 
seule)  ne  sortent  pas  du  cercle  p0.  Quand  £  varie  de  zéro  à  s0,  ces 
courbes  grandissent  et  deux  quelconques  d'entre  elles  n'ont  pas  de 
point  commun.   Si  une    trajectoire  rencontre  une  courbe  F  =  s,  le 
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point  (x,  y)  ne  sortira  pas  de  cette  courbe,  car,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, on  aura  à  l'intérieur  de  la  courbe 

d¥ 
-dt<°' 

F  ira  doue  en  diminuant,  et  le  point  ne  pourra  pas  revenir  à  la 
courbe  F  —  e.  Quand  t  augmentera  indéfiniment,  F  diminuera  indé- 
finiment. La  limite  de  F  sera  donc  une  quantité  positive  ou  zéro  ('). 
Si  la  limite  de  F  est  une  quantité  positive  a  différente  de  zéro,  notre 
trajectoire  se  rapprochera  indéfiniment  de  la  courbe 

F  =  a 

qui  sera  pour  elle  une  courbe  asymptote.  Montrons  que  la  courbe 
F  —  a  sera  aussi  une  courbe  intégrale.  Tout  d'abord,  en  remplaçant 
dans  l'équation  différentielle 

dx  dy 


les  coordonnées  rectangulaires  par  les  coordonnées  polaires  (p,  w), 
nous  avons  une  équation  de  la  forme 

do 

-/■  =  Ap*H-Bp8-t-..., 
dm  r 

les  coefficients  A,  B,  ...  étant  des  polynômes  en  costo  et  sinoj.  Il  en 
résulte  que  to  pourra  croître  indéfiniment  et  que  notre  trajectoire 
sera  asymptote  à  la  courbe  F  =  a  en  tournant  indéfiniment  autour 
d'elle.  Nous  pourrons  représenter  la  courbe  F  =  a  (dans  le  voisinage 
de  l'origine)  par  l'équation 


Pi 


./"(  ca  ), 


y(w)  étant  une  fonction  analytique  de  o>  ayant  it.  pour  période.  En 
posant 


(')  M.  Poincaré  suppose  immédiatement  dans  son  Mémoire  (voir  Journal  de 
Liouvilie,  i885,  p.  179)  que  la  limite  est  zéro.  Le  fait  est  exact  si  l'on  est  suffisam- 
ment près  de  l'origine;  mais  il  est  nécessaire  de  donner  une  démonstration  rigou- 
reuse. 
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l'équation  différentielle  devient 

les  coefficients  P,  Q,  R,  .  . .  étant  des  fonctions  de  w  admettant  la 
période  2  7r.  Par  hypothèse,  cette  équation  admet  pour  intégrale  une 
fonction  Ç  qui  tend  vers  zéro  en  étant  toujours  positive  quand  la 
variable  réelle  co  augmente  indéfiniment.  Or  je  dis  que  ceci  est  impos- 
sible si  P  n'est  pas  identiquement  nul.  Soit  en  eifet  to0  une  valeur 
n'annulant  pas  P,  pour  o)0-f-  iIït.  (à-  étant  assez  grand);  la  fonction  Ç 
sera  aussi  voisine  que  l'on  voudra  de  zéro.  L'équation 


donnera  pour  w  une  fonction  de  Ç;  pour  une  valeur  initiale  de  Ç 
inférieure  à  tel  nombre  que  l'on  voudra  et  pour  to  —  to0  -\-  ikiz,  le 
champ  de  convergence  de  to,  développée  suivant  les  puissances  de  Ç, 
atteindra  l'origine,  et  l'on  aura  donc  Ç  =  o  pour  une  certaine  valeur 
de  to,  ce  qui  est  contre  notre  hypothèse.  Par  suite,  P  est  identique- 
ment nul  et  Ç  =  o  satisfait  à  l'équation  différentielle,  ce  qui  revient 
à  dire  que  la  courbe  F  =  a  est  une  courbe  intégrale. 

Or,  si  l'on  cherche  les  courbes  intégrales  de  la  forme  précédente, 
on  ne  pourra  trouver  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  a.  En  pre- 
nant donc,  comme  fonction  initiale  pour  notre  trajectoire,  un  point 
à  l'intérieur  de  la  courbe  F  =  «7,  qui  correspond  à  la  plus  petite  va- 
leur de  a,  on  aura  la  certitude  que  la  trajectoire  considérée  aura 
l' origine  pour  point  asymptote. 

Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  supposé  que  C0  était  positif. 
Dans  le  cas  où  C0  serait  négatif,  on  changerait  /  en  —  t  et  la  conclu- 
sion à  laquelle  nous  venons  d'arriver  subsiste  encore.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  que,  dans  le  cas  où  Von  rencontre  une  quantité  C0 
différente  de  zéro,  le  point  singulier  considéré  est  un  point 
asymptote  et  peut,  par  suite,  être  regardé  comme  un  foyer. 

9.  Gomme  nous  l'avons  dit,  il  arrivera  en  général  qu'on  rencon- 
trera une  quantité  G0  différente  de  zéro,  et  nous  pouvons  regarder 
la  discussion  du  point  singulier  comme  faite  dans  le  cas  général;  mais 
le  cas  particulier,  où  tous  les  C0  seraient  nuls  et  où  par  conséquent 
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on  ne  serait  jamais  arrêté  dans  le  calcul  des  polynômes  successifs  F,, 
appelle  nécessairement  l'attention.  M.  Poincaré,  qui  examine  ce  cas 
dans  son  Mémoire  (p.  1 8 1  du  Mémoire  cité),  démontre  directement 
que  la  série 

F=^+/+F3  +  ...+  F/,+... 

est  convergente  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x  et  y.  W 
en  résulte  alors  que  l'équation 

F  =  C, 

G  étant  une  constante  suffisamment  petite,  représente  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine  une  petite  courbe  fermée,  et,  par  suite,  les  courbes 
intégrales  dans  le  voisinage  de  l'origine  sont  des  courbes  fermées 
s'enveloppant  les  unes  les  autres. 

La  démonstration  de  M.  Poincaré  nous  entraînerait  trop  loin.  Je 
vais  donner  une  démonstration  différente  en  me  plaçant  à  un  autre 
point  de  vue  où  nous  allons  retrouver  des  solutions  périodiques.  Pre- 
nons l'équation  en  coordonnées  polaires  que  nous  pouvons  mettre 
sous  la  forme 

2&=Ap»+«?  +  .... 

Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  p  sont  des  polynômes  en 
cosB  et  sin9  ;  le  premier  est  homogène  et  du  troisième  degré. 

Considérons  l'intégrale  de  l'équation  précédente  prenant  pour  8  =  0 
la  valeur  p0.  D'après  un  théorème  général  (Ghap.  VIII,  §  4),  on 
pourra  la  développer  suivant  les  puissances  de  p0,  et  ce  développe- 
ment sera  convergent  dans  un  intervalle  que  nous  prenons  ici  de  o 
à  2  7î  si  p0  est  suffisamment  petit.  On  aura  ainsi 

p  =  atpo-haapg-i-  a3p*+#.  ., 

les  a  étant  des  fonctions  de  0,  que  nous  pouvons  calculer  de  proche 
en  proche,  a,  prend  la  valeur  un  et  tous  les  autres  a  la  valeur  zéro 
pour  8  =  0. 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  une  intégrale  de  la  forme  F  =  C,  les  fonc- 
tions a  devront  avoir  la  période  27c,  et,  inversement,  si  les  fonctions  a 
ont  la  période  27c,  toutes  les  solutions  autour  de  l'origine  sont  pério- 
diques. 

Si  nous  cherchons  les  coefficients  a,  nous  voyons  qu'en  général  ils 
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ne  sont  pas  périodiques;  on  a  d'abord  de  suite 


puis 


rfe  -A; 


a2  sera  encore  une  fonction  périodique;  on  déterminera  la  constante 
de  manière  que  a2  s'annule  pour  6  =  0.  Pour  déterminer  a3,  nous 
aurons  une  équation  de  la  forme 


dont 


cs3  étant  périodique.  Pour  que  y.3  soit  périodique,  il  faudra  que  le 
terme  constant  dans  cp3  soit  nul;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  a3  ne  sera  pas 
périodique,  mais  on  pourra  néanmoins  le  déterminer  et  l'on  choisira 
la  constante  arbitraire  de  manière  que  a3  s'annule  pour  0  =  o.  On 
continuera  ainsi  la  détermination  des  fonctions  a  de  proche  en  proche, 
les  prenant  telles  quelles  s'annulent  pour  G  =  o. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  nous  déterminerons  la  solution  p  prenant 
pour  8  =  o  la  valeur  p0,  et  elle  sera  déterminée  de  o  à  2tc,  si  p0  est 
suffisamment  petit.  Un  cas  très  intéressant  est  celui  où  tous  les  a, 
calculés  comme  il  vient  d'être  dit,  sont  périodiques;  il  faudra  pour 
cela  qu'une  suite  indéfinie  de  constantes,  successivement  rencontrées 
dans  le  calcul,  soit  nulle.  Le  développement  qui  représente  p  étant 
convergent  de  o  à  27:  sera  alors  évidemment  convergent  pour  toute 
valeur  de  8,  et  nous  aurons  comme  intégrales  autour  de  l 'origine 
une  succession  de  courbes  fermées  enveloppant  ce  point. 

10.  11  sera  intéressant  de  considérer  maintenant  le  système  des 
deux  équations 

/  dx 

(6) 


dé  ~~     y 


dt 


en  nous  plaçant  dans  le  cas  où  les  conditions  que  nous  venons  de 
dire  sont  remplies.  Nous  devons  chercher  comment  l'angle  polaire  8 
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est  relie  à  /.  En  remplaçant  x  et  y  par  p  cosO  et  p  sinO,  nous  avons 

d?  a  ■     *dB  ■     a 

-t1  cos  6 —  psi  116-7-  =       p  sinfi -h.  .  . , 

dt  r         de  ' 

<°       "A  A0'6  A 

—^  si  n  0  -+-  p  cos  6-7-  =  —  p  cos  6  -h ... , 
dt  '  rff  ' 

,      .  ,  «?o  do  dO 

que  nous  pouvons  écrire,  en  remplaçant  -77  par  -±-  -7-  ou  par 

—  [—  sinO-+-p(      )]=       sin6  +  p(      ), 

dt)  r  ,  ,  ,,  ; 

__[      cos6-r-p(      )]=  — cos8-hp(      ); 


d'où  l'on  déduit 


2*)Y'  +  P(    )]  =  i  +  P(     ). 


les  parenthèses  représentant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  p  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  périodiques  de  8 
avec  la  période  2  tu.  On  a  donc 


de  =yi-T-p(     )«fô. 

Pour  une  intégrale,  p  sera,  par  hypothèse,  une  fonction  périodique 
de  8  avec  la  période  27c,  et  nous  ne  considérons  que  les  intégrales 
pour  lesquelles  p  est  suffisamment  petit.  Il  en  résulte  que  t  est  une 
fonction  périodique  de  8,  t  augmentant  d'une  certaine  constante 
quand  8  augmente  de  2 tu.  Les  solutions  du  système  (6)  sont  donc 
des  fonctions  périodiques  de  /,  et  nous  avons  ainsi  un  exemple  d'un 
système  ayant  toutes  ses  solutions  périodiques  [pourvu  que  les  va- 
leurs initiales  (,r0,  j'o)  soient  assez  petites];  mais  la  période  varie 
d'une  intégrale  à  Vautre,  dépendant  de  la  position  initiale  [x0jy0); 
ce  dernier  point  est  évident,  car  la  période  de  £,  considérée  comme 
fonction  de  8,  dépend  de  p0. 


III    —  Équations  du  premier  ordre  et  de  degré  supérieur.   Applica- 
tion à  la  recherche  des  lignes  de  courbure  passant  par  un  ombilic. 

11.   Des  questions  analogues  à  celles  que  nous  avons  traitées  dans 
les  deux  Sections  précédentes  se  posent  pour  les  équations  du  pre- 


22  |  CHAPITRE    IX. 

mier  ordre  et  de  degré  supérieur.  Soit  une  telle  équation 


r(«»t)  — 


Nous  devons  considérer  les  points  (.r,  y)  pour  lesquels  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  ~-  sont  indéterminées.  Supposons  que  l'origine 
soit  un  tel  point;  la  recherche  des  courbes  intégrales  passant  en  ce 
point  et  ayant  une  tangente  déterminée  se  ramènera  à  des  ques- 
tions déjà  traitées.  Tout  d'abord,  l'équation  donnant  les  coefficients 
angulaires  de  ces  tangentes  se  forme  immédiatement,  puisque  -   et 

~j-  ont,  dans  ce  cas,  la  même  limite.  Posant  alors  y  =  tx,  on  a  une 
équation  différentielle  en  t 

(  dt\ 

et  il  faut  chercher  les  intégrales  de  cette  équation,  prenant,  pour 
x  —  o,  les  valeurs  trouvées  pour  les  coefficients  angulaires.  On  sera 
donc  ramené  en  général  à  des  problèmes  de  la  nature  de  ceux  qui  ont 
été  traités  au  Chapitre  IT  et  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre. 
Prenons,  comme  exemple  ('),  l'équation  du  second  degré 

( dy\%                                               dy 
(ax  -\-by  -*-.  ..){-jf-\   H-  2(ata?  H-  bxy  -t-. . .)  -^ h  (a2x  -+-  b2y  -H. ..)  =  o, 

où  les  termes  non  écrits  dans  les  parenthèses  sont  de  degrés  supé- 
rieurs au  premier.  L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes aux  courbes  intégrales  passant  à  l'origine  est  ici 

(7)  (a  4-  bt)t--\-  2(a1-f-  byt)t  -h  a2  -h  btt  =  o. 

Des  circonstances  différentes  se  présenteront  suivant  la  nature  des 
racines  de  cette  équation  du  troisième  degré;  les  racines  réelles 
seules  seront  ici  intéressantes,  et  à  une  racine  réelle  /0  correspon- 
dront, pour  l'équation,  une  seule  intégrale  ou  une  infinité  d'intégrales 
suivant  que  l'équation  différentielle  en  t,  transformée  de  la  proposée 
en  posant  y  =  tx,  aura  une  intégrale  ou  une  infinité  d'intégrales 
prenant  pour  x  =  o  la  valeur  /0. 

(')  J'ai  indiqué,  clans  les  Comptes  rendus  (11  mars  189.5),  le  résultat  de  cette  dis- 
cussion qui  n'avait,  je  crois,  jamais  été  faite  auparavant. 
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L'équation   (7)    se   retrouve    en    faisant   dans    l'équation  y=tx. 
Résolvant  d'abord,  on  a 


dy        — (rt1r-r6|>'4-...)±v//(«i^-+-  bxy  -+-...  )2  —  (aar  -h  by  -\-...){a^x  -±-  b>y  -+-...) 
~dx  ~~  ax  -+-  by  -+■ .  .  . 

et,  par  suite, 


dt  _  —  t(a^-  bt)  —  (a,  H-  b{t)-h-x{     )±  y/(«i  +  b)ty1  —  (a  -+-  6*  )(««-+-  b2t)-+-  x(      ) 
~dx~~  a-+-  bt-h  x(    ) 

en  marquant  par  les  parenthèses  des  séries  entières  en  x  et  t.  Pour 
x  =  o,  le  second  membre  se  réduit  à 

—  t(a  -+■  bt)  —  («1-4-  bit)  ±  v/(«i-4-  6,  t)'2 —  (a  -h  bt)(a2-{-  b2t) 

a  -+■  bt 

En  égalant  cette  expression  à  zéro,  on  retrouve  l'équation  (7)  du 
troisième  degré,  après  suppression  de  la  racine  t  =  —  y 

On  pourrait  avoir  à  craindre,  pour  l'équation  différentielle  en  £, 
quelque  difficulté  à  cause  de  cette  racine  t  =  —  y ,  distincte,  nous  le 
supposons,  des  racines  de  l'équation  (7).  Le  second  membre  de  cette 
équation  se  présente,  en  effet,  sous  forme  indéterminée  pour 

a 

du  moins  pour  une  des  déterminations  du  radical.  Ne  pourrait-il  pas 
y  avoir  alors  une  intégrale  t  de  l'équation  tendant  vers  —  y  quand  x 
tend  vers  zéro?  Pour  voir  que  la  chose  est  impossible,  il  suffira  de 
considérer,  dans  l'équation  différentielle  proposée,  x  comme  fonction 
de  y  et,  posant  x  =  t'y,  on  aura  une  équation  différentielle  entre  y 
et  t\  et  cette  équation  ne  pourra  avoir  une  intégrale  t'  tendant  vers 
—  quand  y  tend  vers  zéro,  car  il  n'y  a  plus  ici  aucune  difficulté, 
puisque  ab2  —  a2b  ^  o. 

Les  courbes  d'intégrales  que  nous  venons  d'étudier  étaient  suppo- 
sées avoir  une  tangente  à  l'origine.  Peut-il  exister  d'autres  inté- 
grales? Telle  est  la  question  qui  doit  maintenant  nous  occuper.  11 
est  d'ailleurs  entendu  que  nous  restons  dans  le  cas  général  et  que 
nous  ne  supposons  remplie  aucune  condition  particulière  d'égalité 
entre  les  divers  coefficients. 

P.  -  III.  i5 
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Outre  l'équation  (7),  nous  aurons  encore  à  considérer  l'équation 

(3)  (di-h  byty—ia^  bt  )(a.2-h  b2t)  =  o, 

correspondant  aux  directions  qui  donnent  une  racine  double  pour  -j-- 

12.  Supposons  d'abord  que  l'équation  (8)  ait  ses  racines  imagi- 
naires. En  se  servant  des  coordonnées  polaires,  l'équation  de  la 
courbe  devient 


sin  0  dp  -+-  p  cosO  dO 
cosO  dp  —  p  sin  0  rt'O 


(«icosô-h^!  sin  0  )-t-p(    )± /(«!  cosO-4-6,  sin  6  j2  —  (ôcosQ  4-/>sin  0)(a2cos0  -h62sin  0) 

a  cosO  -4-  b  sinO  -+-  p  (     ) 

que  nous  écrirons  sous  la  forme 

(9)  [/(«)-*- P(     )]4  =  ?[?(°)  +  ?(     )]<*«. 

en  posant 

/(0)  =  —  sin6(a  cos6  -+-  b  sin 6)  —  cos6(« ,  cosO  -h  bY  sinO) 

zbcosô  \Jax  cosO  h-  61  sinB)2 —  («cosO  -4-  b  sin0)(a2  cosO  -4-  b.2  sinO); 

les  coefficients  de  p,  qui  sont  marqués  dans  l'équation  (9)  par  des 
parenthèses,  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  p  et 
convergentes  quel  que  soit  9;  nous  nous  appuyons  pour  ce  dernier 
point  sur  ce  que  l'équation  (8)  a  ses  racines  imaginaires,  d'où  il 
résulte  que  l'expression 

(«t  cosO  -4-  bx  sinO)2—  (a  cos6  -+-  b  sinô)(  a*  cosO  -h  b2  sinO) 

ne  peut  s'annuler.  Les  racines  de  l'équation  (7)  correspondent  aux 
racines  de  l'équation 

et  il  est  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que,  parmi  ces  racines,  nous 
ne  comptons  pas  la  racine,  sans  intérêt  pour  nous  d'après  une 
remarque  du  paragraphe  précédent,  répondant  à 

a  cos0  -4-  6  sin  6  =  0. 

11  résulte  de  la  forme  de  l'équation  (9)  que,  partant  d'une  valeur 
initiale  (p0,  80)  avec  une  détermination  fixée  pour  le  radical  qui  figure 
dans  /(9),  nous  pourrons  toujours  faire  varier  0  dans  le  même 
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sens  ('),  les  seules  valeurs  de  9  appelant  l'attention  étant  les  racines 
de  y(8)  =  o.  Si,  8  arrivant  à  une  telle  racine  905  p  prend  la  valeur 
zéro,  nous  serons  dans  le  cas  étudié  d'une  courbe  ayant  une  tangente 
déterminée  à  l'origine. 

Si  p  ne  prend  pas  la  valeur  zéro,  le  point  ne  présente  rien  de 
particulier  pour  nous.  On  pourrait  encore  a  priori  faire  l'hypothèse 
que,  6  tendant  vers  G07  p  ne  tend  vers  aucune  limite,  mais  oscille 
entre  zéro  et  une  autre  valeur,  mais  on  voit  de  suite  que  cela  est 
impossible. 

Nous  venons  de  voir  que  Ton  pourra  toujours  suivre  une  courbe 


(')  Si  Ton  veut  développer  davantage  ce  point,  on  peut  raisonner  de  la  manière 

suivante.  Il  pourrait  se  faire   que  le  rayon  vecteur  changeât  de  sens   de  rotation,  si 

l'on  arrivait  à   un    point   {x,  y)  de   la   courbe   intégrale  telle  que  la  tangente  en  ce 

point  passe  a  l'origine.  Or,  le  lieu  des  points  des  courbes  intégrales  pour  lesquels  la 

tangente  passe  à  l'origine  est  la  courbe  que  l'on  obtient  en   remplaçant  dans  l'équa- 

dy  y 

tion  différentielle  -~  par  — •    Cette  courbe  a  un  point  triple  à  l'origine,  les  tangentes 

correspondant  aux  directions  données  par  l'équation  (7).  En  coordonnées  polaires, 
cette  courbe  a  pour  équation  le  coefficient  de  dp  dans  (9),  c'est-à-dire 

(L)  .  /(&)  +  ?(     )  -0. 

On  pourrait  craindre  qu'une  intégrale  eût,  sur  une  branche  de  la  courbe  précé- 
dente, une  infinité  de  points  dans  le  voisinage  de  l'origine,  pour  lesquels  la  tangente 
à  l'intégrale  passerait  à  l'origine.  Dans  ce  cas,  il  ne  serait  plus  permis  d'affirmer  que, 
si  près  de  l'origine  qu'on  considère  l'intégrale,  le  rayon  vecteur  marche  toujours 
dans  le  même  sens.  Pour  démontrer  qu'il  n'en  peut  être  ainsi,  remarquons  qu'il  y  a 
une  courbe  intégrale  tangente  à  l'origine  à  la  branche  considérée  de  la  courbe  (L); 
nous  pouvons  supposer,  en  effectuant  préalablement  un  changement  de  variable,  que 
cette  courbe  intégrale  est  l'axe  des  x.  Pour  une  détermination  convenable  du  radical, 
y(0)  s'annulera  pour  6  =  0,  et  l'équation  différentielle  devant  être  satisfaite  pour 
6  =  0,  quel  que  soit  p,  le  second  terme  dans  (L)  s'annulera  pour  6  =  0,  quel  que 
soit  p.  Il  en  résulte  que,  dans  le  voisinage  de  6  =  0,  l'équation  différentielle  peut 
prendre  la  forme 

8[i-h(     )]rfP=p[9(0)  +  P(     )]rfô, 

la  quantité  représentée  dans  le  premier  membre  par  une  parenthèse  s'annulant  pour 
p  —  6  =  o.  Si  maintenant  on  suit  une  intégrale  à  partir  d'une  détermination  initiale 
{80,  p0),  80  et  p0  désignant  des  quantités  positives  très  petites,  et  que  6  commence  par 
décroître,  il  continuera  nécessairement  à  décroître  jusqu'à  8  =  0,  car  le  multiplica- 
teur de  dp  ne  s'annule  que  pour  8—0.  Ce  sera  pour  cette  dernière  valeur  que  p 
s'annulera  si  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment  de  l'origine;  il  est  clair  que  cp(o) 
sera  alors  nécessairement  positif. 

Les  considérations  précédentes  un  peu  développées  permettraient  même  d'éviter  la 
discussion  que  nous  faisons  ensuite  dans  le  texte,  mais  l'élude  directe  fait  pénétrer 
■davantage  dans  la  question. 
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intégrale  en  faisant  varier  9  dans  le  même  sens,  tant  que  l'on  n'aura 
pas  atteint  l'origine.  On  peut  donc  penser  qu'il  est  possible  d'avoir 
une  intégrale  ayant  la  forme  d'une  spirale;  nous  allons  voir  qu'il  n'en 
est  rien. 

L'équation  (7)  ayant  au  moins  une  racine  réelle,  il  y  aura  toujours 
une  courbe  intégrale  correspondant  à  l'intégrale  holomorphe  de 
l'équation  différentielle,  qui  passera  par  l'origine.  (Nous  nous  plaçons 
toujours  dans  le  cas  général  où  il  n'y  a  aucune  relation  particulière 
d'égalité  entre  les  coefficients.) 

Soit  C  cette  courbe;  concevons  une  autre  courbe  intégrale  T,  ren- 
contrant en  m  la  première  et  passant  à  l'origine  ou  s'en  rapprochant 
indéfiniment.  En  suivant  T,  nous  pourrons  arriver  au  point  O,  G  mar- 
chant toujours  dans  le  même  sens.  Cherchons  si  T  peut  rencontrer  G 
en  un  second  point  m'  qui  sera  nécessairement  (')  situé  sur  C  de 
l'autre  côté  que  m  par  rapport  à  O.   En  m   l'équation  différentielle 

donne  pour  -j-  deux  valeurs;  l'une  convient  à  G,  l'autre  à  T. 

Sous  le  radical  qui  figure  dans  l'expression  de  -j-   se  trouve  une 


expression  toujours  positive.  Les  points  m  et  m'  sont  de  part  et 
d'autre  de  O  et  très  voisins.  Supposons  qu'en  ni  ce  soit  la  détermi- 
nation positive  du  radical  qui  convienne  à  F,  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  T  en  m  est 

(k) 


ax  -h  by  -h.  .  . 

tandis  que,  pour  C,  il  faudra  mettre  le  signe  moins  devant  le  radical. 
Suivons  maintenant  (x,  y)  sur  Y  de  m  en  ni'  ;  le  radical  gardera  tou- 
jours le  même  signe,  en  m'  et  m  les  coordonnées  x  et  y  sont  respec- 

(')  Dans  le  cas  contraire,  0  aurait  dû  rétrograder  à  un  certain  moment. 
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tivement  de  signes  contraires,  les  rapports  —  ayant,  à  très  peu  près, 
la  même  valeur.  Il  en  résulte  qu'en  suivant  Y  nous  trouvons  en  m! 
une  valeur  de  E  très  voisine  de  la  valeur  de  -~  en  ni  pour  la  courbe  C 

et,  par  suite,  très  voisine  de  celle  de  -j-  en  m!  pour  la  même  courbe  G. 
Mais,  en  m' ,  l'équation  différentielle  donne  deux  valeurs  différentes 
pour  -j-\  les  deux  valeurs,  que  nous  avons  trouvées  peu  différentes, 
sont  donc  rigoureusement  égales,  et,  par  suite,  la  tangente  en  ni'  à  la 
courbe  C  coïncide  avec  la  tangente  à  Y  :  les  deux  courbes  C  et  Y 
coïncideraient  donc,  ce  qui  est  absurde.  La  courbe  Y  ne  peut  donc 
rencontrer  C  en  aucun  autre  point  que  O  (en  dehors  de  m),  et  elle 
arrive  par  suite  en  O  avec  une  tangente  déterminée,  rentrant  ainsi 
dans  la  classe  d'intégrales  dont  nous  avons  fait  l'étude.  Notre  conclu- 
sion est  donc  que  toutes  les  courbes  intégrales  cherchées  ont  à 
V origine  une  tangente  déterminée. 

13.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'équation  (8)  a  ses  racines 
réelles.  En  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  -j-  données  par  l'équa- 
tion différentielle  sont  égales,  on  obtient  une  courbe  ayant  un  point 
double  à  l'origine  avec  tangentes  distinctes.  On  peut  faire  un  chan- 
gement de  variables  tel  que  les  deux  branches  de  la  courbe  coïncident 
avec  Ox  et  Qy\  nous  allons  nous  placer  dans  cette  hypothèse.  Les 
axes  de  coordonnées  sont  alors  (Chap.  III,  §  2)  le  lieu  des  points  de 
rebroussement  des  courbes  intégrales,  et  celles-ci,  avant  d'atteindre 
l'origine,  resteront  dans  un  même  quadrant  que  nous  pouvons  sup- 
poser être  le  premier.  Quand  on  suit  une  courbe  intégrale,  le  rayon 
vecteur  marche  toujours  dans  le  même  sens,  sauf  pour  les  positions 
Ox  et  Oy  où  change  le  sens  du  mouvement;  c'est  ce  qui  résulte  de 
ce  que  la  seule  irrationnelle  figurant  dans  l'équation  est  le  radical 

P ( 6 )  =  \f{a{  cosO  -h  bx  sinO)'2 —  (a  cos6  -+-  b  sinQ)(  «2  cosO  -+-  &2sinO), 


qui  d'ailleurs  ici  se  réduit  à  y/cosOsin  8  d'après  nos  hypothèses.  Le 
signe  de  ce  radical  sera  à  changer  quand  8  arrivera  à  zéro  ou  à 

Remarquons  encore   que   toute  racine  réelle  t  de   l'équation  (7) 
satisfait  à  l'inégalité 

(«i-4-  6, t)2 —  (a  +  éT)(a.,+  62T)>o, 
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comme  on  le  conclut  de  suite  de  l'équation 

(a  4-  b x ) x2 -+-  2 ( «i  +  64 x ) x  -t-  «2  -+-  62 1  =  o. 

11  en  résulte  qu'il  y  aura,  au  moins  dans  le  premier  quadrant,  une 
courbe  intégrale  avec  une  tangente  déterminée. 


Fis 


Nous  pouvons  maintenant  chercher  à  suivre  une  courbe  intégrale 
qui  tendrait  vers  l'origine.  Soit  G  {fig.  io)  une  intégrale  ayant  une 
tangente  déterminée  à  l'origine;  suivons  une  autre  intégrale  V  et  sup- 
posons que,  en  suivant  la  courbe  en  allant  vers  l'origine,  9  aille 
d'abord  en  croissant.  11  pourra  arriver  que  p  tende  vers  zéro   pour 

une  valeur  de  9  moindre  que  -?  et  alors  nous  aurons  une  branche  de 

courbe  avec  une  tangente  déterminée.  Dans  le  cas  contraire  9  pourra 

croître  jusqu'à  -,  et  la  courbe  T  aura  un  point  de  rebroussement  a 

sur  l'axe  des  y.  Il  faut  alors  faire  décroître  9.  Deux  cas  pourront  alors 
se  rencontrer  :  ou  bien  p  prendra  la  valeur  zéro  pour  une  certaine 

valeur  de  9  comprise  entre  -  et  o,  et  alors  nous  aurons   une   courbe 

intégrale  avec  une  tangente  déterminée;  ou  bien  9  pourra  atteindre 
la  valeur  zéro  et  l'on  aura  en  b  sur  Ox  un  second  point  de  rebrous- 
sement. Dans  ce  cas,  il  y  aura  certainement  un  point  m  de  rencontre 
de  C  et  de  F,  et  pour  la  branche  ab  de  Y  le  radical  y/P(6)  aura  un 
certain  signe.  Continuons  à  décrire  T;  ou  bien  la  courbe  intégrale 
arrivera  à  l'origine  avec  une  tangente  déterminée,  ou  bien  9  pourra 

aller  jusqu'à  -;  mais  alors  il  y  aurait  un  second  point  de  rencontre  m' 

de  r  avec  C.  Pour  la  branche  bm',  le  radical  y/P(9)  a  dans  l'équation 
différentielle  un  autre   signe  que  pour  la  branche   bm.    Or,    en  m7 

l'équation  différentielle  donne  deux  valeurs  de  -j-  correspondant  aux 
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deux  courbes  intégrales  passant  en  m  ;  ces  valeurs  correspondent  aux 
deux  signes  du  radical.  L'une  correspond  à  C,  l'autre  à  F,  mais  en  m 
et  m1  les  coefficients  angulaires  de  la  tangente  à  C  sont  très  peu  diffé- 
rents. Il  s'ensuit  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  m'  à  Y 
coïncide  avec  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  C  (puisqu'en  m 
ils  étaient  distincts,  et  que  le  signe  du  radical  a  changé  en  b).  Nous 
arrivons  donc  à  une  contradiction  qui  établit  l'impossibilité  du 
second  point  de  rencontre  ni' ',  à  moins  que  ce  dernier  ne  coïncide 
avec  l'orieine.  Nous  avons  donc  dans  tous  les  cas  la  conclusion  sui- 


vante  : 

Toutes  les  courbes  intégrales  passant  à  V origine  ou  s  en  rap- 
prochant indéfiniment  arrivent  nécessairement  en  ce  point  avec 
une  tangente  déterminée. 

L'étude  de  ces  courbes  se  fera  donc  sans  difficulté,  pour  le  cas 
général,  en  appliquant  les  considérations  développées  dans  la  Sec- 
tion I. 

14.  Nous  allons  appliquer  les  généralités  précédentes  à  un  pro- 
blème intéressant  de  Géométrie,  celui  des  lignes  de  courbure  passant 
par  un  ombilic  ('  ). 

Supposons  que  l'ombilic  soit  à  l'origine,  et  prenons  le  développe- 
ment de  z  sous  la  forme 

z  —  \  k (  a?2  4-  y2  )  -+-  J  (  a  xz  -+-  3  b  xïy  -+-  3  c  xy2  -+-  dyz  )-+-..., 

nous  aurons 

p  —  kx  -h  y( ace2 -+-  ib xy  -h  cy2 )+..., 

g  =  ky  +  |(^2+2C3-/+  dy2  )-+-..., 
r  —  k     -+-  ax  h-  by  -+-.  .  . , 

s  =  bx  -+-  cy  H-.  .  . , 

t  —  k     -t-  c  x  -+-  dy  -4-  .  .  . . 

L'équation  différentielle  de  la  projection  des  lignes  de  courbure  est, 


(  '  )  M.  Cayley  a  fait  le  premier  Fétude  des  lignes  de  courbure  passant  par  un 
ombilic,  sans  la  rattacher  d'ailleurs  à  aucune  théorie  générale  (voir  Cayley,  Mathe- 
matical  Papers,  t.  V,  p.  n5). 
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comme  on  sait, 

(£)W*»)*-W'] 

+  ^;[(i-+-<l2)r-(i+p')t]-[(i+-p*)s-pqr]  =  o. 

En  substituant  les  valeurs  précédentes,  on  a 

/ dy \ 2  dy 

(bx-{-  cy  +  ....)l^j   -+-<2(fx-i-gy -+-...)-£-  —  (bx  4-  cy  +...)  =  o, 

en  posant 

vf=a  —  c,         2  g  ==  b  —  d. 

L'équation  (7)  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  courbes 
intégrales  est  ici 

et  elle  aura  évidemment,  suivant  les  cas,  une  ou  trois  racines  réelles. 
Quant  à  l'équation  (8)  du  second  degré  en  £,  elle  se  réduit  à 

et  a,  par  suite,  ses  racines  imaginaires.  En  posant  y  =  tx,  nous  avons 
l'équation  en  /,  où  nous  n'écrivons  pas  dans  le  second  membre  les 
termes  en  x  inutiles  pour  la  discussion 


dt_  _  —  l(b-^cl)  —  (f^gt)±i  ^(/ -1-^)2 .4,  (6-+-  et  )2 
dx  b  -+-  et 

Nous  savons  que  le  second  membre  s'annule  pour  trois  valeurs  de  t 
qui  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  écrite  ci-dessus. 
Soit  a  une  racine  de  cette  équation,  il  faut  trouver  le  signe  de  la 
dérivée  du  second  membre  de  l'équation  précédente  pour  t  =  a.  Il 
suffit  de  prendre  la  dérivée  du  numérateur  et  de  la  diviser  par  b  -f-  et 


on  trouve  d'abord,  après  avoir  ainsi  fait  disparaître  le  radical, 

—  20c  (  col  ■+-  g)  -h  c  (  a2  -h  1  ) 

2[a(6  +  ca)+/+^a] 

et,  après  quelques  transformations,  en  tenant  compte  de  l'équation 
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du  troisième  degré  que  vérifie  a, 

—  2  c  a3  —  ( 2 £•  -h  b)x-  —  b 

(  a2  -h  i  )  (  b  -+-  c  a  )  , 

Si  cette  expression  est  positive,  il  y  a  une  infinité  d'intégrales  tan- 
gentes à  la  droite  y  =  eux  ;  il  n'y  en  a  qu'une,  si  elle  est  négative.  Les 
deux  circonstances  sont  possibles,  car  cette  expression  ne  contient 
pas  y  qui  figure  dans  l'équation  du  troisième  degré. 

Il  y  a  donc,  suivant  les  cas,  une  seule  ligne  de  courbure  ou  une 
infinité  de  lignes  de  courbure  passant  par  un  ombilic  et  ayant 
pour  tangente  une  des  directions  données  par  l'équation  du  troi- 
sième degré. 

15.   Un  cas  particulier  très  simple  est  celui  où  l'on  aurait 

b  =  o. 

L'équation  du  troisième  degré  est  alors 

ct(t*r-  i)  -h  a(/-*-  gt)t  =  o. 

Nous  avons  donc  la  racine  a  =  o,    et  l'expression  correspondante, 
dont  le  signe  est  à  rechercher,  se  réduit  à 


Supposons,  par  exemple,  que 


c 
M y 


b<' 


Nous  aurons  une  seule  intégrale  tangente  à  la  droite  y  =  o;  si,  de 
plus,  comme  il  est  possible,  l'équation 

.c(**-i)-ha(/+**)  =  o 

a  ses  racines  imaginaires,  nous  aurons  un  exemple  d'un  ombilic  par 
lequel  passe  une  seule  ligne  de  courbure. 

Ces  conditions  se  trouvent  vérifiées  pour  une  surface  du  second 
degré.  On  reconnaît  aisément  que,  en  prenant  pour  plan  des  zx  le 
plan   principal  passant  par  l'ombilic,   l'équation  de  la  surface   peut 

s'écrire 

z  -4-  A ( X*  -h y-  )  -+-  K'z-  -+-  2  B'z x  =  o, 
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et  l'on  a,  par  suite,  un  développement  de  la  forme 

k  1 

z  =  -  (  x-  -h  y%  )  4-  -  (  a  x*  -+-  a  xy*-  )  -+- 

On  a  donc 

b  =  d  —  o, 

a 


et,  par  suite. 


a 


On  a  bien  —  <i  et  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes se  réduit  à 

t\t*-{-  1)  =  o. 

Il  ne  passe  donc  par  un  ombilic  d'une  quadrique  qu'une  seule  ligne 
de  courbure  réelle,  résultat  d'ailleurs  bien  connu. 
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CHAPITRE  X. 

SUR  LA  FORME  DES  COURBES  SATISFAISANT  A  UNE 
ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DU  PREMIER  ORDRE  ET 
DU  PREMIER  DEGRÉ  (*). 


I.  —  Étude  des  points  à  l'infini;  relation  entre  les  nombres 
des  divers  points  singuliers. 

1.  Après  avoir  fait  l'étude  des  points  singuliers  d'une  courbe  défi- 
nie par  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier 
degré  (Sect.  I,  Ghap.  XI),  cherchons  à  nous  rendre  compte  de  la 
forme  des  courbes  définies  par  une  telle  équation.  Reprenons  donc 

l'équation 

dx        dy 


où  X  et  Y  sont  des  polynômes  en  x  et  y .  jNous  désignerons  d'une 
manière  générale,  sous  le  nom  de  caractéristiques ,  les  courbes  que 
nous  avons  appelées  jusqu'ici  courbes  intégrales  de  cette  équation 
différentielle. 

Nous  n'avons  jusqu'ici  considéré  que  les  points  à  distance  finie. 
Pour  discuter  plus  facilement  les  formes  des  caractéristiques  à  l'in- 
fini, nous  projetterons  ces  courbes  sur  une  sphère,  en  plaçant  le 
point  de  vue  au  centre  de  la  sphère.  Enjoignant  le  point  (x,y)  du 
plan  au  point  de  vue,  on  a  une  droite  qui  rencontre  la  sphère  en  deux 
points.  En  supposant  la  sphère  partagée  en  deux  hémisphères  par  un 
plan  diamétral  P,  parallèle  au  plan  (.r,  y),   l'un  de  ces   points  sera 


(')  Nous  suivons  dans  ce  Chapitre  le  beau  Mémoire  de  M.  Poincaré  [Sur  les 
courbes  définies  par  les  équations  différentielles  (Journal  de  Liouville,  1881  et 
1882)],  en  cherchant  surtout  à  mettre  en  évidence  les  points  les  plus  intéressants 
relatifs  au  côté  qualitatif  de  la  question. 
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situé  dans  le  premier  hémisphère,  l'autre  dans  le  second.  Les  points 
à  l'infini  du  plan  (x,  y)  correspondront  à  la  circonférence  E,  inter- 
section de  la  sphère  et  du  plan  P;  nous  appellerons  E  l'équateur. 

Nous  appellerons  cycle  sur  la  sphère  une  courbe  telle  qu'on 
revienne  au  point  de  départ  après  en  avoir  parcouru  un  arc  fini. 
Nous  ne  considérerons  que  les  cycles  analytiques;  nous  entendons 
par  là  des  cycles  formés  d'arcs  réguliers  de  lignes  analytiques 
(voir  t.  II,  p.  298,  2e  édition,  pour  la  définition  des  arcs  analytiques). 

Une  spirale  sur  la  sphère  sera  une  courbe  qui  coupe  un  cycle  en 
un  seul  point;  telle  est,  par  exemple,  la  loxodromie  qui  coupe  les 
parallèles  en  un  seul  point. 

Si  l'on  considère  les  deux  portions  d'une  même  caractéristique  qui 
se  trouvent  de  part  et  d'autre  d'un  de  ses  points,  on  aura  divisé  cette 
caractéristique  (à  moins  qu'elle  ne  soit  un  cycle)  en  deux  demi- 
caractéristiques  distinctes. 

2.  Dans  l'équation 

dx        dv 

nous  supposerons  X  et  Y  de  même  degré  m  et,  de  plus,  aucune  cir- 
constance spéciale  ne  se  présente  relativement  aux  points  singuliers, 
c'est-à-dire  que  ceux-ci  se  réduisent  à  des  foyers,  des  nœuds  et  des 
cols. 

Pour  étudier  les  points  à  l'infini,  on  pose,  s'il  s'agit  d'un  point  non 
situé  sur  le  grand  cercle  qui  correspond  à^  =  o, 

1  t 

X  =   -  ,  y  —   -' 

z  J        z 

et  l'on  a  ainsi,  pour  le  point  considéré,  z  —  o,  t  étant  égale  à  une 

quantité  finie. 

Si    Ton    veut    considérer    le    point    à    l'infini    situé    sur    le    grand 

cercle  x  —  o,  on  posera 

/  1 

x  —  -,  y  =  -  • 

z  J         z 

3.  Nous  avons  fait  précédemment  l'étude  des  points  singuliers, 
qui  sont  à  l'intersection  des  deux  courbes 

X  =  o,        Y  =  o. 
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Nous  n'avons  considéré  que  les  points  d'intersection  à  distance 
finie.  Si  les  deux  courbes  précédentes  se  coupent  en  un  point  situé 
sur  l'équateur,  soit,  par  exemple,  en  un  point  non  situé  sur  x  =  o, 
l'équateur  devient,  en  posant 

i  t 

x  =  - ,         y  =  - 

(z  =  o,  t  =  a  correspondant  au  point  considéré  à  l'infini), 

—  dz        _  zdt  —  t  dz 

HfYfWV 

ou 

dz(tXi—  Yj)  =  dtz\u 

en    posant    A    -,   -  )  =  ,    Y  {-,   -  )  =  -•     On    aura, 

1  \zz)  zm  \z      z)  zm 

d'après  l'hypothèse  que  z  =  o,  t  =  a  correspond  à  un  point  de  ren- 
contre, 

Xi(a,  o)  =  o,         Yj(a,  o)  =  o. 

4.  Je  dis  d'abord  que  tout  système  de  caractéristiques  admet  des 
points  singuliers.  Le  seul  cas,  où  l'affirmation  précédente  est  dou- 
teuse, est  celui  où  les  courbes  X  =  o,  Y  =  o  ne  se  rencontreraient 
qu'à  l'infini  ou  ne  se  couperaient  en  aucun  point.  Dans  le  premier 
cas,  il  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe 
précédent  qu'un  point  de  rencontre  {t  =  a,  z  =  o)  est  un  point  sin- 
gulier, car  pour  ce  point 

.2X1=0,         tXi —  Yi  =  o, 

et,  par  suite,  les  dénominateurs  de  l'équation 

dz  dt 

^XT~  f-^-Y, 

s'annulent  pour  t  =  a,  z  =  o. 

Considérons  donc  le  cas  où  les  deux  courbes  X  ==  o,  Y  =  o  n'au- 
raient aucun  point  commun;  le  degré  m  de  X  et  Y  est  alors  pair 
évidemment. 

En  désignant  par  X2  et  Y2  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  en  x 
et  y  dans  X  et  Yr,  nous  devons  supposer  que  l'on  n'a  pas  identi- 
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que  ment 

a?Y2 —  JKX.2  =  o  : 

cette  identité  est,  en  effet,  incompatible  avec  nos  hypothèses.  Car,  si 

l'on  avait 

#  Y  2  =  y  X  2 , 

X2  serait  divisible  par  .r  et  Y2  par  j\  Soit 

X2=a?X3,         Y,=jY3, 

on  déduit  de  1  identité  ci-dessus 

XS  =  Y3. 

X3  est  une  fonction  homogène  et  de  degré  impair;  donc  elle  s'annule, 
soit  pour  œ  =  o,  soit  pour  une  certaine  valeur  —  =  a.  On  aurait  donc 

X2  =  Y2  =  o, 

soit  pour  x  =  o,  soit  pour  —  =  a,  c'est-à-dire  que  les  courbes  X— o, 

Y  ==  o  se  couperaient  en  un  point  de  l'équateur. 

L'équation  jX2  —  ^Y2  =  o,  étant  de  degré  impair,  a  nécessaire- 
ment une  racine  réelle,  que  nous  désignerons  par  a.  Or,  en  posant, 
comme  plus  haut, 

1  t 

&=->       y  =  -> 

on  voit  que  les  équations 

zX1  =  o,         t\x — \\  =  o 

s'annuleront  pour  z  =  o,  t  =■  a,  car  t\.t  —  Y,  pour  z  =  o  se  réduit 
à  *X2(i,  t)  — Y2(i,  t). 

5.  Nous  plaçant  toujours  dans  le  cas  général,  nous  pouvons  sup- 
poser que  les  courbes 

X  =  o,         Y  =  o 

n'ont  que  des  points  simples  de  rencontre,  et  que  ces  points  sont 
à  distance  finie.  De  plus,  nous  supposons  que  l'équation 

x  Y2  —  jkX2  =  o 

n'a  que  des  racines  simples.  De  cette  façon,  £=a,  z  =  o  (au  para- 
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graphe  précédent)  est  une  solution  simple  des  deux  équations 
^X!  =  o,         tXt  —  Yt  =  o. 

Dans  ces  conditions,  tous  les  points  singuliers  (en  dehors  de 
l'équateur  ou  sur  l'équateur)  sont  des  points  singuliers  ordinaires 
du  type  de  ceux  que  nous  avons  rencontrés  dans  la  discussion  du 
Chapitre  précédent  :  .foyers,  cois  ou  nœuds,  et  exceptionnellement 
des  centres  (ceux-ci  correspondant  à  des  relations  d'égalité). 

J'ajoute  encore  que  l'équateur  sera  une  caractéristique,  comme 
il  résulte  de  l'équation 

dz  dt 

+7x7  =  tXi  —  y/ 

qui  est  vérifiée  pour  z  =  o.  Il  en  résulte  que  tout  point  singulier 
situé  sur  l'équateur  sera  un  nœud  ou  un  col,  car  toutes  les  caracté- 
ristiques, passant  par  un  foyer,  ont  ce  point  comme  point  asymptote. 
Enfin,  le  nombre  des  points  singuliers  sur  la  sphère  est  évidem- 
ment pair,  puisque  tout  est  symétrique  par  rapport  au  centre  de  la 
sphère. 

6.  Considérons  maintenant  une  courbe  fermée  tracée  dans  un 
hémisphère;  il  lui  correspond  une  courbe  fermée  C  dans  le  plan 
(x,y).  Formons  l'intégrale 

XdY  —  YdX 


.1 


j_  rxdx 


Y2 


que  l'on  prendra  le  long  du  contour  G  dans  le  sens  positif.  Comme 
nous  l'avons  vu  (t.  I,  2e  éd.,  p.  99),  l'intégrale  J  représente  la  diffé- 
rence entre  le  nombre  des  racines  communes  aux  équations 

X  =  o,        Y  =  o, 
contenues  dans  C,  pour  lesquelles  le  déterminant  fonctionnel 

àX  dY  _  dX  dY 
àx  dy        dy   Ox 

est  positif,  et  celles  pour  lesquelles  il  est  négatif. 

Si  à  l'intérieur  de  C  il  n'y  a  pas  de  point  singulier,  c'est-à-dire  de 
point  pour  lequel  X  =  Y==  o,  on  aura  évidemment  J=  o.  Supposons 
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qu'il  y  ait  un  point  singulier  à  l'intérieur  de  C,  et  cherchons  la  valeur 
de  J.  Si  ce  point  est  à  l'origine,  on  aura 

X  =  ax  -+-  by  -+-..., 

Y  =  a'  x  H-  b'y  -+-. . .. 

Si  l'on  a 

ab' —  ba  y-  o, 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède,  J  =  i .  Au  contraire,  si  l'on  a 

ab' —  ba'  <  o, 
il  viendra  J  =  —  i . 

Or,    dans   le    premier   cas   [ab'—  ba'  >  o],   les    deux   racines    de 
l'équation  en  X 

X2  —  (  a  +  b'  )X  4-  a 6'  —  6a'  =  o 

seront  de  même  signe  ou  imaginaires,  et,  par  suite,  le  point  singulier 
sera  un  nœud  ou  un  foyer.  Si,  au  contraire,  ab' —  ba' <C  o,  les  deux 
racines  seront  réelles  et  de  signes  contraires,  et  nous  aurons  un  col. 
En  désignant  donc  respectivement  par  N,  F,  G  les  nombres  des  nœuds, 
des  foyers  et  des  cols  contenus  dans  un  contour  F,  on  aura 

j  =  N  +  F-C. 

On  peut  appeler  J  Y  indice  du  cycle  ;  il  peut  être  encore  défini  de 
la  manière  suivante.  En  appelant/?  le  nombre  de  fois  que  le  quotient 

Y 
X 

passe  de  -f-  oo  à  —  go  quand  le  point  (#,  y)  décrit  Y  dans  le  sens  po- 
sitif, et  par  n  le  nombre  de  fois  que  ce  quotient  passe  de  —  go  à  +  oo 
dans  les  mêmes  conditions,  on  aura 


7.   En  adoptant  cette  dernière  définition,  on  peut  parler  de  l'in- 
dice de    Uéquatear.   Cet  indice   est  le   nombre    précédent    pour  la 

fraction 

Y2 

quand  on  y  pose  x  =  r  costo,  y  =  r  sinco  et  qu'on  fait  varier  w  de  o 
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à  27:;  ce  sera  donc  l'indice  de  la  fraction  rationnelle 


[Y2(i,  Ml 
U.(i,OJ 


pour  t  variant  de  — oo  à  -f-oc,  puisque  tout  est  symétrique  par  rapport 
au  centre  de  la  sphère  (voir,  pour  l'indice  des  fractions  rationnelles, 
t.  Il,  2e  éd.,  p.  190),  et  l'on  peut  évidemment  aussi  considérer  l'in- 
dice de  l'équateur  comme  la  limite  de  l'intégrale 


X  d\  -YdX 


1       r*"XdY  —  Y. 
™J0  X*+Y* 


quand  on  pose  x  =  r  costo,  y  =  r  sinto,  /*  étant  une  constante  qu'on 
fait  grandir  indéfiniment. 
Reprenons  l'équation  du  §  o 

dt  _  —Y,  h-  *X, 
Z~dz  ~  \j 

Les  valeurs  de  t,  intéressantes  pour  nous,  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion 

(1)  Y,(/,  o)  —  *X1(*,-o)  =  qï 

mais,  puisqu'on  a 

Y,(/,  0)  =  Y2.(i,  n, 

X\(t,  o)  =  X2(i,  *), 

on  peut  écrire  l'équation  sous  la  forme 

d£  _     -  Y2  (  t ,  t)  -h  /  \2  (  1 ,  /  ) 
~~dz~~  X2 (1 ,  t)  ' 

et  les  racines  de  l'équation 

(2)  Yj(i,  t)  —  tX»(i,  /)  =  o 

correspondent  à  des  nœuds  ou  des  cols.  Or,  considérons  l'expression 

Y2(i,  t) 


X2(i,  t) 


—  /. 


et  désignons  par  a  et  |3  le  nombre  de  fois  qu'elle  passe  du  positif  au 

négatif  et  du  négatif  au  positif,  quand  t  varie  de  — •  oo  à  -f-  co.  Celte 

expression  peut  passer  du 'positif  au  négatif,  soit  quand  t  rencontre 

P.  -  III.  16 
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une  racine  de  (2),  et  alors  nous  avons  un  nœud,  soit  quand  elle 
devient  infinie  en  passant  de  -f-  00  à  — 00;  de  même  elle  peut  passer 
du  négatif  au  positif,  soit  quand  t  rencontre  une  racine  de  (2)  cor- 
respondant à  un  col,  soit  quand  elle  devient  infinie  en  passant 
de  — 00  à  -+-  00.  D'ailleurs,  puisque  pour  t  =  -f-  go  l'expression  est 
négative,  et  positive  pour  t  = — ■  00,  on  aura 

a—  p  =  i, 

et,  par  suite,  si  nous  désignons  par  2N'  et  2 G'  le  nombre  évidem- 
ment pair  (puisqu'il  y  a  symétrie  par  rapport  au  centre  de  la  sphère 
des  nœuds  et  des  cols  sur  l'équateur,  nous  aurons 


N'  —  C'+   I 


:(».-■•■ 


L'indice  de  l'équateur  est  donc  égal  à 

i  +  G'-N'. 

8.  En  égalant  les  deux  expressions  trouvées  dans  les  deux  para- 
graphes précédents  pour  l'indice  d'une  courbe  du  premier  hémisphère 
très  voisine  de  l'équateur,  nous  aurons  une  relation  entre  les  cols, 
les  foyers  et  les  nœuds  sur  la  sphère.  Nous  appelons,  comme  ci- 
dessus,  2 G'  et  2N'  les  nombres  des  cols  et  des  nœuds  situés  sur 
l'équateur.  Désignons  de  même  comme  ci-dessus  par  2  G,  2N,  2F  les 
nombres  évidemment  pairs  des  cols,  nœuds  et  foyers  sur  le  reste  de 
la  sphère.  Sur  un  hémisphère,  les  cols,  nœuds  et  foyers  sont  en 
nombres  respectivement  égaux  à  G,  N,  F.  On  aura   donc 

i  +  C-  N'=N-f-F  —  G, 
que  nous  écrirons 

On  peut  donc  dire  que,  sur  toute  la  sphère,  le  nombre  des  nœuds 
plus  le  nombre  des  foyers  est  égal  au  nombre  des  cols  plus  deux . 

II.  —  Remarques  générales  sur  la  forme  des  caractéristiques. 

9.  Faisons   d'abord    une  première   remarque  relative   à   la  conti- 
nuation des  intégrales.  Quand  on  suit  à  partir  d'un  point  une  carac- 
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téristique,  divers  cas  peuvent  se  présenter;  il  peut  arriver  que  l'on 
arrive  à  un  col  ou  un  nœud  (nous  ne  parlons  pas  des  foyers  auxquels 
on  n'arrive  pas  puisque  ce  sont  des  points  asymptotes).  Quand  on 
arrive  à  un  col,  on  peut,  soit  suivre  l'arc  de  courbe  situé  de  l'autre 
côté  du  col  et  ayant  la  même  tangente,  soit  prendre  l'arc  à  droite  ou 
l'arc  à  gauche,  et  nous  ferons  bientôt  une  hypothèse  particulière  à  ce 
sujet.  Pour  les  nœuds,  les  choses  se  présentent  différemment  et  il  faut 
nécessairement  arrêter  la  caractéristique  à  un  nœud.  Nous  savons  en 
effet  que,  moyennant  une  transformation  convenable  des  variables, 
on  peut  mettre  l'équation  des  caractéristiques  sous  la  forme 

y  =  Cx\ 

G  étant  la  constante  arbitraire,  et  A  une  constante  réelle  positive. 
Considérons  une  caractéristique  arrivant  à  l'origine  ;  soit,  par  exemple, 
pour  une  valeur  donnée  de  C,  la  branche  parfaitement  définie  cor- 
respondant aux  valeurs  positives  de  x  obtenue  en  donnant  à  x^  sa 
valeur  arithmétique.  Une  fois  arrivé  à  l'origine,  nous  n'avons  plus 
aucune  raison  en  général  de  suivre  une  courbe  intégrale  plutôt  qu'une 
autre  (sauf  dans  le  cas  particulier  où  A  serait  commensurable),  et  nous 
arrêtons  alors  l'intégrale  à  un  nœud . 

Ceci  posé,  voici  un  premier  théorème  à  peu  près  évident,  mais 
fort  important  pour  la  suite.  Je  considère  une  demi-caractéristique  C 
passant  par  un  point  singulier  A.  Nous  supposons  qu'elle  n'aille  pas 
passer  par  un  nœud,  et  nous  allons  montrer  dans  ces  conditions  que, 
si  cette  demi-caractéristique  ne  coupe  tout  cycle  analytique 
qu  en  un  nombre  fini  de  points,  elle  se  réduit  nécessairement 
à  un  cycle. 

Partageons  la  sphère,  d'abord  en  deux  calottes  sphériques  S(  et  S2 
par  un  cycle  analytique.  Comme  la  caractéristique  étudiée  ne  ren- 
contre ce  cycle  qu'en  un  nombre  fini  de  points,  il  arrivera  un  moment 
où  elle  restera  toujours  dans  l'une  des  deux  calottes  sphériques, 
soit  S(.  Celle-ci  devra  contenir  A;  sinon,  nous  la  partagerions  en  un 
certain  nombre  de  parties  par  des  cycles,  et  il  y  en  aurait  nécessaire- 
ment une  dans  laquelle  la  ligne  resterait  toujours,  cela  pour  la  même 
raison  (pie  plus  haut;  finalement,  on  arriverait  à  avoir  des  cycles  de 
plus  en  plus  petits,  à  l'intérieur  desquels  resterait  toujours  la 
caractéristique,  cycles  qu'on  pourrait  faire  tendre  vers  zéro,  et  alors 
le  point  limite  serait  un  foyer,  ce  qui  est  incompatible  avec  l'hypo- 
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thèse  que  tout  cycle  ne  coupe  la  courbe  qu'en  un  nombre  fini  de 
points.  Revenons  donc  à  la  calotte  S,  ;  on  la  décomposera  encore  en 
deux  parties,  et  la  caractéristique  finira  par  rester  dans  l'une  d'elles, 
celle  qui  contient  A,  comme  le  montre  toujours  le  même  raisonne- 
ment. Finalement  nous  aurons  une  série  de  cycles  de  plus  en  plus 
petits  contenant  A,  à  l'intérieur  desquels  restera  la  courbe;  celle-ci 
va  donc  repasser  par  le  point  A,  et  nous  avons  bien  un  cycle,  comme 
nous  voulions  l'établir. 

10.  Une  considération  d'une  grande  importance  est  celle  du 
nombre  des  points  où  un  arc  de  courbe  donné  sur  la  sphère  touche 
une  caractéristique,  c'est-à-dire  le  nombre  des  contacts  de  cet  arc. 
Pour  un  arc  analytique  régulier  ou  formé  d'un  nombre  fini  d'arcs 
réguliers,  le  nombre  des  contacts  sera  nécessairement  fini.  Soit  donné 
dans  le  plan  un  arc  pris  entre  deux  points  A  et  B  de  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

F(3y-.r)  =  o; 

on  cherchera  les  contacts  de  cet  arc  en  écrivant  qu'en  un  point 
(.r,  y)  de  cette  courbe,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  égal 
à  la   valeur   de   -j-  donnée    par   l'équation  différentielle,    d'où    l'on 

conclut 

v  à¥       v  àF 

\ h  Y  —  =  o. 

ox  Oy 

Les  intersections  des  deux  courbes  précédentes  comprises  entre  A 
et  B  donnent  les  contacts  cherchés.  Si  les  deux  courbes  étaient  tan- 
gentes en  un  point,  il  y  aurait  plusieurs  contacts  confondus,  et  alors 
la  caractéristique  en  ce  point  aurait  un  contact  d'ordre  supérieur 
avec  l'arc  donné.  En  tenant  compte  du  degré  de  multiplicité,  on  voit 
que  les  nombres  des  contacts  d'un  cycle  sans  point  anguleux  et  ne 
passant  pas  par  un  point  singulier  est  toujours  un  nombre  pair  ; 
c'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  que  deux  courbes  fermées  de 
la  sphère  ont  un  nombre  pair  de  points  de  rencontre. 

Si  le  cycle  a  un  point  anguleux,  Je  résultat  précédent  ne  subsiste 
pas  sans  modification,  car  le  point  anguleux  figure  parmi  les  contacts. 
Nous  supposons  que  le  point  anguleux  est  un  point  ordinaire  pour 
l'équation.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  la  caractéristique  passant 
par  le  point  anguleux  traverse  ou  non  le  cycle.  Dans  le  premier  cas, 
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un  cycle  peu  différent  du  cycle  donné,  mais  sans  point  anguleux, 
n'aura  pas  de  contact  voisin  du  point  anguleux,  et,  par  suite,  pour  le 
cycle  donné,  nous  avons  un  contact  de  plus  que  pour  le  cycle  auxi- 
liaire; la  parité  sera  donc  différente  pour  les  deux  cycles,  et  nous  pou- 
vons dire  alors  que  le  point  anguleux  change  la  parité  du  nombre 
des  contacts.  Dans  le  second  cas,  il  y  aura  pour  le  cycle  auxiliaire 
un  contact  voisin  du  point  anguleux,  et  le  point  anguleux  ne  change 
pas  la  parité  du  nombre  des  contacts. 

11.  Si  l'on  joint  deux  points  À  et  B  d'une  caractéristique  par  un 
arc  de  courbe  qui  n'ait  avec  la  caractéristique  d'autre  point  commun 
que  ses  deux  extrémités  A  et  13,  l'arc  de  courbe  et  l'arc  de  caracté- 
ristique compris  entre  les  deux  points  formeront  par  leur  ensemble 
un  cycle  sphérique.  Mais  deux  cas  peuvent  se  présenter,  et  cette 
distinction  est  d'une  grande  importance.  En  premier  lieu,  les  deux 
branches  de  courbes  formées  par  la  caractéristique  prolongée  au  delà 
de  A.  et  B  sont  toutes  deux  intérieures  ou  toutes  deux  extérieures  au 
cycle  formé  par  les  deux  arcs.  JNous  dirons  dans  ce  cas  que  l'arc  de 
courbe  sous-tend  l'arc  de  caractéristique.  En  second  lieu,  les  deux 
branches  prolongées  au  delà  de  A  et  B  sont  l'une  intérieure,  l'autre 
extérieure  au  cycle  formé  par  les  deux  arcs;  nous  dirons  alors  que 
l'arc  de  courbe  sur-tend  l'arc  de  caractéristique. 

Ces  définitions  posées,  considérons  un  arc  de  caractéristique  ne 
passant  par  aucun  point  singulier  et  sous-tendu  par  un  arc  de 
courbe  AB. 

Nous  allons  montrer  que  le  nombre  des  contacts  de  cet  arc  de 
courbe  est  impair.  Supposons  que  lare  de  courbe  AB,  supposé  ana- 
lytique, soit  représenté  par  l'équation 

fO,  y)  =  o. 

On  pourra  définir  l'arc  de  caractéristique  par  les  deux  équations 

dx  _  4r  _  Y 

dt       '       dt~    ' 

et,  puisqu'il  ne  passe  par  aucun  point  singulier,  on  peut  admettre 
qu'on  va  de  A  en  B  sur  la  caractéristique,  en  faisant  varier  /  de  /0 
à  t\(tQ<C  t{).  Puisque  Tare  AB  de  la  courbe  F  sous-tend  la  caracté- 
ristique, la  fonction 
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quand  on  substitue  les  expressions  des  coordonnées  x  et  y  de  la 
caractéristique,  passera  d'un  signe  à  un  autre,  par  exemple  du  positif 
au  négatif,  quand  t  passera  par  /fl,  et  du  négatif  au  positif  quand  t 
passera  par  /,  ;  la  dérivée  de  F(x,y)  par  rapport  à  £,  c'est-à-dire 

xf  +  y£, 

ox  ôy 

sera  donc  négative  au  point  À  et  positive  au  point  13.  Faisons  main- 
tenant décrire  à  (x,y)  l'arc  AB  de  F;  l'expression  précédente  s'an- 
nulera un  nombre  impair  de  fois,  et,  par  suite,  le  nombre  des 
conforts  de  V  arc  est  impair. 

12.  Dans  le  théorème  précédent,  l'arc  de  caractéristique  ne  passait 
par  aucun  point  singulier,  car  un  point  singulier  ne  peut  être  atteint 
que  pour  l  =  oo,  et  nous  n'avons  plus  alors  de  démonstration.  On 
peut  présenter  autrement  la  démonstration  du  théorème  précédent, 
en  supposant  alors  que  la  fonction  F(.r,  y)  n'est  pas  seulement 
définie  dans  Je  voisinage  de  l'arc  sous-tendant  AB,  mais  pour  tous  les 
points  à  l'intérieur  du  cycle  formé  par  cet  arc  et  la  caractéristique. 
Il  résulte,  en  effet,  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  que  la  fonc- 
tion 

¥{œ,y) 

s'annulant  en  A  et  B,  et  passant,  quand  (#,  y)  décrit  la  caracté- 
ristique, du  positif  au  négatif  en  A  et  du  négatif  au  positif  en  B, 
passera  sur  l'arc  de  caractéristique  par  un  nombre  impair  de  maxima 
ou  de  minima.  Or,  pour  ces  maxima  ou  minima,  on  a 

c'est-à-dire  que  cette  dernière  courbe  coupe  l'arc  de  caractéristique 
en  un  nombre  impair  de  points.  Or  cette  courbe  est  analytique;  elle 
coupe  donc  le  cycle  formé  par  la  caractéristique  et  l'arc  sous-tendant, 
lui-même  analytique,  en  un  nombre  pair  de  points.  11  faut  donc  que 
les  contacts  sur  l'arc  sous-tendant  soient  en  nombre  impair;  c'est  le 
théorème  du  paragraphe  précédent.  Dans  le  raisonnement  précédent, 
on  a  supposé  que  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  (3)  avec  le 
cycle  étaient  des  points  simples  correspondant  à  des  contacts.  Le  cas 
où  la  caractéristique  passerait  par  un  col  demande  un  examen  parti- 
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•cuber,  car  la  courbe  (3)  passe  en  ce  point.  Si  la  caractéristique, 
arrivée  en  un  col,  continue  par  la  courbe  ayant  même  tangente, 
la  courbe  (3)  traversera  au  col  la  caractéristique;  la  courbe 
F  (a?,  y)  =  F(.r0,  J'o)>  en  désignant  par(#0,y0)  ies  coordonnées  du 
col,  traversera  aussi  en  général  la  caractéristique,  et  la  fonction  F 
n'aura  au  col  ni  maximum,  ni  minimum;  un  point  est  donc  à  défal- 
quer dans  l'énumération  des  contacts,  et  nous  avons  alors  un 
nombre  pair  pour  les  contacts  de  V arc  sous-tendant. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  caractéristique  arrivée  à  un  col 
soit  considérée  comme  se  continuant  par  un  arc  n'ayant  pas  même 
tangente.  Etudions  la  disposition  de  la  courbe  (3),  de  la  courbe 
F  =  F0  et  du  cycle  dans  le  voisinage  du  col  (x0,  y0)]  nous  pouvons 
supposer  (x0=  o,  y0  =  o),  et  que,  de  plus, 

\  étant  négatif.  Le  cycle  est  formé  d'une  courbe  tangente  à  Ox  et 
d'une  courbe  tangente  à  Oy.  La  courbe  F  =  F0  a  pour  tangente  la 
droite 

ax  -+-  fiy  =  o 

en  posant  F  =  F0  -+-  v.x  -f-  fiy  ■+- . . .,   et  la  courbe  (3)  a  pour  tan- 
gente 

olx  -+-  \$y  =  o. 

Ces  deux  dernières  droites  ne  sont  pas  dans  le  même  quadrant.  Si  la 
courbe  F  =  F0  traverse  le  cycle  au  col,  la  courbe  (3)  ne  le  traversera 
pas;  nous  aurons  alors  au  col  deux  points  de  rencontre  de  (3)  avec 
le  cycle,  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum  pour  F.  Au  contraire, 
si  (3)  traverse  le  cycle,  nous  ne  devons  plus  compter  le  col  que  pour 
un  point  de  rencontre;  mais  il  y  a  alors  maximum  ou  minimum 
pour  F,  puisque  alors  la  courbe  F  =  F0  ne  traverse  pas  le  cycle. 
Dans  les  deux  cas,  la  conclusion  est  la  même  pour  ce  qui  concerne 
la  parité  du  nombre  des  contacts;  ici,  comme  au  paragraphe  précé- 
dent, le  nombre  des  contacts  de  V arc  sous-tendant  sera  un  nombre 
impair. 

13.   Dorénavant,    quand  nous   suivrons   une  caractéristique,    nous 
prendrons  pour  son  prolongement,  si  nous  rencontrons  un  col,  un 
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arc  de  caractéristique  n'ayant  pas  même  tangente  au  col.  Ce 
prolongement  pourra  nécessairement  alors  se  faire  de  deux  manières 
différentes,  car  on  peut  prendre  l'arc  de  droite  ou  l'arc  de  gauche 
par  rapport  à  celui  que  l'on  suivait  d'abord.  Cette  façon  de  procéder 
peut  paraître  au  premier  abord  singulière;  il  pourrait  sembler  plus 
naturel  de  suivre  l'arc  ayant  même  tangente,  ce  qui  ne  donnerait  lieu 
d'ailleurs  à  aucune  indétermination;  mais  alors  nous  n'aurions  plus 
un  nombre  impair  de  contacts  pour  un  arc  sous-tendant,  et  Ton  ne 
peut  arriver  à  quelques  résultats  généraux  que  moyennant  cette 
condition. 

On  peut  démontrer,  pour  les  arcs  qui  sur-tendent  un  arc  de  carac- 
téristique, un  théorème  analogue  à  celui  des  §§  11  et  12.  Seulement, 
le  nombre  des  contacts  sera  pair. 

14.  Parmi  les  arcs  analytiques  tracés  sur  la  sphère,  les  arcs  sans 
contact  présentent  un  intérêt  particulier.  Considérons  un  arc  sans 
contact  ADB,  et  soit  M0  un  point  de  cet  arc;  par  ce  point  passe  une 
caractéristique  que  nous  suivons  dans  un  certain  sens,  et  supposons 
qu'en  la  suivant  ainsi  nous  rencontrions  une  nouvelle  fois  l'arc  ADB 
au  point  M,.  On  remarquera  d'abord  que  l'arc  M0M,  sur-tend  l'arc 
de  caractéristique  M0CM,,  car,  s'il  le  sous-tendait,  il  y  aurait  un 
nombre  impair  de  contacts  sur  l'arc  M0DM,,  un  au  moins,  par  con- 

Fie.  il 


séquent;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'il  est  sans  contact.  Ensuite,  si 
l'on  continue  à  suivre  l'arc  M0CM,,  de  caractéristique,  je  dis  qu'on 
ne  rencontrera  plus  l'arc  M0DM,  ;  car,  si  l'on  avait  l'arc  M{  FM2,  il 
serait  nécessairement  sous-tendu  par  M,  M2,  ce  qui  ne  se  peut. 

Ceci  posé,  soit  3N0  un  point  vcfisin  de  M0  et  à  gauche  de  M0M,  sur 
l'arc  AB  {fi g.  9);   par  le  point  N0  passe  un  arc  de  caractéristique 
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voisin  du  premier.  Il  viendra  rencontrer  AB  en  un  point  N,  à  gauche 
de  M|,  car,  dans  le  cas  contraire,  il  devrait  rencontrer  MqGM,.  Si 
donc  nous  considérons  le  cycle  NqG'N,  DM0N0,  ce  cycle  ne  rencontre 
la  caractéristique  M0CM,  qu'en  un  seul  point  M0.  D'après  nos  défi- 
nitions du  début,  la  caractéristique  considérée  est  une  spirale. 

lo.  De  ce  résultat  nous  allons  déduire  une  proposition  extrême- 
ment intéressante  relativement  à  la  nature  des  caractéristiques.  Envi- 
sageons une  caractéristique  de  la  nature  de  celle  que  nous  étudions, 
c'est-à-dire  qui,  prolongée  indéfiniment,  n'aboutisse  pas  à  un  nœud. 
Cette  caractéristique  pourra  être  un  cycle.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
rencontrera  au  moins  un  cycle  analytique  en  une  infinité  de  points, 
d'après  le  théorème  du  §  9.  Un  tel  cycle  se  composera  d'un  nombre 
fini  d'arcs  sans  contact.  Un  de  ces  arcs  AB  au  moins  est  rencontré 
une  infinité  de  fois  par  notre  caractéristique;  en  suivant  la  caracté- 
ristique à  partir  d'un  premier  point  de  rencontre  M0  avec  AB,  on  en 
rencontre  nécessairement  un  second  M,  et  les  conclusions  du  para- 
graphe précédent  sont  applicables.  La  caractéristique  est  donc  une 
spirale.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Toute  caractéristique  n'  aboutissant  pas  à  un  nœud  est  un  cycle 
ou  une  spirale. 

Cette  proposition  nous  donne  déjà  un  renseignement  précis  sur  la 
forme  des  courbes  caractéristiques.  Avant  de  continuer  cette  étude, 
revenons  à  l'équation  différentielle  et  rappelons  comment  on  peut 
obtenir  quelque  représentation  analytique  de  l'intégrale. 

16.  Les  remarques  qui  vont  suivre  s'appliquent  à  un  système  d'un 
nombre  quelconque  d'équations;  prenons  un  système  de  p  équations 

dxx  _  dx-2  _  dxp 

Ai  X2  \p 

où  nous  supposons  que  les  X  sont  des  polynômes  de  degré  m 
en  a?,,  . . .,  xp\  de  plus,  les  termes  du  plus  haut  degré  dans  ces  poly- 
nômes n'ont  pas  de  facteur  commun. 

M.  Poincaré  a  indiqué  un  développement  des  intégrales  de  ces 
équations.  Nous  considérerons  le  système 

dxt  X, 
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et  nous  allons  chercher  à  obtenir  un  développement  des  x  consi- 
dérés comme  fonction  de  /.  Quand  les  x  sont  réels,  les  modules 
des    seconds    membres    des    équations    précédentes    sont    moindres 


I  c,       . 

que  -•  boit 


un  système  quelconque  de  valeurs  réelles  des  x;  on  peut,  autour  de 
ees  poinls,  dans  les  plans  respectifs  des  variables  complexes  xs, 
,  décrire  des  cercles  de  rayon  p  tels  que  dans  ces  cercles 


X  21    •  '  •  -,   %  p 

on  ait 

X/ 


X- 


<I 


Ce  rayon  p  a  un  minimum  qui  n'est  pas  nul,  quelles  que  puissent 
être  les  quantités  réelles  x*.  La  difficulté  pourrait  provenir  du  cas 
où  un  ou  plusieurs  des  x\  serait  très  grand.  Soit,  par  exemple,  x\  la 
plus  grande  des  quantités  #?,  nous  poserons 

x,-  -         x  -  £i,        ...         t  -  yp-1- 

X  X  '  X 

x'  sera  très  petit,  et  les  y  de  modules  moindres  que  un.  Or,  en 
substituant  ces  valeurs  dans  l'inégalité  ci-dessus,  on  voit  qu'elle  sera 
certainement  vérifiée  pour  x'  suffisamment  petit,  quels  que  soient, 
les  y  entre  —  i  et  -f-  i  (en  tenant  compte  de  l'hypothèse  faite  sur  les 
termes  du  plus  haut  degré  des  X)  et,  par  suite,  nous  pourrons  tou- 
jours tracer  dans  le  plan  des  x  les  cercles  de  rayon  fixe  p,  de  façon 
à  avoir  l'inégalité  indiquée. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  que  les  x,  intégrales  de  l'équation 
différentielle,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  la  vaiiable  com- 
plexe t  dans  une  bande  parallèle  à  V axe  réel,  ayant  cet  axe 
comme  médiane  et  une  épaisseur  2p.  11  suffit  pour  cela  de  nous 
reporter  au  théorème  général  relatif  à  l'existence  des  intégrales;  en 
employant  les  notations  du  Tome  11  (p.  322),  le  rayon  de  convergence 
assurée  est  la  plus  petite  des  deux  quantités 

b 
'     M 

Nous  n'avons  pas  ici  à  considérer  le  nombre  a,  puisque  les  seconds 
membres  ne   dépendent  pas  de   t.  INous  avons,  d'autre  part,  b=o, 
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M=i,  et  par  suite  les  développements  s'effectueront  de  proche  en 
proche,  en  parlant  d'un  système  de  valeurs  initiales  réelles  et  en  fai- 
sant décrire  à  t  Taxe  réel,  à  l'aide  de  cercles  de  rayon  p;  ceci  revient 
à  dire,  comme  nous  Favons  énoncé,  que  les  intégrales  sont  holo- 
morphes  dans  une  bande  d'épaisseur  2  p. 

Il  est  alors  facile  d'obtenir  des  développements  en  séries.  11  suffit 
de  faire  la  représentation  conforme  de  la  bande  sur  un  cercle  de 
rayon  un;  on  l'obtiendra  en  posant 


qui  revient  à 


—  loa- 


et  il  est  immédiat  que  la  bande  et  le  cercle  de  rayon  un  se  corres- 
pondent uniformément.  Toute  intégrale  se  trouve  alors  holomorphe 
par  rapport  à  z  dans  ce  cercle,  et  elle  peut  être  développée  en  série 
suivant  les  puissances  de  z. 

17.  On  pourrait  obtenir  bien  d'autres  représentations  analytiques 
des  intégrales  :  je  proposerai  la  suivante.  Prenons  les  équations 

dxi  Xi 

—rr  —  —  (1  =  1,  2,  . . .,  p) 

et  reportons-nous  à  la  méthode  des  approximations  successives,  et 
notamment  au  Chapitre  V  de  ce  Volume.  Nous  aurons  bien  ici  des 
équations  rentrant  dans  la  classe  signalée,  car  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  des  seconds  membres  des  équations  précédentes 
restent  moindres  qu'un  nombre  fixe  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
des  x.  Les  approximations  successives  nous  conduiront  donc  à  des 
développements  convergents  pour  toute  valeur  réelle  de  t. 

Il  est  clair  que  bien  d'autres  formes  pourraient  être  adoptées,  et 
l'on  se  trouverait  dans  les  mêmes  conditions  pour  une  infinité  de 
fonctions  A(#,,  . . . ,  xp)  qui  conduiraient  à  des  équations 

—  =  \/X(.r,,.r,,  ...txp) 


du  type  que  nous  venons  de  considéi 


*er. 
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18.  Les  développements  précédents,  qui  paraissent  au  premier 
abord  intéressants  pour  la  discussion  des  intégrales,  sont  en  réalité  de 
peu  d'importance  pratique.  On  ne  peut  savoir,  en  général,  par  eux, 
ce  que  deviennent  Jes  x  quand  t  augmente  indéfiniment.  Il  pourra 
arriver  que  les  x  ne  tendent  vers  aucune  limite,  ou  bien  les  x  ten- 
dront vers  des  limites  déterminées.  Nous  pouvons  supposer,  en  trans- 
formant préalablement  les  équations,  s'il  est  nécessaire,  que  ces 
limites  sont  finies;  soit  donc 

«i,     a-2,     . . . ,     cip 

le  système  limite  des  x  pour  t  =  ce.  Nous  allons  voir  facilement  que 
les  a  doivent  satisfaire  aux  p  équations 

X/Oi,  a?2,  . ..,  Xp)  —  o         (t  =i,  2,  ...,  p). 
Remarquons  d'abord  que  l'intégrale  du  système 

dxi  _  _  dxp 

~==''z=~xP~' 

répondant  aux  conditions  initiales  a{,  ...,  ap,  se  comporte  réguliè- 
rement en  ce  point  si,  pour  ces  valeurs,  tous  les  X  ne  s'annulent  pas, 
c'est-à-dire  que  la  courbe  intégrale  aura  en  ce  point  une  tangente 
déterminée.  Or  soit  X/^zé  o  pour  a,,  . . . ,  ap  ;  nous  avons 


ai  —  — j 

et  par  suite  t  iil*   peut  augmenter  indéfiniment  quand  les  x  tendent 
vers  les  a. 

19.   Considérons  en  particulier  l'équation  différentielle 

dx       dy 

dont  l'étude  fait  l'objet  de  ce  Chapitre.   Nous  pourrons  former  le 

système 

dx  _  X  dy  _  Y 

dt  ~  v/i-t-X^-t-  Y*'  dt  ~  v/i-t-X*+  Y*' 

Lorsque  t  augmentera  indéfiniment,   ou  bien  x  et  y  ne  tendront 
vers  aucune  limite,  ou  bien  le  point  (x,y)  tendra  vers  un  point  sin- 
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gulier.  Nous  arrêtons,  comme  nous  l'avons  dit,  à  un  nœud,  les  inté- 
grales qui  passent  par  un  nœud,  et  il  n'y  a  pas  à  parler  des  foyers  qui 
sont  des  points  asymptotiques.  Quant  à  une  intégrale  passant  par  un 
col,  nous  la  prolongeons,  comme  il  a  été  convenu,  par  la  courbe 
à  droite  ou  la  courbe  à  gauche  (  §  13).  Après  avoir  rencontré  une  pre- 
mière fois  un  col,  une  caractéristique  peut  rencontrer  une  seconde 
fois  un  col;  mais,  en  continuant  à  suivre  la  caractéristique,  il  est  clair 
qu'à  partir  d'un  certain  moment  elle  ne  rencontrera  plus  de  nouveau 
un  col,  à  moins  qu'elle  ne  soit  une  intégrale  très  particulière  se  rédui- 
sant à  un  cycle  contenant  un  certain  nombre  de  cols.  Nous  pouvons 
donc  nous  poser  le  problème  d'approfondir  V étude  des  caractéris- 
tiques qui,  à  partir  d1  un  certain  moment,  ne  rencontrent  plus 
de  points  singuliers,  et  dont  nous  savons  déjà  (§  15)  qu'elles  sont 
des  spirales;  c'est  ce  que  nous  ferons  dans  la  Section  suivante. 

20.  Dans  les  paragraphes  précédents  nous  n'avons  pas  utilisé  une 
propriété  fondamentale  de  la  métbodede  Cauchy-Lipschitz,  que  nous 
avons  indiquée  dans  la  seconde  édition  du  Tome  II  de  cet  Ouvrage 
(p.  333).  Elle  sera  particulièrement  intéressante  dans  les  problèmes 
où  une  variable  indépendante,  le  temps  par  exemple,  sera  spécifiée. 

Nous  avons  donné  un  exemple  intéressant  (t.  II,  2  e  édition,  p.  33*j), 
relatif  au  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  mobile  autour  d'un 
point  fixe.  Les  trois  composantes  de  la  rotation  instantanée  et  les  trois 
cosinus  des  angles  des  axes  d'inertie  avec  la  verticale  ont  été  expri- 
més par  des  séries  de  polynômes  valables  pour  toute  valeur  du 
temps. 

Nous  avons  aussi  considéré  (t.  Il,  p.  33q)  le  mouvement  de  p  points 
se  repoussant  en  raison  inverse  de  la  piieme  puissance  de  la  distance 
(|jl  >►  i).  La  méthode  de  Cauchy-Lipschitz  peut  aussi  s'appliquer  dans 
le  cas  de  l'attraction,  mais  alors  la  distance  de  deux  points  ne  reste 
pas  nécessairement  supérieure  à  un  nombre  fixe,  et  les  séries  obtenues, 
en  application  de  la  méthode,  ne  restent  convergentes  que  jusqu'à 
l'instant  d'un  choc,  si  toutefois  il  s'en  produit. 


III.  —  Des  cycles  limites. 

21.   Comme  nous  l'avons  expliqué  au  §  19,  nous  allons  considérer 
les  caractéristiques,  qui  ne  sont  pas  des  cycles,  qui  à  partir  d'un  cer- 
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lain  moment  ne  rencontrent  plus  de  points  singuliers  et  n'ont  pas  an 
foyer  comme  point  asymptotique.  Nous  savons  déjà  (§  15)  qu'elles 
sont  des  spirales.  Il  va  être  facile,  en  complétant  les  théorèmes  de  la 
Section  II,  d'approfondir  davantage  la  nature  de  ces  caractéristiques. 
Une  demi-caractéristique,  comme  celle  que  nous  suivons  à  partir 
d'un  certain  point,  rencontrera  certains  cycles  analytiques  en  une 
infinité  de  points.  Un  tel  cycle  se  composera  d'un  nombre  fini  d'arcs 
sans  contacl.  Un  de  ces  arcs  AB  au  moins  est  rencontré  une  infinité 
de  fois  par  la  caractéristique.  Ainsi,  si  l'on  considère  la  caractéris- 
tique passant  par  le  point  M0  de  l'arc  sans  contact  AB,  elle  rencontre 
d'abord,  au  point  M,,  le  même  arc  AB.  Il  résulte  des  explications 
des   §  14  et  15,   que  le  point  suivant  M2  de  rencontre  ne   sera  pas 


entre  M0  et  M,  ;  il  sera  à  droite  de  M,,  c'est-à-dire  entre  M,  et  B.  Or, 
nous  avons  une  infinité  de  points  de  rencontre  de  AB  avec  la  caracté- 
ristique, et,  par  suite,  une  infinité  de  points 

Mo,     M„     M2,     ...,     M»,     ..., 

chacun  étant  sur  l'arc  AB,  dans  la  figure,  à  la  droite  du  précédent.  Il 
en  résulte  que  M„  aura  une  limite  C.  Par  ce  point,  qui  n'est  pas  un 
point  singulier,  passera  une  caractéristique;  si  C  ne  coïncide  pas 
avec  l'extrémité  B  de  l'arc  sans  contact  AB,  la  caractéristique  passant 
par  C  ne  sera  pas  tangente  à  l'arc. 

Il  pourrait  arriver  que  C  coïncidât  avec  B  et  que,  en  B,  la  caracté- 
ristique fût  tangente  à  BA.  Quoique  ce  ne  soit  là  la  source  d'aucune 
difficulté,  nous  pouvons  toujours  supposer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi, 
car,  dans  cette  hypothèse,  on  mènera,  par  B,  un  arc  non  tangent 
à  AB,  qui  sera  sans  contact  si  on  le  prend  assez  petit,  et  sur  lequel 
nous  pourrons  raisonner. 

Soit  donc  GC  la  caractéristique  passant  par  le  point  limite  C.  On 
voit  immédiatement  que  celte  caractéristique  est  un  cycle.  En  effet, 
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la  caractéristique,  passant  par  M„,  passe  par  un  point  M„+),  compris 
entre  M„  etC;  or,  pour  n  très  grand,  M/f  est  aussi  rapproché  que  l'on 
veut  de  G.  Il  en  résulte  que  la  caractéristique,  passant  par  G,  revient 
passer  en  ce  point,  c'est-à-dire  qu'elle  est  un  cycle. 

Soit  maintenant  D  un  point  sur  CC',  et  menons  par  D  un  arc  ana- 
lytique DD'.  En  prenant  n  suffisamment  grand,  il  est  clair  que  la 
caractéristique,  passant  par  M„,  ira  rencontrer  DD',  et  l'on  aura  sur 
cet  arc  une  suite  de  points 

p        i>  p 

I    0  1  '      1  •  •    •    •   5  l     /Il 

(si  la  rencontre  a  lieu  depuis  n  =  o)  qui  se  comporteront  sur  DD' 7 
comme  se  comportaient  les  points  M  sur  AB.  La  limite  de  P„  sera  le 
point  D. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

La  demi-caractéristique  considérée  a  un  cycle  limite. 

Nous  donnons  le  nom  de  cycle  limite  à  la  caractéristique  GG',  qui 
est  une  courbe  asymptote  autour  de  laquelle  s'enroule  la  demi-carac- 
téristique étudiée. 

^22.  Dune  manière  plus  générale,  toutes  les  demi-caractéristiques, 
passant  par  un  point  de  l'arc  AB,  auront  comme  cycle  limite  le 
cycle  GG',  si  Ion  suppose  qu'à  aucun  point  de  l'arc  AB  ne  correspond 
une  caractéristique  passant  par  un  col,  et  qu'au  seul  point  G  de 
l'arc  AB  correspond  un  cycle  limite.  En  effet;,  nous  avons  une  pre- 
mière caractéristique  passant  par  M0  avec  le  cycle  limite  CC'.  Si  nous 
prenons  N0  voisin  de  M0,  nous  aurons  une  caractéristique  voisine  de 
la  précédente  et  définie  sans  ambiguïté  dans  son  prolongement, 
d'après  les  remarques  des  §  14  et  15,  on  aura  des  points  de  rencontre 
voisins  de  M,,  ...,  M„,  et  tous  à  gauche  de  ces  points,  si  N0  est 
à  gauche  de  M0.  En  prenant  N0  suffisamment  voisin  de  M0,  le 
point  N,  sera  compris  entre  M0  et  M,,  et,  de  même,  N„  entre  M„_4 
et  M„  ;  la  caractéristique  passant  parN0  aura  donc  encore  CC  comme 
cycle  limite.  En  allant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  toutes 
les  demi-caractéristiques  correspondant  à  un  point  de  l'arc  AG  auront 
le  même  cycle  limite  CC'. 

Envisageons  maintenant  les  poinls  de  l'arc  GB  qui  sont  de  l'autre 
coté  de  la  caractéristique. 
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La  caractéristique  passant  par  le  point  C  revient  au  point  C,  puis- 
qu'elle est  un  cycle.  Par  un  point  très  voisin  de  C,  sur  CB  passera, 
par  conséquent,  une  caractéristique,  qui  coupera  certainement,  une 
seconde  fois,  l'arc  CB  ;  on  se  trouve  alors  pour  Tare  CB  dans  les 
mêmes  conditions  que  pour  l'arc  CA  et  il  en  résulte  que  CO  est  aussi 
un  cycle  limite  pour  les  caractéristiques  passant  par  un  point  de  CB. 

Le  cycle  CO  est  donc  cycle  limite  pour  deux  séries  de  caracté- 
ristiques, qui  sont  les  unes  à  l'intérieur  du  cycle,  les  autres  à 
l'extérieur. 

Autour  de  CC  se  trouve  une  région  annulaire,  telle  que  toute 
demi-caractéristique  correspondant  à  un  point  de  cette  région  est 
asymptote  au  cycle  limite. 

De  plus,  on  peut,  dans  cette  région,  tracer  une  infinité  de  cycles 
sans  contact.  Considérons,  en  effet,  une  certaine  caractéristique;  on 
peut  tracer  dans  l'anneau  un  cycle  V  ne  rencontrant  la  caractéristique 
qu'en  un  seul  point.  Il  est  aisé  de  voir  que  f  sera  un  cycle  sans 
contact,  car,  autrement,  on  aurait  une  demi-caractéristique  rencon- 
trant r  en  deux  points  et  alors  toute  demi-caractéristique,  passant  par 
un  point  de  T,  rencontrerait  au  moins  cette  courbe  en  deux  points, 
et  il  en  serait  ainsi  de  la  caractéristique  dont  nous  sommes  parti. 

23.  Les  deux  paragraphes  précédents,  joints  aux  considérations 
développées  dans  la  Section  11,  nous  donnent  des  renseignements 
précis  sur  la  nature  des  caractéristiques:  L'existence  des  cycles 
limites  est  un  point  capital  dans  la  théorie  de  M.  Poincaré.  Pour 
résumer  l'étude  précédente,  nous  pouvons  dire  que  les  caractéris- 
tiques, dont  la  continuation  ne  se  trouve  pas  arrêtée  par  un 
nœud,  sont  ou  bien  des  cycles,  ou  bien  des  courbes  asymptotes 
à  un  cycle  limite.  Le  cas  du  cycle  limite,  se  réduisant  à  un  point, 
correspond  aux  caractéristiques  qui  s'enroulent  autour  d'un  foyer. 

Si  nous  voulions  continuer  cette  étude  et  passer  de  la  partie  qua- 
litative à  la  partie  quantitative  de  la  recherche  des  caractéristiques, 
il  faudrait  montrer  comment  on  peut  arriver  à  fixer  approximative- 
ment la  position  des  cycles  limites.  Nous  renverrons  pour  cette  suite 
aux  Mémoires  cités  de  M.  Poincaré,  où  l'on  verra  que,  sinon  dans  le 
cas  général,  du  moins  dans  bien  des  cas,  la  question  peut  être  poussée 
jusqu'à  son  terme. 
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24.   Terminons    par    une  remarque    relative    aux    équations    algé- 
briques du  premier  ordre,  mais  de  degré  supérieur  en  -j-  •  Un  exemple 

simple  va  nous  montrer  que  dans  ce  cas  la  nature  des  caractéris- 
tiques peut  être  très  différente  de  celle  que  nous  venons  de  trouver, 
pour  les  équations  du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  Prenons,, 
en  effet,  l'équation  différentielle  en  coordonnées  polaires 

dp         /—, /  » 

a-j5-  =  y  (à  —  P)(P  —  a)  (A<6), 

a  étant  une  constante. 

Si  des  coordonnées  polaires  on  passe  aux  coordonnées  rectilignes, 

,  .  1,1-  dy         r-.         i,   , 

on  aura  une  équation  algébrique  en  x,  y1  -4--  De  1  équation 


y{b  —  p  (  p  —  a ) 

il  résulte  que  nous  aurons  des  caractéristiques  comprises  entre  les 

deux  circonférences 

p  =  a,         p  —  b. 

Les  solutions  seront  périodiques,  si  a  est  commensurable.  Mais, 
si  a  est  incommensurable,  nous  aurons  une  courbe  qui,  à  un  certain 
moment,  pourra  se  rapprocher,  autant  qu'on  voudra,  d'un  point  arbi- 
trairement clioisi  dans  la  couronne,  et  qui  d'ailleurs  s'en  éloignera 
ensuite.  On  a  là  une  circonstance  toute  différente  de  celle  qui  se 
présentait  pour  les  équations  du  premier  degré;  le  prolongement 
d'une  caractéristique  se  trouve  couvrir,  en  quelque  sorte,  l'aire 
tout  entière  de  la  couronne  comprise  entre  les  cercles  o  =  a 
et  o  =  b. 

Cet  exemple  montre  bien  l'intérêt  de  l'étude  résumée  au  paragraphe 
précédent. 

IV.  —  Étude  de  quelques  cas  singuliers. 

Î25.   Nous  avons  examiné  plus  haut  pour  l'équation 

dx  _  dy 

X  ~  T 

les  cas  généraux,  c'est-à-dire  ceux   où    aucune   relation  particulière 
P.  -  III.  i7 
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n'existait  entre  les  coefficients;  seul  le  cas  des  centres  pouvait  être 
regardé  comme  un  cas  particulier. 

Dans  un  Mémoire  très  important  (Acta  mathemalica,  t.  XXIV), 
M.  Bendixson  a  étudié  dans  toute  sa  généralité  l'équation  précédente 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  O  pour  lequel  s'annulent  les 
polynômes  X  et  Y.  11  a  établi  en  particulier  que,  s'il  existe  pour  cette 
équation  une  courbe  intégrale  allant  au  point  O  avec  une  tangente 
déterminée,  toutes  les  courbes  intégrales  allant  à  l'origine  y  parvien- 


dront avec  des  tangentes  déterminées. 


Dans  les  travaux  de  M.  Bendixson,  une  équation  de  forme  particu- 
lière joue  un  rôle  important.  C'est  l'équation 

X"l-J~  =  F(>,  j), 

la  fonction  holomorpbe  F(V,  y)  autour  de  x  =  o,  y  =  o  s'annulant 
pour  ces  valeurs;  nous  allons  l'étudier. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  m  =  2. 

Le  coefficient  de  y  dans  F(x,y)  joue  un  rôle  important.  Posons 

FO,  y)=by         —f{x,y), 
f(x,y)  =ocv(x)+-yx{x,y), 


avec  l'hypothèse 


o) 


En  supposant  b  =  1 ,  ce  qui  est  évidemment  légitime  puisqu'il  suffit 
de  remplacer  x  par  bx,  nous  avons  l'équation 

Soit  un  point  x0,  jk0,  d'abscisse  x0  positive.  Nous  allons  démon- 
trer que,  si  x0  et  \y0  |  sont  suffisamment  petits,  l'intégrale  passant  par 
ce  point  passe  aussi  à  l'origine. 

Procédons  par  approximations  successives;  formons  les  équations 


(2) 


=  ri-/(*,o), 

■>  dyz  -, 

~tn:  =  y-  ~  f{  Xi  Jl 


0  d.Yn  s, 

1  *-3z=r»-f<.*>r 
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tous  les  yi  doivent  prendre,  pour  x  =  x0,  la  valeur  y0.  JNous  allons 
démontrer  que  les  yi  convergent  uniformément  vers  une  limite. 

Soit  11  une  quantité  donnée,  on  peut  prendre  x0  assez  petit  pour 
que  l'on  ait 

\f(*,y)\<^>    ■ 

quand  x  <  x0  et  \y\  <i  h,  et  pour  qu'en  même  temps  soit  remplie  la 
condition 

I/O,  y)—Av, y)  !  <  g\y  -y'  l      (<r <  0- 

Si,    au   moyen  des  équations  (2),  on   calcule   successivement^',, 
y2,  . . . ,  yn—n  la  dernière  donne,  par  une  intégration  immédiate, 

—  ( L    —\       —  1  fT°       i 

(3)  yn  =  y0e     U~x0;+e     x-   /       L^^^,)^. 

Considérons  d'abord  y,, 

_/J 1_\  _  1       /»a"o  j_ 


./■- 


Je  dis  que,  «r  tendant  vers  o  par  valeurs  positives,  jk4  tend  vers  o  et 
s'annule  pour  x  —  o. 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que 


r  1 7 


d»  (  a?  )  t/a? 


tend  vers  o,  quand  x  tend  vers  o  comme  il  vient  d'être  dit,  sous  la 
condition  ^(o)  =  o. 

Suit  /  une  quantité  positive  fixe,  qu'on  prendra  aussi  petite  que 
l'on  veut,  mais  fixe  une  fois  choisie;  l'expression  précédente  peut 
s'écrire 


e 


L  rl     -  —-  /'*"      —  - 

*   /     —  ex<b(x)dx-+-e     r  I      —  e    xk(x)dx. 
.Ix1'  /.       x2  r 


La   seconde  partie  s'annule  pour  x  =  o  ;   la  première  partie  peut 
s'écrire,  en  désignant  par  £  une  quantité  comprise  entre  /  et  .r, 


e    ■' 


Ui)  /^  «*«**  = +«)[i-- 


,(K) 
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Quand  x  tend  vers  o  par  valeurs  positives,  cette  expression  tend 
vers  ^(ç);  d'après  les  hypothèses  faites  sur  £,  /  et  <b,  cette  limite  ne 
peut  être  autre  que  zéro.  On  a  donc 

7,(0)  =  0. 

Il  en  résulte  que  tous  les  yn  s'annulent  de  même  pour  x  =  o. 

Il  faut,  avant  tout,  s'assurer  que  les jv^  sont  en  module  inférieurs  à  h. 
Prenons 

1       1  /  h 

\y»\  <  -» 


nous  aurons 


IriK: 


u       -i  rr°  1    Lh 

h  e    ■'■  /       —  er - 

2  ./       x-       1 


ou 


a    h  r 


.È-ï 


^.r 


</<• 


!ril< 
En  allant  de  proche  en  proche  on  aura  de  même 

\yn\<h. 

Formons  maintenant  la  différence  yn —  Yn~\  ',  on.  a 


y 


l'où  il  résulte 


•  f  /(  x,  yn-i  )  —  /(  x,  yn  _ ,  )  |  r/x, 


donc 


te 

\yn  ~  J'n-i\<e     •»/       ^-2^'A'I  7/1-1—  r«-a!  dx\ 

_  1     /•■»■«  (      1 
!  J>'2  —  Ji  I  <  e    •'■  /       -^  e"  gh  dx  <  £-/?, 


et  ensuite 

I  yz  -  y*  |  <  g*  h ,        . . . ,        |  ,)-„,  -  7  „,._ .  i  <  a""  '  h . 
Puisque  g  <<  1 ,  il  résulte  de  là  que  la  série 

y\  +  (yi—y\  >  +-.-^(7«- ^/«-i  »  +  ••  • 

cv.s/  uniformément  convergente. 

Dans  tes  ('(/nations  (2)  le  passage  à  la  limite  maintenant  légitime 
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donne 


y  =y<>' 


i  rx°  p  i 

'  J      —;exf(x,y)dx 


et  il  faut  vérifier  que  la  fonction  y  que  l'on  vient  de  définir  vérifie 
bien  l'équation  différentielle  proposée;  on  a 


f"T°  1     - 

J    -^eXf(^y)d>Ti 


et  en  diflerentiant 


i»i  1 

1      ~  dv    7  l      7-  jrt 


d'où 


dv 

En  résumé  nous  avons  établi  que  l'intégrale  de  cette  équation,  pas- 
sant par  un  point  suffisamment  voisin  de  l'origine  d'abscisse  positive, 
va  passer  par  l'origine. 

26.  Nous  devons  maintenant  nous  demander  si  les  courbes  trouvées 
ont  une  tangente  à  l'origine.  Si  y  représente  une  intégrale  déter- 
minée de  l'équation  (i),  on  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

„*dy 


dx 


=  y[\-)-<l(x)}-+-y(x) 


la  fonction  continue  <J>(#)  s'annule  pour  ,r=oet  il  en  est  de  même 
pour  la  série  entière  en  .r,  <s(.r);  ainsi 

<j;(o)  =  o,  <p(,r)  =  ax  -h  bx-  H-  .  .  . . 

Appliquons  la  méthode  classique  d'intégration  a  l'équation  linéaire 
précédente;  nous  obtenons  la  formule 

J ,  —Z—d*       J  ,  —*r-à*    /        -J    — — ^  ?(a.) 
y—  y0e    o  -+-  e    J°  I        e      x°  '  dx. 

,J        y.  X- 

•'  0 

Cherchons  si  —  a  une  limite  pour  x  =  o.  Le  premier  terme 

fxl±±£l,ix 
e    '" 

y» 
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a  zéro  pour  limite,  car,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x, 

'— — -  est  compris   entre  — -  et  -^   r    et    ()    étant  deux   nombres 

x-  l  x'1         x'1  x- 

I     — & —  dx 
positifs    donnés;    l'intégrale    e     °  est   alors    comprise    entre 

_o(i--L)  _p(i_J_) 

e         '      '°     et  e        v     r°   .    Considérons  donc  maintenant  le   second 

terme;  après  division  par  x,  il  faut  chercher  la  limite  de 


f 


0 dx 


/*'  1  — f—  -L/  (.r) 


Prenons  Je  rapport  des  dérivées 

f*'  l  -+-  •lu. ri 

J  ,.       .*•*      'A>  ?  (x ) 
x'1 

o  (  X  ) 

9  (  x  ) 

.?•- 

.r 

e      r°                   —  a? — — -  e      r° 

) 

-  dx 

IH-'L(./' 

—  i-f-.r —  <|/(a7) 

./■ 

Or 


=  a  ■+-  6 a?  -h.  . . . 


La  limite  cherchée  sera  donc  —  a.  Ainsi  pour  nos  intégrales  on  a 


Y 
lim  —  —  —  a. 


Elles  ont  une  tangente  à  l'origine,  la  même  pour  toutes;  cette  tan- 
gente est  celle  de  la  courbe 

y—f(x,y)  =  °- 

27.   On  aurait  pu  démontrer  directement  l'existence  de  ces  inté- 
grales. Reprenons  l'équation 

*%=  y- f  {*,?)> 

en  posant 

f(x,  y)  =  x  v(x)  -hy(xx  -f-  $y  -h.  .  .)• 
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Considérons  la  courbe  T 

y— A*,  y)  =  o; 

elle  est  tangente  à  la  droite 

y  =  olxx         si  cp('.r  )  =  y.{  H-  a2.r  H-.  .  . . 

Pour  fixer  les  idées  et  tracer  une  figure  (fig>   i  i)  supposons  a,>o. 

Fig.  .3. 


__ 


f(x,y)  étant  de  la  forme 

P(o)  =  o,         Q(o)  =  c 


avec 


il  est  évident  qu'on  peut  trouver  deux  valeurs  +  £  et  —  s  telles  que, 
si  x  est  moindre  qu'un  nombre  suffisamment  petit  X,  la  fonction 
y — f(x,y)  soit  positive  pour  y  =  -t-e,  négative  pour  y  = —  s  et 
que  l'équation 

y  —  /(°,  7)  =  o 

ait  la  seule  racine  y  =  o  entre  +  £  et  —  £.  Cela  suppose  naturelle- 
ment que  le  rayon  de  convergence  de  f(x3  y)  par  rapport  à  y  est 
supérieur  à  £  quand  |  x  |  <<  \.  La  fonction  y — •  /(x,  y)  est  positive 
au-dessus  de  F,  négative  au-dessous. 

Suivons  alors  une  intégrale  en  parlant  d'un  point  x0,  y0  (.r0<<X, 
|y0|<^£).    Si   le  point  (.r,  y)  est  au-dessous  de  F,   la  fonction  y 

augmente  quand  x  diminue,  puisque-^-  <<  o.  Si  le  point  (x,y)  est 

au-dessus  de  T,  la  fonction  y  diminue  avec  x.  Si,  d'autre  part,  la 
courbe  intégrale  rencontre  F,  sa  tangente  au  point  de  rencontre  sera 
parallèle  à  Ox.  Cette  courbe  ne  peut  donc  atteindre  en  aucun  cas  les 
droites  y  = -\-  e  et  y  =  —  e.  Il  résulte  de  tout  cela  que  y  tend  vers 
une  valeur  déterminée  entre  —  e  et  +  s  quand  x  tend  vers  zéro. 
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D'ailleurs  cette  valeur  déterminée  doit  être  nulle,  car,  si  cette  valeur 
était  k  ^é.  o,  l'équation 

dx  _  T2 

aurait  une  intégrale  x,  fonction  de  y,  qui  pour  y  =  k  serait  nulle. 
Mais,  comme  k  —  /(o,  k)  ^é.  o,  cette  équation  n'admet  pas  d'autre 
intégrale  passant  par  le  point  (o,  A:)  que  x  =  o. 

28.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'à  présent  que  de  la  région 
du  plan  située  à  droite  de  l'axe  Oy  puisque  nous  avons  essentielle- 
ment supposé  ^c0>>o.  Montrons  maintenant  que  du  côté  gauche  de 
cet  axe  il  n'y  a  pour  l'équation 

qu'«/?<?  seule  intégrale  arrivant  à  l'origine.  Tout  d'abord  il  ne 
peut  y  avoir  de  ce  coté  deux  intégrales  s'annulant  pour  x  =  o.  On 
aurait,  en  effet,  en  désignant  par  yK  el  y2  ces  deux  intégrales, 

o  dyi  s,       \ 

x--jj  =yi—f(v,yt), 

^=y*-f(*,y*): 

donc 

^d('V;l~Vi)  =(y.-yr)ï(*), 

g(x)  prenant  pour  x  =  o  la  valeur  un. 
On  en  conclut 

d{yt  —  y\)  _  g  (or) 
yx-yx     "    ^       ' 

donc,  en  posant 

y-2-y\  =  u, 

u  =  u0e    x°  (&q<  o). 

Or,  l'expression 

grandit  indéfiniment  quand  x  tend  vers  zéro  par  valeurs  négatives. 
Comme  u  devrait  tendre  vers  zéro,  il  y  a  contradiction. 
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L'intégrale  unique  peut  être  obtenue  par  approximations  succes- 
sives, dans  le  même  ordre  d'idées  que  précédemment.  On  forme  tou- 
jours les  équations 

x"-'lt  =ri-/(*,°), 


et  l'on  prend 


-1&  =*-/<•,  <r*-t>, 


7«  =  c    ••'  /     -r,  erf(  x,  ya-\  )  dx, 


qui  satisfait  bien   à   la  relation  entre  y„   et  Yn-\-  On  voit  de  suite 
que  yn  s'annule  pour  x  =  o,  car,  en  posant 

on  peut  écrire 

y„=e    ■'^l(V)  I     \e*dx=—  <KJ)         0<£<o). 

Or  ^(ç)  s'annule  pour  Ç  =  a, 

En  suivant  la  même  marche  qu'aux  paragraphes  2o  et  26,  on 
démontrera  la  convergence  uniforme  de  y„  vers  sa  limite  et  l'existence 
d'une  tangente. 

29.    Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  L'équation 


'applique  à  C équation 


v2m^  =  t>y-f(x,y)- 


D'un  côté  de  l'axe  des  y  (à  droite  si  b  >>  o)  une  infinité  (Tinté 
grales  arrivent  à  V origine;  de  Vautre  côté  une  seule  ('). 


(')  I.  Bendixson,  Acta  mathematica,  t.  XXIV 
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30.  Les  circonstances  sont  très  différentes  pour  l'équation 

Le  signe  de  b  va  prendre  ici  une  grande  importance.  En  effet  : 

i°  Si  b  >>  o,  l'intégrale  passant  par  un  point  (x0,yQ)  suffisam- 
ment près  de  l'origine  va  passa'  par  V origine; 

2°  Sib<Co,  il  passe  seulement  à  V origine  trois  courbes  inté- 
grales, l'une  à  droite  de  Oy,  C  autre  à  gauche,  la  troisième  étant 
V  axe  des  y. 

D'après  ce  qui  précède,  ces  résultats  sont  faciles  à  établir.  En 
changeant  x  en  — x,  l'équation  conserve  la  même  forme;  tous  les 
raisonnements  subsistent  donc  à  gauche  comme  à  droite  de  Oy.  Par 
suite,  si  6  >>  o,  on  pourra  prendre  b  =  i,  et  l'intégrale  passant  par 
(xQ,  T'o)  suffisamment  voisin  de  l'origine  passe  toujours  par  l'origine. 
Si  b  <<  o,  nous  sommes  dans  les  circonstances  que  nous  avons  ren- 
contrées plus  haut,  à  gauche  de  Oy.  11  y  aura  une  seule  intégrale  à 
gauche  de  Oy  arrivant  à  l'origine,  une  seule  à  droite.  Le  théorème 
se  trouve  donc  établi. 

31.  Le  calcul  des  dérivées  successives  va  nous  donner  un  résul- 
tat intéressant  pour  la  représentation  asymptotique  des  inté- 
grales. Nous  avons  montré  plus  haut  que  les  intégrales  avaient  des 
dérivées  premières  pour  x  =  o.  Elles  ont  aussi  des  dérivées  de  tout 
ordre. 

Reprenons  en  effet  l'équation 

dy 

x»1  -j-  =  F  (a?,  y),         F  (a;,  y)  =  by  -h  ax  -h.  .  .  (m'ti). 

On  a  vu  que  y  avait  une  dérivée  égale  à  —  j  pour  x  =  o.  Soit 

a 

-  %  =  "" 

et  posons 

Y  =  Cl\X  H-  ZXX, 


zK  aura  zéro  pour  limite  et  l'on  a 


b{a{x  -+-  z{x)  -\-  ax  -T- 
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OU 

*"j£  =  *•<".*>> 

avec 

Fi(o,  o)  =  o. 

Celte  équation  est  de  même  forme  que  la  première;  le  coefficient 
de  g,  dans  F,  est  également  b. 

Il  en  resuite  que  -7-  existera  pour  x  =  o  et  aura  pour  valeur  a*  ; 

en  posant 

zx  =  a2x  -+-  z2x, 

on  continuera  de  même.  Finalement  on  obtiendra  ainsi 

y  =  ax  x  -+-  a-i  x%  -+- .  .  .  H-  anxn  -4-  z„  xn  ; 

les  coefficients  «/  étant  des  constantes  déterminées  de  proche  en 
proche  au  moyen  de  l'équation  seule.  z„  s'annule  d'ailleurs  pour 
x  =  o  et  satisfait  à  l'équation 

x»1-^-  —¥n(zn,x),        Frt(o,o)=:o; 

de  plus  —^  a  pour  x  =  o  une  valeur  déterminée. 
1  dr       l 

De  cette  remarque  résultent  plusieurs  faits  importants.  D'abord 
toutes  les  intégrales  (quand  il  j  en  a  une  infinité  d'un  côté  de  Qy) 
ont  un  contact  cV ordre  infini. 

Ensuite  on  peut  calculer  -r-^»  ce  qui  donne 

dPy 

-t-^  =  1 .2.  .  .  pap-^.  .  .-+-  n(n  —  1). .  .(n  —  p  -+- 1  )anx"-/>-h  xn-Pfn  y(zn,  x), 

y \(Z/n  x)  étant  une  fonction  entière  de  zn  et  de  x.  On  peut  d'ailleurs 
supposer  n  >>  pm.  On  a  donc,  pour  x  =  o, 

(tB)^'-2---^""- 

de  sorte  que  toutes  les  dérivées  de  y  sont  déterminées  pour  x  =  o. 
On  a  donc  la  même  représentation  asymptotique  pour  toutes 
les  intégrales.  Ceci  veut  dire  que,  pour  une  valeur  donnée  de  /?,  on 
a,  pour  toute  intégrale, 

y  =  aix+...-h(ap-h  tl,)xv, 
£n  tendant  vers  zéro  avec  x. 


>r,x 
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Si  la  série  a{  x  -f-  a2x2  -h  . .  .  -h  an x"  -f-  . .  .  est  convergente,  elle 
donne  une  intégrale  holomorphe.  Mais,  en  général,  cette  série  n'est 
pas  convergente.  Il  suffit,  pour  en  donner  un  exemple,  de  consi- 
dérer l'équation 


dx 


On  a 


et  la  série  diverge. 
Dans  l'équation 


ax  -f-  by. 


(n  —  î) 

i-. «, 


dy 
dx 


by 


nous  avons  supposé  b  yé  o.  La  question  devient  difficile  si  h  est 
nul.  Nous  allons  nous  y  arrêter  un  moment,  mais  seulement  en  sup- 
posant m  =  1 . 

Faisons  auparavant  une  remarque  sur  l'équation 

x     -  =  a  x  +  by  -h .  .  . , 

étudiée  par  Briot  et  Bouquet.  Elle  admet  une  intégrale  holomorphe 
passant  par  l'origine  (du  moins  si  b  n'est  pas  un  entier  positif).  On 
le  démontre  en  faisant  le  calcul  des  coefficients  d'une  série  qui  vérifie 
d'une  manière  littérale  l'équation  précédente  et  en  établissant  la 
convergence  de  cette  série.  À  cet  effet,  écrivons  l'équation  sous  la 

forme 

dy 
x  -y by  =  a  œ  -f- . .  . , 

et  prenons  la  dérivée  d'ordre  n  des  deux  membres;  en  faisant  ensuite 
dans  le  premier  membre  x  =  o,  on  obtient 


!  \dx*  /o 


Si  donc  n  —  b  n'est  pas  nul  (rit.\)  on  pourra  calculer  les  coeffi- 
cients du  développement  cherché.  Pour  démontrer  la  convergence, 
prenons  pour  le  second  membre 

ax  -4-  o^ix,  y)  -f- . . . 
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une  fonction  majorante  n'ayant  pas  de  terme  constant  et  pas  de  terme 
du  premier  degré  eny;  ce  sera 

M  y 

M  —  M  v 


'-f  1-f 


Si  w   est   le  minimum    de    \n — b  |,   on   compare  le   développement 
obtenu  pour  y,  à  la  fonction  algébrique  y  définie  par  l'équation 


M  y 

>y  = —  M  -  M  Y 


r 


s'amiLilant  bien  entendu  pour  x  =  o,  et  l'on  constate  immédiatement 
que  cette  fonction  algébrique  est  une  majorante  pour  l'intégrale. 
Revenons  au  cas  où,  dans  l'équation 

dy 

le  second  membre  ne  contient  pas  de  terme  eny(b  =  o).  Cette  équa- 
tion possède,  on  vient  de  le  voir,  une  intégrale  holomorphe  Y  passant 
par  l'origine.  Remplaçons  y  par  Y  -\-y,  on  aura  l'équation 

X^c  =y(^y'n^  Ba;-!-...), 

le  terme  Aym(m>  i)  étant  le  terme  de  moindre  degré  en  y  seul,  dans 
la  parenthèse. 

La  parité  de  m  et  le  signe  de  A  vont  jouer  un  rôle  important  dans 
la  discussion  des  courbes  intégrales  passant  par  l'origine.  On  a,  bien 
entendu,  dans  tous  les  cas,  les  deux  axes  de  coordonnées  comme  inté- 
grales. 

Supposons  A  ^>  o,  et  construisons  la  courbe  T, 

y{  A  y"1  -+-  B  x  -f- . .  .  >  =  o. 


Elle  se  compose  de  l'axe  des  x  et,  suivant  la  parité  de  m  et  la 
valeur  de  B,  de  zéro,  une  ou  plusieurs  courbes  passant  par  l'origine. 
Si  B  ^o,  il  n'y  aura  qu'une  seule  branche.  Dans  la  figure  12,  le  tracé 
suppose  que  di  =  1 ,  puisque  la  courbe  Y  n'est  pas  tangente  à  Or; 
mais  cela  est  sans  importance.  Le  point  important  est  qu: ]  au-dessus 
de  Ox  il  y  a  une  région  positive  et  une  région  négative  pour  la  fonc- 
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lion  r(  A j'm  +  Bx  -f- . . .)  ;   ces  régions  sont  marquées  sur  la  figure. 
Si   le   point  (a?0,  J'o)?   au-dessus  de  0#,  est  dans  la  région  négative., 

-f-  étant  négative,  y  augmentera  quand  x  diminuera;  si  la  courbe 

intégrale  rencontre  T,  jk  alors  diminuera  et  arrivera  à  l'origine  ou  à 

Fig.  ,4. 


un  point  d'ordonnée  a  sur  Taxe  des  y  quand  x  deviendra  nulle.  Mais 
ee  point  a  ne  peut  être  que  l'origine,  sans  quoi  l'on  aurait  x  =  o 
pour  r  =  a /^  o  ;  donc  x  serait  identiquement  nulle,  ce  qui  est 
absurde. 

Par  conséquent,  si  le  point  (*r0,  r0),  au-dessus  de  Ox(/0>o), 
est  suffisamment  rapproché  de  l'origine,  l'intégrale  passant,  par  ce 
point,  passe  aussi  par  l'origine. 

Qu'arrive-t-il  maintenant,  A  étant  toujours  positif,  quand  y0  est 
négatif? 

Si  ni  est  pair,  on  peut  changer  dans  l'équation  y  en  — y,  les  con- 
clusions précédentes  s'appliquent  donc  alors  au-dessous  de  Ox,  de 
sorte  que,  si  A  est  positif  et  m  pair,  V intégrale  passant  par  un 
point  (a?o?  Xo)  suffisamment  voisin  de  l  origine  passe  aussi  par 
V  origine. 

Si,  A  étant  positif,  ///  est  impair,  il  en  est  autrement.  //  n'y  a  plus 
alors  cV intégrale  au-dessous  de  Ox  et  passant  par  O.  Supposons 
en   effet  qu'une  telle  intégrale  existe.  Ecrivons  alors  l'équation 

dy 


*~tx  z=ym+i[A^-'k(y')]  -*-*yySxvy) 


[M 


y=  —  y 


y 


nous  aurons 


X%  =  /'"+1[A  +  à(     y')\-Xy'  ■,{x,-y'). 


COURBES    SATISFAISANT    A    UNE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE. 

C'est  une  équation  d'un  type  élémentaire;  écrivons-la 
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dx 


y'tn+l  <p(a?)  _  Xy'  <\>(x)         [<p(<>)  =  A  >  0]. 


On  aura,  en  posant 

1 

x  du 

H -. h  XU  <1>{X)  =  O(x). 

ni  dx  T  ' 

En  intégrant  cette  équation  linéaire  du  premier  ordre,  on  obtient 

-,nf J{.r)dJ  rXo(x)     +"/    •K'-W-v 

u  =  e  °  C  -h  m  / e        r»  dx    . 

Quand  x  tend  vers  zéro,  d'après  l'hypothèse  faite,  u  tend  vers  +  oc; 


or   le   second  membre    devient  infini   comme  k 


rx  dx 
J*>    x 


>  h'  étant  une 


constante  positive,  et  comme  |^|<^|x0|,  ce  second  membre  tend 
vers  —  oo ;  il  y  a  donc  contradiction. 

Ainsi  donc,  si  A  est  positif  et  m  impair,  il  n'y  a  pas  d'intégrale 
passant  par  l'origine  au-dessous  de  Ox. 

L'étude  du  cas  où  A  est  négatif  se  fait  de  la  même  manière.  Si  m 
est  impair,  en  changeant  y  en  — y  on  est  ramené  au  cas  précédent; 
au-dessous  de  Ox  l'intégrale  passant  par  (x0,y0)  suffisamment  près 
de  l'origine  passe  par  l'origine;  au-dessus  de  Ox  aucune  intégrale  ne 
passe  par  l'origine.  Le  seul  cas  nouveau  est  donc  celui  où  A  est 
négatif  et  ni  pair.  Dans  ce  cas  il  n'y  a  comme  intégrales  que  les  deux 
droites  Ox  et  Or.  On  le  voit  par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a 
déjà  été  fait.  L'équation 


-£  =ym+i  [A  +  \(y)\  +  xy  yjx,  y) 


dx 


dy 

dx 


ym-hi  ©(a?)  -+-  xyty(x)         (ici  0(0)  <  o) 


donne 


y 


i   /       J e     r» 


m  <b  1  x  1  <i.i 


dx 


Comme  m  est  pair,  ym  est  toujours  positif  quel   que  suit   le   signe 
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de  y.  Quand  x  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  tendrait  vers  -f-  oo 
s'il  existait  une  intégrale  y  passant  par  l'origine;  or  le  second  membre 
tend  vers  —  oo.  La  contradiction  est  manifeste. 

32.  La  question  est  donc  traitée  dans  tous  les  cas.  11  reste  à 
étudier  la  forme  analytique  des  intégrales.  On  peut  y  parvenir  en 
se  servant  d'une  transformation  déjà  employée  par  Briot  et  Bouquet. 
Faisons  auparavant  la  remarque  que,  si  l'on  suit  jusqu'à  l'origine  une 
intégrale  autre  que  Qx,  le  quotient 

x 

y/ll-hl 

tend  vers  zéro  quand  x  tend  vers  zéro.  En  effet,  en  se  reportant  aux 
formules  précédentes  et  en  supposant  x  positif,  ce  qui  est  permis 
puisqu'on  ne  change  rien  d'essentiel  à  l'équation  en  changeant  x 
en  —  .r,  on  a 

k(x)  et  ô(#)  tendant  vers  des  valeurs  finies  quand  x  tend  vers  zéro, 
la  limite  de  k(x)  étant  de  plus  différente  de  zéro.  On  a  donc 


— —  =  x(k\o™x-\-  0)   '"  - 

y,n+X 

Or  le  second  membre  tend  vers  zéro  quand  x  tend 
Si  l'on  fait  alors  le  changement  de  variable 


vers  zéro. 


1  équation 
devient 


x  =  \y'n- 


x-¥-  =  v(  A  p'«-t-  Bx 

c/x      J       J 


•  •) 


,     Ci).  s 

ym+1  — -  =  À 
dy 


■£  -+-?(*>  r)J 


o(À,jy)  étanl  une  fonction  holomorphe  de  A  et  dey  dans  le  voisinage 
de  l'origine  et  s'annulant  pour  A  =  o,  y  =  o.  On  est  donc  ramené  au 
cas  précédemment  examiné. 
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CHAPITRE  XI. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  POINTS  SINGULIERS  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES   (*). 


I.  —  Théorèmes  fondamentaux. 

1.  Abordons  maintenant  l'étude  d'une  classe  particulière  d'équa- 
tions différentielles,  qui  a  fait,  depuis  /\o  ans,  l'objet  d'un  nombre 
considérable  de  travaux;  ce  sont  les  équations  différentielles  linéaires 
et  homogènes.  On  entend  par  là  des  équations  de  la  forme 

dm  y            d'"~l  y 
(l)  -7— : ï-P\—, *r  -+••  •  '-*-PmY  =  O, 

'  dx"1       '     dxm~l  '     J 

où  les  coefficients  p  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x,  que 
nous  supposerons  uniformes  dans  une  certaine  région  du  plan  à  con- 
tour simple  et  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

Pour  une  certaine  valeur  x0  de  x,  qui  n'est  pas  un  point  singulier 
des  /?,  on  peut  se  donner  arbitrairement  la  valeur  d'une  intégrale  et 
de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i .  Soient  donc  m  intégrales  parti- 
culières 

ri,    y-2,     ..-,    y  m 

déterminées  chacune  par  leurs  valeurs  initiales  pour  x  =  x0  et  par 
celles  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i .  On  peut  supposer  que 
le  Tableau  de  ces  valeurs  initiales,   c'est-à-dire  le  déterminant  sui- 


(')  On  consultera  surtout  pour  ces  généralités  les  deux  Mémoires  classiques  de 
M.  Fuchs  (Journal  de  Crelle,  t.  66  et  68),  et  deux  Mémoires  de  M.  Thomé  (Journal 
de  Crelle,  t.  74  et  75).  Voir  ;iussi  la  Thèse  de  M.  Jules  Tannery  (Annales  de 
l'École  Normale,  187.")). 
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vant,  pris  pour  x  =  x0, 

y\ 

y-i 

y  m 

in 

dy. 

dy,n 

M 

dx 

dx 

dx 

d»i-\yx 

d>"    V-2 

d<"-lym 

dx"1-1 

dx/n-l 

dx'"-1 

ait  une  valeur  différente  de  zéro.  De  plus,  ces  solutions  particulières 
sont  toutes  holomorphes  à  l'intérieur  d'un  certain  cercle  T  décrit 
de  x{)  comme  centre. 

Ceci  posé,  considérons  une  intégrale  quelconque^;  elle  sera  déter- 
minée par  la  valeur  qu'elle  prend  en  .r0,  ainsi  que  ses  m  —  i  pre- 
mières dérivées.  Or,  formons  la  combinaison 

Ci.T'i  -t-  G2#x2  +  .  •  •-+-  GwjK/«. 

On  peut  choisir  les  constantes  C  de  manière  que  cette  expression, 
ainsi  que  ses  m  —  i  premières  dérivées,  soient  égales  respectivement 
à  y  et  à  ses  m  —  1  premières  dérivées  pour  x  =  x0.  On  aura,  pour 
cette  détermination,  à  résoudre  un  système  d'équations  du  premier 
degré  pour  lesquelles  le  déterminant  ne  sera  pas  nul  d'après  l'hypo- 
thèse faite  ci-dessus.  Or  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  qui  prenne, 
ainsi  que  ses  m  —  i  premières  dérivées,  des  valeurs  données  pour  un 
point  non  singulier  x0  ;  on  a,  par  suite, 

y  =  C]jKi+  C0JK2  +  ...-H  Cmym. 

On  peut  donc  avec  m  intégra/es  quelconques  (sauf  la  restric- 
tion a" inégalité  mentionnée)  formel-  V intégrale  générale. 

Une  autre  conséquence  très  importante  à  tirer  de  ce  qui  précède 
est  qu'une  intégrale  quelconque  y  est  holomorphe  à  V intérieur 
du  cercle  T.  Ainsi,  considérons  une  aire  A,  à  contour  simple,  ne 
comprenant  aucun  point  singulier  des  coefficients  p  de  l'équation 
différentielle.  Pour  chaque  point  de  cette  aire,  nous  pouvons  tracer, 
autour  de  ce  point  comme  centre,  un  cercle  à  l'intérieur  duquel 
toute  intégrale  est  holomorphe.  Le  rayon  de  ce  cercle  peut  varier 
avec  la  position  du  point,  quand  celui-ci  varie  dans  A,  mais  son  mi- 
nimum n'est  certainement  pas  nul. 

Par  suite,  l'extension  analytique  dans  la  région  A  peut  se  faire  de 
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proche  en  proche  avec  un  cercle  de  rayon  fixe  (le  cercle  de  rayon 
minimum)  et  nous  avons  cette  proposition  capitale  : 

Toute  intégrale  de  (i)  est  holomorphe  dans  une  région  du  plan 
à  contour  simple  ne  comprenant  aucun  des  points  singuliers  des 
coefficients  de  l'équation  différentielle. 

11  résulte  encore  des  considérations  précédentes  que  les  intégrales 
de  (i)  ne  peuvent  avoir  d'autres  points  singuliers  que  ceux  des 
coefficients  p.  Nous  appellerons  ces  derniers  les  points  singuliers 
de  l'équation  différentielle. 

2.  On  donne  à  tout  système  d'intégrales  jKi,  JK27  •••;  ym-,  pour 
lequel  le  déterminant  (2)  n'est  pas  identiquement  nul,  le  nom  de  sys- 
tème fondamental  d'intégrales.  On  doit  remarquer  qu'entre  les 
intégrales 

yu   y%,    •••>   y  m 

d'un    système    fondamental    n'existe    pas    de    relation    homogène    et 
linéaire  à  coefficients  constants  telle  que 

car,  en  différentiant  m  —  1   fois  cette  relation  et  éliminant  les  a,  on 
voit  que  le  déterminant  (2)  serait  nul. 

Réciproquement,  si  pour  m  fonctions  y{,  y.>,  ...,  ym  de  x,  le 
déterminant  (2)  formé  avec  ces  fonctions  est  identiquement  nul,  il  y 
aura  entre  les  y  une  relation  de  la  forme  précédente,  les  a  étant  des 
constantes.  Pour  le  montrer,  nous  pouvons  supposer  que  le  détermi- 
nant d'ordre  m  —  1 ,  obtenu  en  supprimant  dans  (2)  la  dernière  ligne 
et  la  dernière  colonne,  n'est  pas  identiquement  nul,  car  autrement 
on  serait  ramené  du  cas  de  m  au  cas  de  m  —  1 .  Dans  ces  condi- 
tions, nous  pouvons  former  l'équation  linéaire  E  d'ordre  m  —  1  ayant 
pour  système  fondamental  d'intégrales 

yu     y2,      ....    ym-i. 

Le  déterminant  (2)  étant  nul,  ym  satisfera  à  l'équation  E,  et,  par 
suite,  on  aura,  d'après  le  premier  théorème  du  paragraphe  précédent, 

y  m—  *i.ri+  *2j2-+-- .  .-\r*m-\ym-u 

les  a  étant  des  constantes. 
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3.  Revenons  à  la  région  A  du  plan  à  contour  simple,  où  les  p  sont 
des  fonctions  holomorphes  de  la  variable  complexe  x.  La  méthode 
des  approximations  successives,  déjà  étudiée  à  diverses  reprises  (voir 
notamment  p.  88  de  ce  Volume),  permet  d'obtenir  pour  toute  inté- 
grale un  développement  convergent  dans  cette  région;  c'est  ce  que 
nous  avons  déjà  dit.  A  la  vérité,  nous  supposions  que  la  variable 
restait  réelle,  mais  l'extension  à  la  variable  complexe  se  fait  d'elle- 
même,  comme  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  voir  (*).  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant  (-)  : 

Toute  intégrale  de  V équation  (i)  peut  être  représentée  par  une 
même  série  dans  une  région  quelconque  du  plan  à  contour 
simple  ne  comprenant  aucun  point  singulier  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

ï.  Abordons  maintenant  l'étude  des  points  singuliers.  Nous  allons 
supposer  que,  dans  une  certaine  région  du  plan,  les  coefficients  p 
aient  comme  points  singuliers  des  pôles.  Soit  a  un  de  ces  points;  il 
pourra  être  un  point  singulier  pour  les  intégrales  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

Partons  d'un  système  fondamental 

71,    y*,    •  •-,   y»n 

défini  dans  une  certaine  aire  voisine  de  a  et  ne  contenant  pas  ce 
point.  Si,  partant  d'un  point  de  cette  aire,  nous  faisons  décrire  à  la 
variable  x  un  contour  fermé  autour  du  point  <7,  il  arrivera,  en  gé- 
néral, que  nous  ne  retrouverons  plus  le  système  initial.  Mais,  comme 
l'équation  différentielle  n'a  pas  changé,  nous  retrouverons  un  autre 
système  d'intégrales  de  la  même  équation 

*  1  j        *  2  ?        •  •  •  ï        *  /// 1 

et  l'on  aura 

Yi    =  «n  JKi  +  a12  JK2  +  --  •+  a\m  y  mi 

Y  2    =  «21  J'i  "+-  «22  J'2  +  -  •  •■+-  «2m  y  m, 


Y m  —  a,niyi  -r-  Ct,nïyî-^-'  •  •"+-  ammy>n-, 


(  '  )  Tome  II  de  ce  Traité,  2e  édition,  p.  35i. 

(2)  Pour  les  applications  de  la  méthode  des  approximations  successives  aux  équa- 
tions linéaires,  on  pourra  consulter  une  Note  que  j'ai  publiée  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mallir'matirjue  (1894  ). 
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les  a  étant  des  constantes.  Nous  allons  chercher  si  l'on  peut  trouver 
une  intégrale 


u  —  a,^,-*-  a2jK-2 


■mf 


qui  se  reproduirait,  à  un  facteur  constant  près,  par  la  circulation 
précédente.  Après  avoir  tourné  autour  de  <?,  nous  avons,  pour  u,  une 
valeur  U,  et  l'on  a 

U  =a1Y1  +  aîYî  +  ...+  <x/nYm. 
Ecrivons  donc  que 

*i(«iiJ'iH--  •  ■+  a>\mym)  +  «2 ( «21  y\ -+• .  • .  +  a%mym)  -h. .  . 
-^-a„l(a,/nJKi  +  .  .  .h-  ammym)  =  ^(«ijKi-f-.  . .-+-  ctmym). 

Or,  il  ne  peut  pas  exister  de  relation  linéaire  et  homogène  à  coef- 
ficients constants  entre  les  r;  sinon,  le  déterminant  (2)  serait  iden- 
tiquement nul.  On  aura  donc 


«i(«n — (A)-4-a2a2i  -H.  •  .H-  0Lma/nl 

ai.als  H-a2(a22 — jx)  -h. .  .-H  0L,„am 2 


et  l'on  en  conclut 


.  .  .  +  a,„(a/ 


ja)  =  0, 


(3) 


an—  fi 
«21 


a2, 


a/;/i 

<2/«2 


Il  est  facile  de  voir  que  les  racines  de  cette  équation  de  degré  m 
en  {/.  sont  des  invariants,  c'est-à-dire  sont  indépendantes  du  système 
fondamental  dont  on  est  parti.  En  effet,  toute  combinaison  linéaire 
desj'  est  une  combinaison  linéaire  des  éléments  z  d'un  autre  sys- 
tème fondamental  et  inversement;  par  suite,  à  toute  combinaison 
linéaire  des  y,  se  reproduisant  au  facteur  \j.  près,  correspond  une 
combinaison  des  a,  se  reproduisant  au  même  facteur  jji.  Les  équa- 
tions de  la  forme  (3),  correspondant  à  l'un  et  l'autre  système,  ont 
donc  mêmes  racines. 

Remarquons  encore  que  l'équation  (3)  ne  peut  avoir  de  racine 
nulle,  car  le  déterminant  |  atk  |  devrait  être  nul,  et  alors  les  Y  et,  par 
suite,  les  y  ne  formeraient  pas  un  système  fondamental. 
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5.  Supposons  que  l'équation  (3)  ait  ses  racines  distinctes.  Aux 
m  racines 

Pu     ^2,      •••,     \*-m 

correspondront  m  intégrales 

ces   intégrales  seront  linéairement  indépendantes,  car,  si  l'on  avait 
entre  elles  une  relation  à  coefficients  constants, 

ki  \i\  4-  ki  ut  h-  . . .  -h  km  um  —  o. 
Kn  faisant  faire  un  tour  à  x  autour  de  <7,  on  aurait 

k\  \Xt  Ui  -h  A2  [J-2  "2  +  •  •  •"+-  km  V-m  Um  =  °, 

et  donc,  d'une  manière  générale, 

ki  [i\  u{  -4-  Â2  [J-9  1*1  -t- ...  -h  /v/„  ;jl^'  M/;2  =  0        ( i  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  m  —  r). 

Ces  m  relations  sont  impossibles,  car  on  en  déduirait  que  le  déter- 
minant de  Vandermonde  relatif  aux  jjl  est  égal  à  zéro. 

Ainsi  donc,  pour  le  cas  général  où  l'équation  (3)  n'a  pas  de 
racines  égales,  on  a  un  système  fondamental  cV intégrales  ;/,, 
w2,  ...,  umi  se  reproduisant  respectivement  multipliées  par  les 
constantes  [j^,  u2,  •  •  •>  f^m?  quand  x  tourne  autour  de  a. 

On  peut  aisément  donner  la  forme  analytique  générale  de  ces  inté- 
grales. La  fonction 

se  reproduit  multipliée  par  <?2,r/V,  quand  x  tourne  autour  de  a;  si 
donc  on  a 

eîwri'=  pi         ou         rt= ;log(j.i, 

'2.TZI 

on  voit  que  l'on  a 

ux  =  (x  —  a)ri<pl(x), 

®\(x)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  On  a,  d'une  manière 
générale,  les  m  intégrales 

u,=  (x  —  a)ri<i>î(x)         (i  =  1,  2,  .  . . ,  m), 
les  co  étant  uniformes  autour  de  a. 
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6.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (3)  ait  des  racines  mul- 
tiples. Nous  allons  montrer  que,  s?il  y  a  des  racines  multiples 
d'ordre  a,  8,  . . .,  on  peut  s'arranger  de  manière  que  les  intégrales  se 
partagent  en  groupes  de  a,  |3,  ,. . .  lettres,  de  telle  sorte  que,  a,  dési- 
gnant la  racine  d'ordre  a,  on  ait  pour  les  a  intégrales  que  nous  dési- 
gnerons para?,,  x2,  •  ...  xa  la  substitution  linéaire  suivante,  corres- 
pondant à  une  circulation  autour  de  a, 


xx      \xx 

a?i, 

T2         JJLj 

JT2  -H 

X 

11^1, 

^3        f*l 

^3  + 

x, 

2^2- 

—  À^2 

37 1 

(4)  j 

et  des  substitutions  analogues  pour  les  autres  groupes  de  lettres. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  le  supposerons  vrai  pour 
m  —  1  lettres  et  nous  montrerons  qu'il  est  vrai  pour  m.  Nous  par- 
tons donc  de 

yu   y^    •  ••>  y  m; 

on  peut  toujours  supposer  que  l'on  remplace  ce  système  par  un 
autre  système  y,  a?,,  x>>:  ••-,  Xm-\i  pour  lequel  la  substitution  cor- 
respondant à  la  circulation  autour  de  a  sera  exprimée  par  le  Tableau 


y 

f*i.7, 

x{ 

x, 

-t-hy- 

.r2 

X2 

-4-X2JK, 

les  X  étant  des  fonctions  linéaires  en  xK ,  #2,  •••,  xm_K.  Les  racines 
de  l'équation  en  ;j.  relative  aux  y,  que  nous  savons  être  des  inva- 
riants, se  composent  de  u,  et  des  racines  de  l'équation  de  degré  m  —  1 
relative  aux  formes  linéaires  X,,  X2,  .  . .,  X,,^.  Si  pi,  est  une  racine 
de  degré  a,  elle  sera,  pour  cette  dernière  équation,  de  degré  a  —  1. 
D'après  l'hypothèse  admise  que  le  théorème  est  vrai  pour  m  —  1  lettres, 
nous  pouvons  faire  sur  xKl  x>,  ...,  xm_K  une  substitution  telle  que 
nous  ayons  pour  elles  les  substitutions  de  la  forme  indiquée;  nous 
n'aurons  cependant  pas  encore  la  forme  voulue,  sauf  pour  le  premier 
groupe  de  a  lettres  correspondant  à  la  racine  ku,,  à  cause  des  termes 
eny,  qui  ne  doivent  pas  figurer  dans  les  groupes  suivants.  Mais  il  suffit 
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alors  de  remplacer 

xt     par     xt — k-y         (i^x), 

/,  t   étant  une  constante  convenable,  pour  que  la  substitution  ait  la 
forme  indiquée.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  substitution  relative  à  Xi 

est 

Xi,     \iiXi-hliy, 

nous  substituerons  à  la  variable  X[  la  variable 

xt  —  ky  ; 
elle  se  transforme  alors  en 

[XiXi—k^y  a-  l,- y, 
c'est-à-dire 

\Xi(xi—  ky  )  -h  k(iit  —  ,u,  )y  -+-  hy. 

Si  donc  on  choisit  k  de  manière  à  avoir 

k(\x.i—  ;*,)-+-  l,=  o, 

ce  qui  est  possible,  puisque  f*/^  [*i,  on  aura  effectué  la  transforma- 
tion cherchée. 

7.  Nous  pourrions  nous  servir  de  la  forme  de  la  substitution  (4) 
pour  trouver  une  expression  analytique  de  xK ,  x2,  . .  -,  xa.  Nous  pro- 
céderons autrement,  en  considérant  une  équation  auxiliaire  qui 
reviendra  souvent  par  la  suite.  Soit  une  première  intégrale 

yi  =  (x  —  «)r'9i  (-t), 
es,  (x)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  Posons 

y  =-y\  I  zdx; 

z  satisfera  aune  équation  différentielle  d'ordre  m  —  1  de  même  forme 
que  la  proposée 

dm--\  z  d"i~1z 

—, r  -+-  <7i  —, :  -+-...+  Q m-\ z  =  o. 

dxm-l  1l  dx'n~}  * 

A  cette  équation  d'ordre  m  —  i  correspond  une  équation  en  {j.  ana- 
logue à  (3)  et  de  degré  m  —  i  ;  ses  racines  seront  les  racines  de  (3), 
prises  à  l'exclusion  de  {/.,,  divisées  par  {j.,.  Dans  le  cas  actuel,  si  r{ 
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correspond  à  la  racine  multiple  a,  d'ordre  a,  nous  aurons  pour  l'équa- 
tion en  z  une  racine  multiple  d'ordre  a  —  i  égal  à  un.  L'équation  en  z 
a  donc  au  moins  une  intégrale  uniforme  autour  de  a.  On  opérera  sur 
l'équation  en  z  comme  on  a  opéré  sur  l'équation  enj',  et  finalement 
on  obtient  un  groupe  de  a  intégrales 

y\  =  (x  —  a)r*  ©01, 

y*  =y\  I  z  dx, 

y*  =  y\  I  zdx  I  u  dx, 


yoL  =  y\  I  zdx  I  udx  I  ...  j  w  dx, 


les  a — -i  fonctions  z,  u,  . ..,  w  étant,  comme  co<,  uniformes  dans  le 
voisinage  de  a.  Les  intégrations  successives  montrent  que  y,  est  delà 
forme 

yi=(x  —  a)''.  )<?oi(x)-hvu(x)\og(x  —  a) -h. .  .-h<p/_M(#)[log(a?  —  a)]'"1  j, 

les  cp  étant  uniformes. 

Il  est  à  remarquer,  d'une  manière  générale,  que  les  fonctions 

<?01,        '?12,       ?23,        ...,       <P*-i,*i 

coefficients  des  puissances  les  plus  élevées  des  logarithmes,  sont  dans 
un  rapport  constant,  comme  il  résulte  de  suite  du  calcul  successif  des 
intégrales. 

8.  Nous  avons  donc  maintenant  la  forme  analytique  générale  des 
intégrales  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  forme  où  figurent 
des  fonctions  uniformes  autour  de  a,  ayant,  en  général,  ce  point 
comme  point  singulier  essentiel. 

Supposons  que  l'équation  proposée  ait  une  intégrale  pour  laquelle 
toutes  les  fonctions  uniformes,  qui  figurent  dans  son  expression 
comme  coefficients  des  logarithmes,  aient  le  point  a  comme  pôle; 
nous  allons  montrer  que  l'équation  aura  au  moins  une  intégrale  de  la 
forme 

(x  —  ayo{x), 

<p(#)  ayant  a  pour  pôle. 
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Désignons,  en  effet,  par 

y  =  (x  —  a)r  )  A  -+-  B  logO  —  «)-+-...-+-  L[log(>  —  a  )]a  j 

cette  intégrale  ;  les  coefficients  A,  . . .,  L  sont  des  fonctions  de  x  ayant 
au  plus  a  pour  pôle,  et  L  n'est  pas  identiquement  nul.  Si  l'on  fait 
tourner  x  autour  de  a,  l'intégrale  y  se  transformera  en  Y,  et,  si  l'on 
forme  la  combinaison 

Y  —  ]xy         (f*=  e2™'), 

on  aura  une  nouvelle  intégrale  qui  sera  de  la  forme 

(x  —  a)r\  Ai  h-  B,  \og(x  —  a)  -+-.  . .-+-  LJIogCa?  —  a  )]*~l  j, 

où  Lfl  n'est  pas  identiquement  nul  et  où  les  A,,  . ..,  L,  ont  au  plus  a 
pour  pôle.  En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  une  intégrale  de  la  forme 

(x  —  a)r  o(x)y 

o(x)  ayant  au  plus  a  pour  pôle  et  'f(x)  n'étant  pas  identiquement 
nul  :  c'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

En  augmentant,  s'il  est  nécessaire,  r  d'un  entier  convenable,  on 
peut  admettre  que  &(x)  est  holomorplie  autour  de  a  et  ne  s'annule 
pas  pour  x  =  a. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'équation  admettrait  s  intégrales 
linéairement  indépendantes,  pour  lesquelles  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  des  logarithmes  auraient  seulement  des  pôles  en  a; 
nous  aurons  d'abord  une  intégrale  y{  de  la  forme 

ri=  (r  —  ayy(x), 
"j>(x)  étant  holomorphe  en  a,  et  © (a)  étant  différent  de  zéro.  Je  pose 

y 


=  y\  j  z  dx  ; 


la  fonction  z  satisfera  à  une  équation  d'ordre  m  —  1 


dm~iz  dm~- 


dx"1-1        1    dx'n 


?>:73ïï3; +•••+?'«-!* 


où  les  q  ont,  comme  les  /?,  le  point  a  pour  pôle.  Je  dis  que  cette 
équation  aura  s  — ■  1  intégrales  linéairement  indépendantes  de 
V espèce  indiquée. 
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Soient  en  effet  y,,  y2,  . . .,  ys  'es  s  intégrales  de  l'équation  en  y 
dont  nous  avons  supposé  l'existence;  l'équation  en  z  admettra 

dx\yj'  dx\yx)' 

qui  seront  linéairement  indépendantes  et  de  la  nature  voulue.  Elles 
sont  linéairement  indépendantes,  car,  si  l'on  avait 


te  \yi 


on  en  conclurait 

ciyi-t-  c2j2  +  . . .-+-  csys 

ce  qui  n'a  pas  lieu. 


II,  —  Équations  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières 
en  un  poin+  singulier. 

9.  Un  cas  très  simple,  particulièrement  étudié  par  M.  Fuchs,  est 
celui  où,  pour  toutes  les  intégrales,  les  <p  n'  ont  que  des  pôles.  On 
dit  alors  que  toutes  les  intégrales  sont  régulières  en  a.  Nous  allons 
d'abord  trouver  une  forme  nécessaire  pour  les  coefficients  p  de 
l'équation  différentielle,  et  nous  montrerons  ensuite  qu'elle  est  suffi- 
sante. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  nous  aurons  certainement  une  in- 
tégrale 

yx  =  (x  —  a)ry{x)         \o(a)y£o'\. 


Posons  alors,  comme  ci-dessus, 

y—y\  I z  dx  ' 


nous  avons  1  équation 


dm~lz  dm~\z 


dxm~i        J    dxm~- 
et  l'on  trouve  immédiatement 


ViZîZZ=*    "H... +  ?#»-!* 


I^tX^+M* 
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et  d'une  manière  générale 


Y\  L 


m  (  m  —  i  ) . . .  (  m  —  i  h-  i  )  di  Y\ 


—  \)...{m  —  i-hï)       dl-lv,  .  dyx 

; Pï      ,    .'  ,    -K..-r-(m  —  i-(-  i )/>/-i  —, hPi  Y\ 

1.1... {i  —  i)       r     dx1'1  '         dx       ^lJl\ 


L'équation  en  ^  a,  comme  l'équation  proposée,  toutes  ses  intégrales 
régulières. 

Soit  d'abord  m  =  i .  Nous  avons  l'équation 

dy 


dx+Pljr  =  °> 


/(*) 


il  faudra  nécessairement  que  pK  soit  de  la  forme  — — — »  f(x)  étant 

holomorphe,   pour   que    les    intégrales   soient  régulières,   comme   le 
montre  la  formule 

-Çpxdx 

y  =  CeJ 

Faisons  maintenant  m  =  i  ;  l'équation  en  z  sera  alors  du  premier 

f(x) 
degré  et  par  suite  qK  sera  de  la  forme  :  il  en  sera  donc  de  même 

1  J  x  —  a 

de  />1   d'après  l'expression  de  qK.  D'autre  part,  on  a 

L  (£?  +  „&}  = 


y\dx*    '  Pldx)  ~~P" 

En    substituant  y-=.{x  —  «)ro(#),    on   voit    que  p2    est    de   la 

f(  x  ) 
forme  — Ainsi  donc,  l'équation  du  second  ordre,  dont  les  inté- 

(x  —  a  y1  a 

grales  sont  toutes  régulières,  est  nécessairement  de  la  forme 

d\y    ;      fx{x)     dy    ,       f.2(x) 
dx9-         (  x  —  a  )  dx  "^  (  x  —  a  )-  ^ 

f\  et/2  étant  holomorphes  autour  de  a. 

Admettons  maintenant  que,  pour  une  équation  d'ordre  m — i,  la 
forme  nécessaire  pour  que  toutes  les  intégrales  soient  régulières  soit 

d'»-ly        fx(or)  d>"-*-y  />(^)      d>»-\y  fm-\(x)         _ 

dx»'-1    +  x  —  a   dx"1-2        {x  —  a)2  dx"1'*       '"       (x  —  a)'n-l^~ 

les  /étant  holomorphes  autour  de  a;  nous  allons  montrer  sans  peine 
que  la  même  condition  subsiste  pour  les  équations  d'ordre  m. 
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Nous  partons  donc  d'une  équation  d'ordre  m  à  intégrales  toutes 
régulières  autour  du  point  a.  L'équation  correspondante  en  z  aura 
aussi,  comme  nous  l'avons  vu,  ses  intégrales  régulières  ;  elle  sera  donc 
de  la  forme  écrite  ci-dessus.  En  prenant 

yx  =  {x  —  ayo(x)         [cp(a)^o], 

on  déduit  de    l'expression  générale   de  qi  que  pi   est  de  la   forme 

f  ■(  x  ) 
—^ -,    fi(oo)   étant  holomorphe  autour  de   a.   Il   ne  reste   plus   à 

(  x  —  a)1     J    v     '  r  l 

trouver  que  la  forme  de  pm\  c'est  à  quoi  l'on  parvient  à  l'aide  de  la 
relation  tirée  de  l'équation  différentielle  elle-même 

i    (dmyr  dm~{  yx  dyx 

yi\~dx~^+Pl  dx'n-i    -h---+/)m-ldx~ 

qui  montre  que  pm  est  de  la  forme  — ^ —  ,  et  le  théorème  est  par 

1  l       r  (x  —  a)'n  F 

suite  établi. 


10.  Traitons  maintenant  la  question  inverse,  et  démontrons  qu'une 
équation  de  la  forme 

(5)   d'ny  i  M*)  dm~ly  ;    Mx)   dm~2y  ,      ,    //«o;        0 

dx"1        x  —  a  dx"1-1   "^  (x  —  a )2    dx1"-*-       "  '       {x  —  a)"1  y 

où  les  f  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  a,  a  toutes  ses  inté- 
grales régulières  au  voisinage  de  ce  point. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  pouvons  faire  a  =  o.  Au  lieu  de 
considérer  une  équation  linéaire  d'ordre  /??,,  nous  allons,  pour  un  mo- 
ment, envisager  un  système  d'équations  linéaires  du  premier  ordre. 

Si  l'on  pose 

xdx~-)u     xdx~y-'      ■•■'     x  dx  -y>»-^ 

on  reconnaît  immédiatement  que  ym_.s  se  met  sous  la  forme  d'un 
polynôme  à  coefficients  numériques  en 

dy  cl1  y  ,  f/'"-'r 

dx  dx1  dx"'-1 

et  inversement  les  expressions  précédentes  s'expriment  linéairement 
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en  j,  r, ,  Ko ym-\>  L'équation  (5)  devient  alors 

dym-A 


dx 


a\7  -+-  «2JK1  +  .  .  .-t-«mJKm-l; 


les  a  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  —  o.  Au  lieu  du  sys- 
tème précédent,  nous  pouvons  prendre  d'une  manière  plus  générale 
le  système  de  m  équations  homogènes  et  linéaires  du  premier  ordre 

x-^    =  An  ji-hA12  /i  +  .4.+  Alm  ym, 


dx 


A, 


ri 


22  jKa 


2/«    /«(; 


^  ~dx~  =  Aml^1_H  A'»2jK2  +  -  •  •■+-  A,„,«/,«, 


les  A  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  .r  =  o.  Cherchons  s'il 
existe  un  système  d'intégrales  de  la  forme 


J1=  X'U) 


y2=  xrU2, 


y  ni  —  X    II) 


r  étant  une  constante  convenablement  choisie,  et  les  a  étant  holo- 
morphes autour  de  l'origine. 

En  désignant  par  cn  c2,  . . .,  cm  les  valeurs  des  u  pour  x  =  o,  va- 
leurs qu'on  peut  supposer,  en  prenant  r  convenablement,  n'être  pas 
toutes  nulles,  on  a,  en  substituant  dans  l'équation  différentielle, 

(«Il  —  '*)  Ci  +a12C2  +  ..  .-\-CL\mCm  =  O, 

«21  <?i+  («22—  r)c%->r. .  .-+■  atmcm  =0, 


«///l  cl  -t-  «/«2  c2  ~r~ 


(a, 


r)c, 


les  a  désignant  les  valeurs  des  A  pour  x  =■  o.  11  résulte  de  ces  équa- 
tions que  l'on  a 


(6) 


an—r         avl 

«21  «22 '" 


—  °  j 


/•  sera  donc  racine  de  cette  équation  du  mième  degré  ;  nous  désignerons 
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par 


les  ni  racines  de  l'équation  (6).    Ecrivons  alors  le   système   sous   la 
forme 


dy\ 


(7) 


r-41   =  «11  Ji  +  «i-2  72  +  -.  •+  a-un  ym-+-x(Bu  jKi+..--f-  Blm  y/n), 


œ~^rL  =  a»ny\-^  amiyi-h...-+-  arnmym-h  ^(8,,,,/,+...+  Bmmym), 


les  B  étant  holomorphes  autour  de  l'origine.  Cherchons  à  simplifier 
la  forme  de  ces  équations  en  effectuant  sur  les  y  une  substitution 
linéaire  convenable.   Faisons  abstraction  des  termes  en  x  dans  les 

seconds  membres  de  (7).  Posons  x  -j-  =  Y) y  et  considérons  la  sub- 
stitution 

DJKi    =«ll/l+alî/2  +  ..-+«lm//«) 
^JK2    =  "2  1   JKi  -+-  «22  JK2  +  .  .  .+  «2 m   JK„M 


DjK,«=  «/;nJKi+  «/722JK2  +  .  •  ■-+-  amm y„n 

qui  consiste  à  substituer  à  yu  y2,   ...,ym  les  expressions  linéaires 
placées  dans  les  seconds  membres. 

Mais  reportons-nous  à  ce  que  nous  venons  de  dire  (§  4  et  5)  sur 
la  réduction  des  substitutions  linéaires.  Nous  avons  donné  une  forme 
canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  une  telle  substitution;  c'est 
précisément  l'équation  (6)  qui  joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  ré- 
duction. Si  cette  équation  a  ses  racines  distinctes,  nous  pourrons 
donc  supposer  que  dans  les  seconds  membres  de  (7)  les  termes  indé- 
pendants de  x  se  réduisent  ( s  )  à 

riyi,     /V2-     •  ■•,     f'mym. 

Dans  le  cas  où  il  y  aura  des  racines  multiples,  ces  termes  se  par- 
tageront en  groupes  correspondant  à  la  même  racine.  Ainsi,  pour  une 
racine  r{   multiple  d'ordre  a,  les  a  premières  équations  auront  pour 


t1)  Comparer  les   considérations  précédentes  à  la  question   analogue  étudiée  à  la 
page  4  de  ce  Volume. 


eu  api  tri:  xi. 


seconds  membres  (aux   termes  en  x  près),  d'après  ce  qui  a  été  dit 

(§  5), 

'•\y»  +  >MlJKl, 


ri/a+'^aH/a-^.  .  . -f-  Àa_,,a_,Ji, 

et  l'on  aura  des  groupes  de  même  forme  pour  les  équations  restantes. 

11.  Supposons  donc  que  les  équations  (-)  aient  la  forme  indiquée. 
Nous  avons,  après  la  réduction  qui  vient  d'être  effectuée,  les  équa- 
tions 

dy. 


X~dx        =  ri^a+>M,a-i.ra- i  +  - •  .-r->^a^i,a-iJKi-f-.^(      ), 


Nous  allons  porter  notre  attention  sur  la  racine  /*)  ;  son  ordre  de 
multiplicité  a  (qui  peut,  bien  entendu,  être  égal  à  un.)  ne  figurera 
d'ailleurs  pas  dans  le  résultat  auquel  nous  voulons  parvenir. 

Cherchons  si  le  système  précédent  admet  des  intégrales  de  la 
forme 

Ji  =  xr>  «î ,        y 2  =  3"''1  utJ         . . . ,        7/„  =  .r'*.  w„, . 

Nous  aurons,  en  substituant,  les  nouvelles  équations 

:  An  ^i  -h  a?(      ), 


<i.r 


(8) 


dua+i         . 
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les  parenthèses  étant  holomorphes  en  x.  On  va  montrer  qu'on  peut 
satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  pour  les  u  des  fonctions  holo- 
morphes de  x,  si  toutefois  certaines  conditions,  que  nous  indiquerons, 
ne  sont  pas  remplies. 

Les  équations  différentielles  permettent  de  calculer  de  proche  en 
proche  les  coefficients  des  développements.  Pour  x  =  o,  les  u  seront 
nuls  en  général,  sauf  ua  dont  la  valeur  initiale  restera  arbitraire. 
Pour  qu'on  ne  soit  pas  arrêté  dans  le  calcul  des  dérivées  successives, 
il  faut  qu'aucune  des  différences 

r,  —  rx         (iV'i) 

ne  soit  égale  à  un  entier  positif. 

11  ne  reste  plus  qu'à  voir  que  les  développements  ainsi  obtenus  sont 
convergents.  Nous  emploierons  à  cet  effet  les  méthodes  de  compa- 
raison dont  nous  nous  sommes  déjà  tant  de  fois  servi.  Les  valeurs 
initiales  des  u  sont  toutes  nulles,  sauf  celle  de  wa,  dont  nous  dési- 
gnerons le  module  par  m£.  Soit,  d'autre  part,  "k  le  module  maximum 
des  quantités  \  et  de  leurs  analogues  dans  les  équations  différentielles, 
et  soit  enfin  e  le  module  minimum  de  la  différence 

m—  (rs—  /-,), 

où  m  est  un  entier  positif  quelconque,  et  de  ses  analogues  pour  les 

différentes  racines  r.>  de  l'équation  en  r.  Nous  considérons  le  système 

d'équations 

ut  =œ{    ), 

l  w2   =  lllt-hxi      ), 


(9) 


t. —  Ua.  =  X^a-t-h.  .  .-h  \iii-+-  x{     ), 

eMa-«-i=;r(     ), 


Dans  les  parenthèses,  les  coefficients  de  «,,  u2,  •  ..,  un  ont  été 
remplacés  par  des  fonctions  majorantes  (ou  fonctions  de  compa- 
raison) pour  un  certain  cercle  autour  de  l'origine. 

Pour  x  =  o,  les  équations  (9)  donnent  les  //  égaux  à  zéro,  sauf  ua 
qui  est  égal  à  «J.  Les  valeurs  de  m,  définies  par  les  équations  (9),  sont 
holomorphes  autour  de  x  =  o.  Nous  avons  à  comparer  maintenanl 
les  développements  tirés  des  équations  (8)  et  (9).  De  ces  dernières 
on  tire  des  développements  où  les  coefficients  sont  tous  positifs, 
P.  —  III.  '  19 
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et  qui  sont  certainement  convergents  dans  un  certain  domaine,  au- 
tour de  l'origine. 

On  voit  immédiatement  que  les  coefficients  des  développements 
tirés  de  (8)  ont  un  module  moindre  que  les  coefficients  correspon- 
dants tirés  de  (9),  d'après  la  signification  de  £  et  de  À,  et  le  fait  que 
dans  les  parenthèses  les  coefficients  de  u  ont  été  remplacés  par  des 
fonctions  majorantes.  On  aura  donc  certainement  pour  (8)  des  déve- 
loppements convergents. 

Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  système  (^)  admettra  un  système  d' intégrales  de  la  forme 

yx  =  x'\  M,,  J,  =  X>\  M2,  .  .  . ,  Vm  =  X?t  um, 

les  u  étant  kolomorplies  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  en  désignant 
par  /*,  une  racine  de  l'équation  (6)  telle  qu'aucune  différence 

'*2 —  ''1,     /'3—  ''i,      •-.,     r„t—  rt 

ne  soit  un  entier  positif  différent  de  zéro. 

On  voit  que  cet  énoncé  n'exclut  pas  le  cas  où  il  y  aurait,  parmi  les 
racines  /*2,  •  .  -,  rmi  une  ou  plusieurs  racines  égales  à  r{. 

L'équation  (6)  s'appelle  l' équation  fondamentale  déterminante 
relative  au  point  singulier  x  =  o.  Dans  le  cas  qu'on  peut  appeler 
général,  les  racines 

ru     ''a.      •  •  .1     r'»i 

sont  distinctes,  et  aucune  des  différences 

rt —  rk         (i^k) 

n'est  égale  à  un  entier  positif  ou  négatif.  On  a  alors,  pour  (7),  m  sys- 
tèmes d'intégrales 

y\i=  x''iou(x),         y-ii=x>'i<ou{x),  ...,  y,ni=Xri^mi{x) 

(*  =  i,2,  .  .  .,  m), 

les  co  étant  holomorphes  autour  de  l'origine. 

1^2.  Revenons  maintenant  à  l'équation  différentielle  (ô)  d'ordre  //*, 
c'est-à-dire  à  l'équation 

d"ly         J\(.t)     d"'-\v    .  fm(x) 


dx'n        {x  —  a)   dx"1-1       '"       (x  —  a)' 


y  —  °- 
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En  appliquant  le  théorème  du  paragraphe  précédent,  on  voit  que 
cette  équation  admettra  au  moins  une  intégrale  de  la  forme 

y  =  (x  —  a)ro(x), 

cp(.r)  étant  liolomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  Pour  trouver  l'équa- 
tion donnant  /',  il  n'est  pas  besoin  de  former  le  système  d'équations 
linéaires  équivalent  à  l'équation  d'ordre  m.  Il  suffît  d'écrire  que  l'ex- 
pression précédente  [es (a)  étant  différent  de  zéroj  satisfait  à  l'équa- 
tion. On  obtient  ainsi,  en  égalant  à  zéro  les  termes  de  moindre 
degré, 

j  r(r-i)...(r-m  +  i) 

(        -+-/,(«)  ri  /•  —  1).  .  .(/•  —  m-{-  ■!)  4-.  .  .4-/m_,(a)  r-t-f/n(a)  =  o. 

Si  r, ,  r2l  ...,  rm  sont  les  m  racines  égales  ou  inégales  de  cette 
équation,  l'équation  différentielle  admettra  une  intégrale  de  la 

forme 

fi  =  (T  —  a)'\y(x), 

<p(a?)  étant  liolomorphe  autour  de  a,  et  <p(#)  étant  différent  de  zéro, 
si  aucune  des  différences 

ri — '"i,     ri — r\ rm — r{ 

n'est  un  entier  positif  différent  de  zéro. 

L'équation  (10)  a  été  appelée  par  M.  Fuchs  l'équation  fondamen- 
tale déterminante  relative  au  point  singulier  a.  Un.  rapprochement 
très  important  est  à  faire  entre  l'équation  (10)  et  l'équation  (3) 
en  u,  (§  i).  Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  à  la  fin  du  paragraphe 
précédent,  que,  si  les  différences  des  racines  de  l'équation  (10)  ne 
sont  pas  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  on  aura  les  intégrales  régu- 
lières 

7i=-(^  —  a)rxyx{x),  y2=(x  —  a)>-2Vi(x),  .  ...  ym  —  (x  —  a)rm<çin(x), 
et,  par  suite,  les  m  racines  de  l'équation  (3  )  seront  égales  à 

Telle  est,  pour  le  cas  général,  la  dépendance  entre  les  équations  (3) 
et  (io).  Cette  dépendance  subsistera  évidemment  dans  tous  les  cas, 
puisque  le  théorème,  étant  vrai  pour  des  valeurs  arbitraires  des  coeffî- 
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cients  fK  (a),  . . .,  fm(a)  de  (10),  ne  peut  cesser  d'être  exact  pour  des 
valeurs  particulières  de  ces  coefficients. 

13.   Pour  faire  la  recherche  des  intégrales,  on  partagera  les  racines 

de  l'équation  (10)  en  groupes  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  diffé- 
rence de  deux  racines  soit  un  entier  positif  ou  négatif,  et  que,  d'un 
groupe  à  l'autre,  la  différence  de  deux  racines  de  ces  groupes  ne  soit 
pas  entière.  Soient 

''1,     r,_,      ...,     ra 

les  racines  d'un  premier  groupe,  ces  racines  pouvant  être  égales  ou 
inégales.  Supposons-les  rangées  par  ordre  décroissant  de  grandeur 
et  posons 

y  =71  j  zdx- 

On  a  pour  z  une  équation  déjà  considérée  d'ordre  m  —  1,  dont 
toutes  les  intégrales  sont  régulières  autour  de  a.  Puisque 


dx\yj 


les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminante  pour  l'équation 
en  z  seront 

r-j.  —  rx  -  1 ,     r8  —  n  —  1 ,      .  .  . ,     rm  —  rt  —  1 , 

et,  parmi  celles-ci,  nous  avons  le  groupe  des  a  —  1  racines  entières 
et  négatives 

r*—  /*,  —  1,     /';,—  r,—  1,      ...,     /'«—  i\—  1, 

les  autres  n'étant  pas  des  entiers. 

L'équation  en  z  aura  une  intégrale  de  la  forme 

z  =  {x  —  a)r»— ri— !  ty(x), 

^(x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a,  et  ty(a)  étant  diffé- 
rent de  zéro.  En  substituant  dans  l'expression  de  y,  on  a  alors  une 
seconde  intégrale 

r,  =  (x  —  ay>[A(.r)  -f-  B(rp)log(a?  — a)], 
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A  et  B  étant  holomorphes,  le  produit 

(x  —  a)r*B(x)> 

se  réduisant  d'ailleurs,  à  un  facteur  constant  près,  à  y{. 

En  opérant  sur  l'équation  en  z  comme  on  a  opéré  sur  l'équation 
enjK,  et  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  aura  finalement  les 
intégrales 

Yu     Yi,      ••-,     7a, 

et  ya  est  de  la  forme 

/a  =  (^-  a)/,a|A1(xj-t-  A2(^)log(a7  —  a) -h...  h-  Aa_!  O  j[log(>  —  a)]»-1  j, 

les  A.  étant  holomorphes.  Nous  avons  donc  ainsi  formé  un  ensemble 
de  a  intégrales  correspondant  au  groupe  des  a  racines  de  (10)  diffé- 
rant d'un  entier. 

14.  Appliquons  ces  généralités  à  une  équation  différentielle  du 
second  ordre,  sur  laquelle  nous  aurons  d'ailleurs  à  revenir;  c'est 
l'équation  différentielle  de  la  série  hypergéométrique 

127(1  ~~  X)  d&  +  [T  "  (a  +  'ô  +  l)X]  itc  ~~  ^y  =  °' 

a,  (3  et  y  désignant  trois  constantes.  Les  trois  points  singuliers  des 
intégrales  sont  x  =  o,   .r  =  i    et  x  —  x>.   Pour   ce  dernier  point,    il 

faudra  faire,  pour  l'étudier,  x=  —  >  dans  l'équation  différentielle,  et 

considérer  le  point  a?'=  o  dans  la  transformée. 

Pour  former  l'équation  fondamentale  déterminante  relative  au 
point  o,  nous  écrivons  l'équation  sous  la  forme 

d2y        y  —  (  a  -h  {3  -+-  i)x  dy  <x$x 

dx*  x{\  —  x)  dx        x'2(i  —  xy~ 

et  l'équation  (10)  devient  ici 

r(r  —  i)h-  /'y  =  o, 
qui  a  les  cleux  racines 

r  =  o,         r  =  î  —  y. 


Si  donc  y  n'est  pas  un  entier,  l'équation  a,  dans  le  voisinage  de  a, 

cpiO),         a?i-ï<p2(ar), 


les  deux  intégrales 
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ç,  el  <p2  étant  holomorpbes  dans  le  cercle  de  rayon  un,  cp,  (o)  et  rf2(o) 
n'étant  pas  nuls.  La  forme  des  coefficients  du  développement  de 
<p,  (x)  est  remarquable.  En  posant 

cp,  ( x  )  =  1  -+-  r ,  ;r  -h  c2  .r2  -+- .  .  .  h-  cx, a"/J  -+- .  .  . , 

on  trouve,  en  substituant  dans  l'équation  différentielle, 

1—P(P  —  *)  —  (a  +  $-^ï)p  — *Ç>\cp+[p(p-+- 1) -+-*(( p-*-\)]cp+l=o, 

par  suite 

_  (jp  +  a)(/)  +  8) 

et  l'on  a,  pour  cp,  (#),  le  développement  célèbre 

a8  a(a-+-  1). .  .(a +  /?  —  1)  B(B  +  r)...(3  +  o  — 1) 

i.y  1.2... 7?  7(7  +  1;...  (7  -+-/?  —  [) 

série  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  un,  et  que  nous  avons  déjà 
rencontrée  (t.  II,  p.  229). 

Nous  avons  supposé  plus  haut  que  1  —  y  n'était  pas  un  entier.  Si 
1  —  y  est  un  entier  négatif,  nous  aurons  toujours  une  intégrale  holo- 
morphe <p,  (#),  puisque  des  deux  racines 

o,     1  -  7 

zéro  est  la  plus  grande.  La  série  hypergéométrique  subsiste  dans  ce 
cas.  Les  conclusions  sont  autres  si  1  —  y  est  un  entier  positif.  On  a, 
dans  ce  cas,  une  intégrale  de  la  forme 

<l(x)  étant  holomorphe  et  'i(o)^o;  la  seconde  intégrale  renferme 
un  terme  logarithmique. 

Conformément  aux  généralités  du  paragraphe  13,  elle*  est  de  la 
forme 

A(x)  -4-  kxi-Yty(x)  logrr, 

k  étant  une  constante,  et  A(.r)  étant  holomorphe  dans  le  cercle  de 
rayon  un  [  A(o)  y£  oj. 
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III.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  équations  à  intégrales 
irrégulières  (!). 

15.  Les  équations  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières  en  un 
point  singulier  forment,  comme  on  vient  de  le  voir,  une  classe  remar- 
quable; on  peut  obtenir  pour  elles  la  forme  analytique  des  intégrales 
au  moyen  de  développements  dont  les  coefficients  se  déterminent  de 
pioche  en  proche  par  voie  de  récurrence.  L'étude  des  équations  ayant 
des  intégrales  irrégulières  est  beaucoup  plus  difficile. 

Dans  cette  étude,  il  y  a  d'abord  une  suite  de  nombres  entiers  qui 
joue  un  rôle  très  important.  Reprenons  l'équation 

dm  y  d"l-iy 

;as=+J>iS==r+--'-/'«.r  =  o. 

Soient  respectivement  t:,,  —2,  . . .,  izm  les  degrés  de  multiplicité  de 
a  comme  pôle  de  /;,,  p2,  . .  .,  pm.  Considérons  la  suite  des  entiers 

(u)  TTt  -+-  m  —  i,     -,  4-  m  —  2,      .  .  . ,     tt,„_,  +  i ,     r,m. 

Elle  va  être  de  grande  importance  pour  la  suite.  Si  le  plus  grand 
de  ces  nombres  ne  dépasse  pas  m,  nous  sommes  dans  la  classe  des 
équations  différentielles  étudiées  dans  la  Section  précédente;  nous 
allons  donc  supposer  que  le  maximum  g  de  ces  nombres  dépasse  ni. 

16.  Supposons  que  l'équation  différentielle  ait  une  intégrale  régu- 
lière. Nous  avons  le  lemme  préliminaire  suivant  : 

Soit  g  >>  m  le  plus  grand  des  nombres 

TCi  -+-  m  —  i ,     tî.2  H-  m  —  2,      .  . . ,     tï/,,-1  -+-  i  ; 

le  coefficient  pm  admettra  le  point  a  comme  pôle  avec  un  degré  de 
multiplicité  ne  dépassant  pas  g. 

La  démonstration  est  immédiate,  car  nous  n'avons  qu'à  substituer 

y  =  (x  —  ayo(x)         [cp(a)^o] 


(')  Pour    les    généralités    sur    les    intégrales    inégulières,   voir   les    Mémoires    de 
M.  Thorné  (Journal  de  Crelle,  t.  74,  75  cl  76). 
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dans  l'équation 


i  \  d"ly 

y  ydxm 


y    ,    „   d'"~yy    ,  ,    „         dy 


■^Pv-J~^r\  ■+-.-.  + />« 


-*s.r-" 


pour  voir  que  ~m  satisfait  à  l'inégalité  indiquée. 

17.  Nous  allons  généraliser  le  lemme  précédent,  en  supposant  que 
l'équation  différentielle  possède  au  moins  m  —  h  intégrales  régulières 
linéairement  indépendantes.  Admettons  alors  que  les  h  premiers 
nombres  de  la  suite  (i  î) 

7T!  H-  171  —  I  ,        T.2-\-  ttl  '2,         .  .  .  ,        TT/,+   711  Il 

aient   pour    maximum  g^>m]    nous    allons    montrer    que    tous    les 
nombres 

TC/r-t-I  -+"  m  —  h  —  I ,        .  .  .  ,       7CW_,  -H  1 ,       iz/n 

seront  inférieurs  ou  égaux  à  g. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  démontré  cette  propo- 
sition pour  h  =  m  —  i.  Nous  allons  supposer  maintenant  qu'elle  est 
vraie  pour  une  équation  différentielle  d'ordre  m  —  i  et  montrer  qu'elle 
est  vraie  pour  une  équation  différentielle  d'ordre  m.  En  posant 


y=yl   I  zdx, 


où  yK  est  l'intégrale  régulière  (x  —  a)r®(x)  [©(#)  7^  o],  nous  aurons 
pour  3  une  équation  d'ordre  m  —  1 ,  qui  aura  au  moins  m  —  h  —  1  in- 
tégrales régulières  linéairement  indépendantes.  Soient 


les  nombres  relatifs   aux  coefficients   q  dans  l'équation  en  z.  On  a 
désigné  par  g  le  plus  grand  des  nombres 

tc4  -+-  ni  —  1,     -2-H  m —  2,      ...,     TT/i+m  —  h. 

Il  résulte  de  l'expression  des  coefficients  q,  à  l'aide  des/?,  donnée 
au  paici graphe  9,  à  savoir  : 

1    Vin(in  —  i)...(m —  t-+- 1)  dlyx  ,  .  dy,  1 
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que  le  terme  maximum  dans  la  suite 

tz\  -h  (  m  —  1  )  —  1 ,     7r 2  -H  (  m  —  1  )  —  2 ,      .  .  . ,     Tz'fl  -+-  (  m  —  1  )  —  /?. 

sera  au  plus  égal  à 

g  —  i- 

On  déduit  donc,  du  théorème  admis  pour  les  équations  d'ordre 
m  —  1 ,  que  les  nombres 

T/h+l-h(fn  —  i)  —  h  —  \,      .  ...     r.'m_l 

sont  au  plus  égaux  à  g  —  i ,  et,  par  suite,  en  se  reportant  à  l'expres- 
sion de  pi  en  fonction  de  qi  et  des  p  d'indices  inférieurs  à  i,   les 

nombres 

ic/j-Ht-t-m  —  h  —  1,      ...,     TT/rt—i  -+-  l 

sont  au  plus  égaux  à  g,  et  il  en  est  de  même  aussi  (paragraphe  précé- 
dent) pour  izm. 

18.  Du  lemme  précédent  se  déduit  une  proposition  intéressante. 
Supposons  que,  pour  une  équation  différentielle,  le  plus  grand 
des  termes  de  la  suite 

(Sj  il  ! -h  m —  1,     7T2-i-/n  —  a,      ....     itm 

,*o/£  un  nombre  g^>  m;  désignons  par 

izh  -+-  m  —  h 

le  premier  terme  de  cette  suite  égal  à  g  (pour  le  cas  où  il  y  en  au- 
rait plusieurs);  l'équation  ne  pourra  avoir  plus  de  m  —  h  inté- 
grales régulières  linéairement  indépendantes.  Si,  en  effet,  l'équa- 
tion avait  m  —  h1  intégrales  régulières  distinctes  [h'<^h)1  comme 
les  termes  de  la  suite 

Tti  H-  m  —  1 ,     Tt2-i-  m  —  2,      .  .  . ,     71/i'  -h  m  —  h' 

sont  inférieurs  à  g,  il  résulterait  du  paragraphe  précédent  que  tous 
les  termes  de  la  suite  (S)  sont  inférieurs  à  g;  ce  qui  n'a  pas  lieu, 
puisque  izh -\-  m  —  h  =  g. 

19.  Le  théorème  qui  vient  d'être  établi  donne  seulement  une 
limite  supérieure  pour  le  nombre  des  intégrales  régulières  distinctes, 
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mais,  malheureusement,  cette  limite  peut  ne  pas  être  atteinte.  Nous 
en  verrons  un  exemple  dans  un  moment.  Cherchons  à  obtenir  les  inté- 
grales régulières  qui  pourraient  exister,   en  attribuant  à  A,  dans  les 
calculs  qui  vont  suivre,  la  même  signification  que  ci-dessus. 
Écrivons  l'équation  différentielle  sous  la  forme 


(x  —  ay-m" 


o, 


les  /"  étant  holomorphes  et  différents  de  zéro  pour  x  =  a. 
En  faisant  dans  cette  équation 

y  —  (x  —  a  Y u, 

u  étant  holomorphe,  et  u(a)  étant  différent  de  zéro,  on  aura  en  divi- 
sant par  [x  —  a)r  le  résultat  de  la  substitution  et  le  multipliant  par 
[x  —  a)S^  puis  faisant  x  =  a, 

l  r(r  —  i)...[r  —  (m  —  k)-t-i]fh(a) 
(12 )  H-  r(r  —  i)...[r  —  ( m  —  h)  h-  2]  [fh+\ (# )(x  —  a )wfc-«*+,-*-i]a.==a_f-. . . 

'         +  [fm  (X)(x  —  a  )Kk-K,n->->n-h  ] _r=a  _^_  0. 

On  obtient  donc  ainsi  une  équation  du  degré  ni  —  h  à  laquelle  doit 
satisfaire  /•  pour  que  l'on  ait  une  solution  de  la  forme  indiquée.  Cette 
équation  d'ordre  m  —  h  est  l'analogue  de  l'équation  fondamentale 
déterminante  dans  le  cas  où  l'équation  a  toutes  ses  intégrales  régu- 
lières; elle  se  confond  avec  elle,  si  h  =  o. 

20.  On  peut,  avec  cette  équation  en  r,  commencer  une  étude  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  faite  avec  l'équation  fondamentale 
déterminante  dans  le  cas  des  équations  de  M.  Fuchs;  mais,  avant 
d'indiquer  ces  généralités,  prenons  un  cas  particulier  qui  nous  mettra 
sur  la  voie  d'une  circonstance  générale.  J'envisage  l'équation  du 
second  ordre 

(i3)     x-  -j^  -h  Oo-t-  a\X  -h..  ')-?-,  +  (&0-+-  bxx  H-...).  Y  ~  °         (oot^o). 

Les  intégrales  ne  peuvent  être  toutes  régulières  pour  x  =  o.  On 
a  ici 

TIj  =   -2,  7T2  =  2. 

On  a  donc  la  suite 

71!  -h  m  —  I  =  3,  7T2  -h  m  2  =  2. 
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Ainsi  g=  3,  k  =  1,  et  il  y  a  par  conséquent  au  plus  une  intégrale 
•égulière,  et  l'équation  (12)  en  r  se  réduit  à 


;•  =  o. 


L'intégrale  régulière,  si  elle  existe^  sera  donc  de  la  forme 

y  =  Ao-h  Ata7-h. .  .-h  A/Ba7w-K . .         (A0^  o). 

Or  la  substitution  montre  qu'on  peut  calculer  les  coefficients  de 
proche  en  proche.  On  obtient  les  équations 

a0A,+  60A0=  o, 
a\  A,  -h  2a0A2-+-  è0A,-h  &i  A0  =  o, 


qui  donnent  successivement  A,,  A2,  . ..,  A,//+< ,  ....  11  est  donc  pos- 
sible de  déterminer  le  développement,  mais  il  se  présente  maintenant 
une  circonstance  bien  remarquable  qui  différencie  complètement  ce 
cas  de  celui  où  toutes  les  intégrales  sont  régulières  :  le  développement 
obtenu  rC est  pas  convergent  en  général,  quelque  petit  que  soit  le 
domaine  pris  autour  de  a. 

Pour  le  montrer,  il  suffira  de  prendre  le  cas  particulier  de  l'équa- 
tion 

,  d^y  dy        . 

Les  équations  successives 

«0A1+  60A0=  o, 
2«0  A 2 H-  £0  A,  —  o, 


( m  h-  i)a0  A /n+i  -+-  [ b0 -+-  m( m  —  1)]  Aw  =  o 
donnent  les  coefficients  en  fonction  de  A0,  et  il  est  visible  que  le  rap- 
A, 


port  — ^—  augmente  indéfiniment  avec  ni  et  que  par  suite  la  série 


A0  -h  Ai  x  -+- ...  -+-  Am  xm  -+- . . . 

ne  converge  pour  aucune  valeur  de  x  (sauf  x  =  o). 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation  (i3)  n'a  pas  d'intégrale 
régulière  à  l'origine,  et  nous  avons  là  un  exemple  où  le  maximum 
(ici  égal  à  un)  du  nombre  des  intégrales  régulières  donné  par  le  théo- 
rème du  paragraphe  18  n'est  pas  atteint. 
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21.  La  circonstance  relative  à  la  divergence  du  développement 
obtenu,  qui  vient  de  se  présenter  dans  l'exemple  particulier  du  para- 
graphe précédent,  est  générale.  Reprenons  l'équation  différentielle 
d'ordre  m  du  paragraphe  19,  et  l'équation  (12)  de  degré  m  —  h  en  /•, 
que  nous  désignerons  par 

<p(r)  =  o. 
Si  l'on  pose 

y  =  (x  —  <2)''i[c0-f-  Ci  ( .r  —  a)  -\~. .  .-+-  c/c(x  —  «)*-+-. . .], 

on  pourra  déterminer  de  proche  en  proche  les  coefficients  c  en  fonc- 
tion du  premier,  en  prenant  pour  rA  une  racine  de  l'équation  cp(r)  ==  o. 
On  reconnaît  bien  aisément  que,  les  coefficients  jusqu'à  Ck-\  ayant 
été  déterminés,  le  coefficient  de  eu  dans  l'équation  du  premier  degré 
qui  le  détermine  est 

<p(r,-HÀ:), 

et,  par  conséquent,  si  l'équation  ©(/")  =  0  n'a  pas  de  racine  de  la 
forme  r{  -\-  /r,  en  désignant  par  k  un  entier  positif,  on  pourra  déter- 
miner un  développement  de  la  forme  indiquée. 

Le  théorème  précédent  comprend  évidemment,  comme  cas  parti- 
culier, le  théorème  relatif  à  l'équation  fondamentale  déterminante 
pour  le  cas  où  toutes  les  intégrales  sont  régulières,  en  ce  qui  concerne 
du  moins  la  formation  des  développements.  Mais,  pour  ce  qui  regarde 
la  convergence  des  développements,  nous  sommes  dans  des  conditions 
bien  différentes.  Il  est  clair,  d'après  le  cas  particulier  du  paragraphe 
précédent,  que  les  développements  ainsi  obtenus  sont  en  général 
divergents  et  que  nous  n'obtenons  ainsi  que  des  séries  satisfaisant 
formellement  à  l'équation  différentielle  sans  représenter  une  inté- 
grale. Si  les  racines  de  ©  (/*)  =  °  sont  tenes  °iue  'a  différence  de  deux 
quelconques  d'entre  elles  n'est  pas  un  entier,  on  obtiendra  m  —  Il  dé- 
veloppements. 

22.  Les  développements  que  nous  venons  d'obtenir  ne  sont  pas  les 
seuls  que  l'on  puisse  tirer  d'une  équation  différentielle  linéaire  dans 
le  voisinage  d'un  point  singulier.  Nous  énoncerons  plus  loin  un  théo- 
rème général  à  ce  sujet,  mais  considérons  d'abord  un  point  singulier 
d  une  nature  spéciale.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  plaçons  le  point 
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singulier  à  l'infini,  et,  l'équation  étant 
dmy  dm-iy 

nous  supposons  que  tous  les  coefficients/?  soient  continus  pour  x  =  oc. 
c'est-à-dire  que  les  p  soient  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  -•  Nous  aurons  donc 
x 

/?i    =  a0H 1 ?  "*" 


p,  =b^- 

-+- 

b. 

Pm  =  h  "H  ^ 

■+- 

U 

—t  -h.    . 
x1 

Posons 


>\x 


L'équation  en  u  sera  de  même  forme,  et  le  terme  indépendant  de  x 
dans  le  coefficient  de  u  sera 

En  égalant  ce  polynôme  à  zéro,  nous  avons  une  équation  d'ordre  ni, 
dont  nous  supposerons  les  racines  différentes,  soit  )M ,  X2,  .  . .,  \m.  En 
posant  donc  y  =  e^ixu,  nous  avons  une  équation 


dxm         \    °        iP  "/  rfa?'»-1 

H_/*'4.*l  +       \  ffîî +  /'*!  _».  £ '_+.       \M  =  o 

.  \    °        .r        '  '  '  /  6/5?        \  x        x-       '  '  ' } 

Cherchons  maintenant  à  obtenir  un  développement  de  la  forme 

(k         A,        A,  \ 

K  =  a?pi     A0-3 1 j -*-..".  J  (A0^o). 

\  x         x2  I 

Le  terme  de  degré  maximum  sera  le  terme  de  degré  p<  —  1,  et  Ton 
aura  comme  coefficient  de  ce  terme 

Ao(^opi+  ^i)  =  0. 
On  doit  par  suite  prendre 

'  1  n 
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p  étant  ainsi  choisi,  les  coefficients  A,,  A2,  ...  se  déterminent  de 
proche  en  proche,  et  Ton  obtiendra  finalement,  pour  l'équation  (i3), 
le  développement 

et /^  —  i  développements  analogues  correspondant  aux  racines!,,  ..., 
Am.  Mais  ces  développements  ne  sont  pas  en  générai  convergents  ; 
il>  satisfont  formellement  à  l'équation  différentielle,  mais  ne  repré- 
sentent pas  une  intégrale. 

L  ne  remarque  importante  est  à  faire  relativement  aux  nombres  p. 
D'après  la  théorie  générale  des  points  singuliers,  il  y  a  en  général 
m  intégrales  se  reproduisant  multipliées  par  des  facteurs  constants 


quand  x  tourne  autour  d'un  point  singulier,  c'est-à-dire  ici,  puis- 
qu'il s  agit  du  point  à  l'infini,  quand  x  décrit  une  circonférence  de 
très  grand  rayon.  Si  les  développements  que  nous  venons  de  trouver 
étaient  convergents,  nous  aurions  facilement  les  nombres  w,  car  on 
aurait  évidemment 

o>/,  =  e27up/,         (  Ji  —  ! ?  2,  . . . ,  m). 

Mais,  quand  les  développements  sont  divergents,  les  nombres  p 
n'ont  aucune  relation  simple  avec  les  nombres  to.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  les  points  singuliers  de  la  nature  de  ceux  que 
nous  venons  de  rencontrer  dans  ce  paragraphe. 

23.  Dans  tous  les  cas,  on  pourra  toujours  trouver  des  développe- 
ments plus  ou  moins  analogues  à  ceux  qui  ont  été  obtenus  dans  le 
cas  particulier  précédent.  Enonçons  seulement  ici  une  proposition 
due  à  M.  Thomé  (Mémoires  cités).  Nous  reprenons  une  équation 
ayant  comme  point  singulier  le  point  a,  celui-ci  étant  un  pôle  pour 
les  coefficients  p.  On  pourra,  en  général,  trouver  m  expressions 
de  la  forme 

e     -l     UJ(x  —  a)?  [A0-+-  Ai  (a?  —  a)  -h.  .  .J, 

Q  étant  un  polynôme  d' un  degré  convenablement  choisi  en  - , 

p  désignant  une  constante.   11  est  essentiel  d'ajouter  que  la  série 
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entière 

A0-H  A,  (a?  —  a)  -+-  .  .  . 

ne  converge  pas  en  général,  et  que  nous  avons  là,  par  conséquent, 
comme  plus  haut,  une  expression  satisfaisant  for  me  lie  nie  lit  à  l'équa- 
tion différentielle,  mais  ne  représentant  pas  une  intégrale. 

La  démonstration  du  théorème  précédent  ne  présente  aucune 
difficulté;  mais,  comme  il  y  a  malheureusement  peu  de  parti  à  tirer 
de  ce  résultat  plutôt  négatif,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas.  J'ajoute 
seulement  que,  dans  certains  cas  spéciaux,  les  formes  précédentes 
peuvent  se  trouver  en  défaut;  il  est  peut-être  nécessaire  d'ajouter  des 
termes    contenant  des   logarithmes   et  même,   dans   certains   cas,    de 

considérer  des  développements  où  (x —  a)  est  remplacé  par  (x —  cif 
(p  étant  un  entier).  Je  renverrai,  pour  ces  cas  particuliers,  à  la  thèse 
de  M.  Fabry  («). 


IV.  —  Calcul  des  intégrales  irrégulières  et  de  la  substitution  relative 
à  un  contour  fermé.  —  Groupe  d'une  équation  linéaire. 

2i.  Les  développements  que  nous  venons  d'obtenir  n'étant  pas  en 
général  convergents,  nous  n'avons  jusqu'ici  aucun  moyen,  dans  le 
cas  des  intégrales  irrégulières,  d'obtenir  effectivement  les  coefficients 
des  développements  de  ces  intégrales  dont  nous  connaissons  seule- 
ment la  forme  analytique. 

Supposons  que  l'origine  soit,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  3, 
un  point  singulier  de  notre  équation  différentielle.  A  l'intérieur  d'un 
cercle  C,  ayant  l'origine  pour  centre,  et  un  rayon  moindre  que  la 
distance  de  l'origine  au  point  singulier  le  plus  voisin,  toute  intégrale 
est  une  fonction  analytique  f(z),  n'ayant  d'autre  point  singulier  que 
l'origine.  Supposons  le  rayon  /•  du  cercle  C  moindre  que  l'unité; 
nous  allons  montrer  qu'on  peut  trouver  un  développement  en  série 
de  la  fonction,  valable  pour  tous  les  points  du  cercle,  quel  que  soit  le 
chemin  suivi  par  la  variable.  Faisons,  en  effet,  la  transformation 

1 

x  = 

loizz 


(')  E.  Fabry,  Sur  les  intégrales  des  équations  dijférentielles  linéaires  à  coef/i 
cients  rationnels  (Paris,  Gauthier-VHlars,  i885). 
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Au   cercle   C   du   plan   des  z   correspond  dans   le   plan  des    x  un 
cercle  G'  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  centre  le  point 


i 


en  désignant  par  //•  le  logarithme  arithmétique  de  r ;  et  si,  comme 
nous  le  supposons,  /•  est  moindre  que  l'unité,  aux  points  à  l'intérieur 
du  cercle  C  correspondent  des  points  à  l'intérieur  du  cercle  C  Par 
la  transformation 


la  fonction  f( z)  devient  donc  une  fonction  de  x,  qui  est  holomorphe 
à  l'intérieur  du  cercle  G'.  On  peut  la  développer  suivant  les  puis- 
sances de 

i 
ilr 

et  l'on  a  par  conséquent,  pour  f(z),  le  développement 


(.4)  /^  =  2A»(lo= 


I 

>2\Z  lit 


où  les  Alw  sont  des  constantes,  et  ce  développement  est  valable  à 
l'intérieur  du  cercle  G.  Aux  déterminations  multiples  de  log\s  corres- 
pondent les  déterminations  muJtiples  de  la  fonction. 

Ce  développement  peut  être  utilisé  dans  diverses  circonstances  ('). 
Pour  les  équations  linéaires,  qui  nous  intéressent  ici,  on  peut  tirer 
des  développements  précédents  le  calcul  des  coefficients  de  la  substi- 
tution correspondant  à  une  circulation  de  la  variable  autour  de 
l'origine.  Considérons,  en  effet,  un  système  fondamental  d'intégrales 

données  par  des  développements  analogues  au  développement  (i4) 
et  en  donnant  à  logz  une  de  ses  déterminations.  Quand  on  tourne 
une  fois  autour  de  l'origine,  on  aura,  en  revenant  au  point  de  départ, 


(')    K.    Picard,   Sur  une  classe  de  fondions  non  uniformes  (Comptes  rendus, 
t.  LXXXVIII,  1879). 
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d'autres  déterminations 

F,  (s),     F,(*),     ...,     F/n(z), 

qui  se  déduiront  des  premières  en  remplaçant  loge  par  loge  -f-  -àtzL 
On  devra  avoir 

F,(s)    =an/,(2)    -+-a12fz{z)   -h. .  .-h  aimf„t(z), 
Fs(«)    =a2ifi(z)   -ha22f2(z)   -+-. .  .h-  a2mfm(z), 


Fm  (  z)  =  ami  ft(*)-h  am2  fi(x)-h...  -H  «/«„!  /m  (  -s), 

et  ce  sont  les  coefficients  de  cette  substitution  que  nous  nous  propo- 
sons de  déterminer.  En  représentant  /',  (z)  par  la  série 

_• lV 

logj        ilr)    ' 

i  i 


n=  x, 

on  aura 

n  —  oo 

F,(~-)  =  ^ 

Or  la  fonction 

«r=0 

log«  -+-  mi        ilr 


log.3  -+-  2  7Tt 

est  une  fonction  de  la  nature  de  celles  que  nous  venons  d'étudier, 

c'est-à-dire  qu'elle  a  le  seul  point  singulier  O  dans  le  cercle  C.  On 

peut  donc  développer  l'expression  précédente  en  série  suivant  les 

puissances  de 

i  [ 

logs         }.lr 

En  substituant  dans  F,  (z)  ce  développement,  on  aura  le  dévelop- 
pement de  F,  (z)  suivant  les  puissances  de  cette  différence,  et  la 
comparaison  des  coefficients  nous  fera  connaître  par  des  équations 
du  premier  degré  les  quantités 

et  l'on  aura  de  même  les  autres  quantités  a.  La  substitution  corres- 
pondante à  la  circulation  autour  de  l'origine  se  trouvera  donc  ainsi 
déterminée;  il  est  clair  que  les  coefficients  de  cette  substitution  se 
présentent  sous  forme  de  séries  indéfinies,  mais  on  ne  peut  songer  à 
les  exprimer  en  général  à  l'aide  de  fonctions  simples  des  coefficients 
de  l'équation  proposée. 

P.  —   [II.  20 
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25.  Je  proposerai  encore  une  autre  méthode  pour  calculer  la 
substitution  relative  à  une  circulation  de  la  variable  autour  d'un 
point  singulier.  Celle  méthode  va  même  nous  permettre  de  consi- 
dérer un  contour  fermé  comprenant  non  pas  seulement  un  point 
singulier,  mais  un  nombre  quelconque  de  singularités.  On  peut 
supposer  que  le  contour  fermé  est  défini  par  l'équation 

*  =  P(Ô), 

P(0)  étant  une  fonction  analytique  de  la  variable  réelle  9,  admettant 
la  période  2tt,  de  sorte  que  le  point  z  revient  au  point  de  départ 
quand  G  a  augmenté  de  27:.  En  substituant,  dans  l'équation  différen- 
tielle, cette  valeur  de  z,  on  a  une  équation  différentielle  linéaire  à 
coefficients  périodiques  et  continus  pour  toute  valeur  réelle  de  8. 
D'après  ce  que  nous  avons  dit  (p.  88  de  ce  Tome  et  §  3  de  ce  Cha- 
pitre), toute  intégrale  peut  être  représentée  par  une  série  conver- 
gente pour  toute  valeur  réelle  de  8.  Représentons  donc  m  intégrales 
formant  un  système  fondamental  par 

/i(6),    /î(Ô),     ••-,    A.CB), 

ces  intégrales  étant  représentées  par  les  séries  que  donne  la  méthode 
des  approximations  successives,  et  que  nous  pouvons  regarder  comme 
connues.  Si  l'on  tourne  une  fois  le  long  du  circuit,  on  obtiendra 

/1(0-h2Tt),    /,(0  +  aic),      ....    /»,(■•  4- air). 
On  doit  avoir 

/i(e-haic)  =  «11/1(6)  4-««/2(6)  +.-.+  a,w/w(8). 
/2(0-h2ir)  ■=««/! (6)  +«22/2(6)  -K.".-t-o*i#t/iï*(û), 
1 

/m  (  6  +  »tf)  =  a,„ !  /  (  0  )  4-  am  f>  (  0  )  4- . . .  -+-  am,„  /OT (  6  ) , 

et  nous  voulons  calculer  les  coefficients  a.  Pour  obtenir 

(lll,        «12,         •  •  •  ,        «1  /«, 

nous  considérerons  les  m  équations 

/,(8-i-2<ï0  =  «11/1(6)  4-«12/2('6)  -h...  +  «i,«/,„(fl), 

/J(6  4-  21c)  =  «,,  /  (  0  .         -+-  a„  /2(6)         +. .  .4-  atOT  /m(0), 

» 

/}'»-*»(6  +  aic)=a11/iw-1>(e)  +  alt/i«-*»(e)4--....^^„/^1,<.»). 
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Pour  une  valeur  particulière,  d'ail  leurs  arbitraire,  donnée  à  G, 
nous  aurons  un  système  d'équations  du  premier  degré  déterminant 
aM,  <7,2,  ••-,  (i\m-  Le  déterminant  de  ces  inconnues  ne  sera  d'ailleurs 
pas  nul,  puisque  nous  sommes  parti  de  m  solutions  formant  un 
système  fondamental.  On  aura  donc  ainsi  tous  les  coefficients  de  la 
substitution,  en  calculant  de  la  même  manière  les  autres  lignes 
formées  par  les  a. 

26.  La  méthode  précédente  nous  permet  de  faire  une  importante 
remarque  sur  la  nature  analytique  des  coefficients  de  la  substitution 
que  nous  venons  de  calculer.  Supposons  que  les  coefficients  de 
l'équation 

d»>  y  d'»-1  y 

dxm       '     dx>"-i  J  "'•/ 

soient  des  fractions  rationnelles  de  x,  et,  après  avoir  décomposé  ces 
fractions  en  éléments  simples    7  -. ^-tt>   considérons   comme   des 

r  _4  (  X  —  Cli  )k 

paramètres  les  coefficients  A/#  des  différents  termes.  Il  résulte  immé- 
diatement de  ce  que  nous  avons  vu  (p.   88  de  ce  Volume)  que  les 

intégrales 

/tCO),    /2(6),     ...,    /,„(0) 

du  paragraphe  précédent,  considérées  comme  fonctions  des  para- 
mètres A,  sont  des  fonctions  entières  de  ces  quantités.  Il  en  résulte 
que  les  coefficients  de  la  substitution  correspondant  à  un  chemin 
fermé  quelconque  sont  des  fonctions  méromorphes  des  A  pour 
toutes  les  valeurs  de  ces  paramètres  (1). 

27.   Définissons,  pour  terminer  ce  Chapitre,  ce  qu'on  entend  par 


(')  M.  Poincaré  démontre  le  même  théorème  dans  son  Mémoire  Sur  les  groupes 
des  équations  linéaires  {Acta  mathematica,  t.  IV,  p.  212)  en  s'appuyant  sur  les 
théorèmes  généraux  relatifs  aux  équations  aux  dérivées  partielles.  La  méthode  de 
calcul  que  nous  avons  suivie  fait  connaître  immédiatement,  comme  on  vient  de  voir, 
la  nature  analytique  des  coefficients  de  la  substitution;  on  verrait  d'ailleurs  très 
facilement  que  la  marche  suivie  au  paragraphe  24  conduit  au  même  résultat.  On 
trouvera  d'autres  méthodes  pour  la  recherche  qui  vient  de  nous  occuper  dans  les 
Mémoires  de  M.  Hamburger  {Journal  de  Crelle,  t.  83)  et  de  M.  Mittag-Leffler 
{Acta  mathematica,  t.  XV).  Voir  aussi  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Jordan  (t.  III, 
p.  187),  mon  article  cité  page  276  et  deux  Mémoires  de  M.  von  Koch  {Acta  mathe- 
matica, t.  XV  et  XVI). 
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groupe  d'une  équation  linéaire.  Soit  une  équation  linéaire  à  coef- 
ficients uniformes  ayant  dans  tout  le  plan  un  nombre  limité  de  points 
singuliers.  Considérons  un  système  fondamental  d'intégrales 

/h      72i       ••:      Y  ni 

définies  dans  une  certaine  région  du  plan  à  contour  simple,  ne  com- 
prenant aucun  point  singulier.  Quand  le  point  5,  partant  d'un  point 
de  cette  région,  y  revient  après  avoir  décrit  un  contour  quelconque, 
on  a,  au  lieu  de  y{ ,  y2,  •  •  •  ■>  y  mi  m  autres  intégrales  de  la  forme 

«11/1  +«i2jKa  -+-.  •  •-+-  aUnym, 
1   «21JK1   +«22.72   +."+02m7m, 

«/«1  y\  •+-  "/«2/2+-  ■  •+  ammym, 

les  a  étant  des  constantes.  L'ensemble  des  substitutions  (S)  à 
effectuer  sur  j',,  y2,  ...,  ym  pour  trouver  toutes  les  valeurs  prises 
par  ces  intégrales  en  un  point  5,  quel  que  soit  le  chemin  suivi, 
s'appelle  le  groupe  de  l'équation  différentielle.  Toutes  ces  substi- 
tutions forment  bien  un  groupe;  car,  si  l'on  prend  deux  quelconques 
d'entre  elles,  la  substitution  obtenue  en  effectuant  sur  les  y  d'abord 
la  première,  puis  la  seconde,  appartient  encore  au  groupe,  puisqu'elle 
correspond  au  chemin  total  formé  par  les  deux  chemins,  répondant 
aux  deux  substitutions  initiales,  parcourus  successivement  dans 
l'ordre  indiqué.  On  désigne  sous  le  nom  de  produit  de  deux  substi- 
tutions la  substitution  résultant  de  la  composition  des  deux  substi- 
tutions, effectuée  comme  il  vient  d'être  dit. 

Si  nous  désignons  par  S  et  S'  les  deux  substitutions,  nous  dési- 
gnerons leur  produit  par 

SS', 

en  entendant  qu'on  fait  d'abord  la  substitution  S  et  ensuite  la 
substitution  S'.  L'ordre  des  facteurs  du  produit  n'est  pas  indifférent, 
et  le  produit  précédent  ne  sera  pas,  en  général,  égal  au  produit 

S'S, 

qui  correspondrait  à  la  substitution  S',  effectuée  d'abord,  suivie  de 
la  substitution  S. 

Puisque  les   points   singuliers  sont  en   nombre   fini,    tout  chemin 
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partant  d'un  point  et  j  revenant  se  ramènera  à  une  succession  de 
chemins  tournant  autour  des  divers  points  singuliers,  et,  par  suite, 
toute  substitution  du  groupe  pourra  s'obtenir  à  l'aide  d'un  certain 
nombre  de  substitutions 

Si,    s2,    . . . ,    s„. 

Elle  sera  donc  de  la  forme 

S«»Sf».  ..sç*sg«...f 

qui  correspond  à  la  substitution  S<  effectuée  a,  fois,  suivie  de  la  sub- 
stitution S2  effectuée  ou  fois,  et  ainsi  de  suite,  pour  revenir  à  la 
substitution  S,  effectuée  (3<  fois,  etc. 

Remarquons  que  le  groupe  d'une  équation  différentielle  n'est  pas 
absolument  déterminé.  Nous  venons  de  partir  d'un  certain  système 
fondamental,  ce  qui  nous  a  donné  un  groupe.  En  partant  d'un  autre 
système  fondamental,  on  aurait  obtenu  un  autre  groupe;  mais  il  est 
clair  que  ces  deux  groupes  sont  étroitement  liés  l'un  à  l'autre. 
Chaque  substitution  du  second  groupe  se  déduit,  en  effet,  aisément 
d'une  substitution  du  premier.  Soit  S  la  substitution  permettant  de 
passer  du  premier  système  fondamental  au  second;  toute  substitu- 
tion du  second  groupe  sera  de  la  forme 

2  S  S-1, 

S  désignant  une  substitulion  du  premier  groupe,  et  £~*  étant  la  sub- 
titution  inverse  de  S. 

Nous  avons  déjà,  d'ailleurs,  donné  au  Tome  II  quelques  indications 
au  sujet  des  groupes  des  substitutions  linéaires. 


3io 
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CHAPITRE  XII. 

DES  FONCTIONS  HYPERGÉOMËTRIQUES 


I.  —  Le  problème  de  Riemann  et  le  groupe  de  la  fonction 
correspondante  (1). 

1.  En  reprenant,  après  Euler  et  Gauss,  l'étude  des  séries  hyper- 
géométriques,  Riemann  se  pose  un  problème  qui  est  étroitement  lié 
à  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires,  et  qui  sera  pour 
nous  une  application  des  théories  générales  exposées  dans  le  Chapitre 
précédent. 

Nous  allons  nous  proposer  de  trouver  une  fonction  jouissant  des 
propriétés  suivantes  :  elle  est  uniforme  et  continue  dans  le  voisinage 
de  tout  point  du  plan,  y  compris  le  point  à  l'infini,  à  l'exception  de 
trois  points  singuliers  a,  6,  c;  de  plus,  entre  trois  déterminations  de 
la  fonction  en  un  même  point,  existe  une  relation  homogène  et 
linéaire  à  coefficients  constants;  enfin,  la  nature  de  deux  détermina- 
tions linéairement  indépendantes  est  donnée  comme  il  suit  dans  le 
voisinage  de  chaque  point  singulier.  Dans  le  voisinage  de  «,  on  a 
deux  déterminations  linéairement  indépendantes  de  la  forme 

(x  —  a)«J\(x),     (x  —  a)«'/2(a?), 

f{  et  f-2  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  #,  et  ne  s'annulant 
pas  pour  x  =  a.  On  a  de  même,  pour  le  voisinage  de  6,  deux  déter- 
minations analogues  en  remplaçant  seulement  les  exposants  a  et  aJ 
par  [i  et  £}',  et  enfin,  pour  le  point  singulier  c,  on  aura  les  exposants 

Y  et  Y'- 


( l  )  B.  Riemann.  Beitràge  zur  Théorie  der  durck  die  Gaussische  Reihe  F  (a,  j3,  y,  x) 
darstellbaren  Functionen  \Wlerke,  ou  traduction  française,  p.  6i  (Gauthier-Villars)] 
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Nous  allons  voir  dans  un  moment  que  la  somme 

ne  peut  être  arbitraire,  et  qu'elle  doit  se  réduire  nécessairement  à  un 
entier.  Nous  achèverons  de  fixer  renoncé  du  problème  en  ajoutant 
que  cette  somme  se  réduit  à  V unité. 

Nous  pouvons,  sans  nuire  à  la  généralité,   supposer  a  =  o,  b  —  i , 

c  =  ce  (on  doit  remplacer  seulement  x  —  c  par  - 


2.  Désignons  alors  par  j',  et  y2  deux  déterminations  linéairement 
indépendantes  de  la  fonction  cherchée  y.  Celle-ci  satisfait  évidem- 
ment à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 


d'y 

dx9- 

dy 

dx 

d*yt 

dx*- 

dy_i 

dx 

d«-  y. 

dy. 

dxi 

dx 

y 


yi 


y-2 


que  nous  écrirons  sous  la  forme 


d1  y  dy 

dx*        *   dx        7" 


Nous  allons  étudier  la  nature  des  coefficients  p  et  q.  Nous  avons 


.72 


d\Vi 
dx* 


fi 


d-j'o 
~dx~ï 


P=~ 


y* 


dyx 
dx 


dy, 
dx 


dy,  d-  y{ 
dx     dx** 


dy\  d2y, 
dx     dx'2 


9  = 


yi 


dyi 
dx 


•7i 


dy* 
dx 


Considérons  le  produit 


(0 


dy* 


(/>£-r^] 


■)-P-P' 


et  étudions-le  dans  le  voisinage  des  trois  points  singuliers.  Puisque 
le  premier  facteur  se  reproduit  à  un  facteur  constant  près,  quand  on 
met  à  la  place  de  y{  et  y2  une  combinaison  linéaire  de  ces  mêmes 
fonctions,  nous  pouvons  supposer  que  yt  et  y-2  représentent  les  deux 
déterminations  dont  la  forme  analytique  est  connue  dans  le  voisinage 
de  chaque  point  singulier.  Or,  soi l  d'abord  le  point  singulier  x  =  o; 
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on  prendra 

y\  =  **A  ( »).         >'2  =  a?*'/, (a? )        [/i  ( o )/2 (o )  ^  o]. 

Il  résulte  de  là  que  l'expression  (i)  sera  holomorphe  dans  le  voisi- 
nage de  x  =  o.  11  en  est  de  même  pour  x  =  i.  Passons  au  point  à 
l'infini;  on  peut  prendre  pour  x  très  grand 

F,  el  F 2  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 

de  -•  En  substituant  dans  l'expression  (i).  celle-ci  se  présente  sous 

la  forme 

a-i-a-a'-p-p  ^r-Y'*J/(a?), 

&(x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  à  l'infini.  La  fonc- 
tion (i),  étant  holomorphe  pour  tout  point  à  distance  finie,  sera  uni- 
forme autour  du  point  à  l'infini  et,  par  suite,  la  somme 

se  réduit  nécessairement  à  un  entier  positif  ou  négatif. 

Il  n'est  pas  possible  d'admettre  que  la  somme  précédente  soit  un 
entier  supérieure  un,  car  l'expression  (i),  étant  alors  holomorphe 
dans  tout  le  plan,  même  à  l'infini,  serait  une  constante,  et,  comme 
elle  serait  nulle  pour  x  =  x,  elle  serait  identiquement  nulle  et  nous 

aurions,  par  suite, 

dy  \  dyi 


y*  ~dj-  -*  ^  =  °' 


y»- 


ce    qui    entraîne    —  =  eonsl. ,    conclusion    contradictoire    avec    nos 
hypothèses. 

Nous  adopterons,  comme  nous  l'avons  dit,  l'hypothèse 

a  -h  a'  -h  p  -+-  P'-h-  y  ■+-  y'  =  l ■ 

L'expression  (i),  étant  holomorphe  dans  tout  le  plan,  même  à  l'in- 
fini, se  réduit  encore  à  une  constante,  et  celle-ci  n'est  pas  nulle  pour 
la  raison  que  nous  venons  de  dire. 

3.    Nous  pouvons  étudier  de  la  même  manière  l'expression 
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Elle  a  pour  pôles  simples  les  points  x  =  o  et  x  =  i  et  n'a  pas  d'autre 
singularité  à  distance  finie. 

Dans  le  voisinage  de  x  =  oo,  elle  est  de  la  forme 


-/(x)  étant  une  série  entière  en  -•  Elle  se  réduit  donc  à  une  fraction 

rationnelle  ayant  pour  pôles  simples  x  =  o  et  x  =  i  à  distance  finie  et 
s'annulant  pour  x  =  ce  :  elle  est,  par  suite,  de  la  forme 

Ax-+-  B 
x(x  —  i)' 

A  et  B  étant  des  constantes. 

En  étudiant  de  la  même  manière  le  produit 


dyi  d*yi  _  dy\  d'2y2 
dx     dx'1  dx     dx 


rl\  arHXr-a:+i(i_ay)-P-P'+i. 


dans  le  voisinage  des  points  o,  i  et  oc,  on  reconnaît  qu'il  se  réduit  à 
une  fraction  rationnelle  de  la  forme 


Car* h-  D, 


x*(x  —  iy 


De  là,  nous  concluons  que  la  fonction  cherchée  y  satisfait  à  une 
équation  de  la  forme 

d*y         Ax-^B    dy        G  x2  -4-  D  x  -4-  E      _ 
dx'1        x(x — i)  dx  x-(x  —  i)2     ^  ~    ' 

A,  B,  C,  D,  E  étant  des  constantes  qu'il  reste  à  déterminer.  Cette 
détermination  sera  facile  en  écrivant  qu'il  y  a,  dans  le  voisinage  des 
points  singuliers,  des  intégrales  de  la  forme  indiquée.  Nous  simplifie- 
rons le  calcul  en  supposant 

ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  du  problème,  puisque  ceci 
revient  à  envisager,  au  lieu  de  la  fonction  y,  la  fonction 

yx-* '(  i  —  x)~$' . 
Nous  supposons  donc  a'=  3'=  o,  et  il  nous  reste  quatre  constantes 
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a,  [3,  Y  et  y'  liées  par  la  relation 

L'équation  fondamentale  déterminante  relative  au  point  x  =  o  est, 
pour  l'équation  (2)  qui  a  ses  intégrales  régulières  en  ce  point, 

/•*(/•  —  1)  —  B/'+E=:0. 

Elles  doivent  être  égales  à  zéro  et  à  a.  On  a  donc 
E  =  o,  B  =  a  -  1. 

Pareillement,  l'équation  fondamentale  déterminante  relative  au 
point  x  =  1  est 

r(r-i)  +  (A  +  B)r+  C  +  D  =  o, 

Kl  le  a  pour  racines  zéro  et  jB.  On  a  donc 

G  +  D  =  o,         A  =  1  -  a  —  f. 

Il  ne  nous  reste  plus  que  la  constante  C  à  déterminer;  nous  avons 
l'équation 

cfi  y  dy 

y  dxï  dx  J 

Posons  y  =  xr,b(x),  <j>(#)  étant  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  ->  et  substituons  dans  l'équation  différen- 
tielle. En  égalant  à  zéro  le  coefficient  du  terme  de  degré  le  plus 
élevé  en  x,  nous  avons  de  suite  l'équation  en  r 

/'(r-i)  +  Â/'  +  C-o. 

Cette  équation  doit  avoir  pour  racines  — y  et  — y'.  On  aura  donc 

G  =  TY', 
et  il  faut  vérifier  que  l'on  a 

1  -  A  =  —  y  —  y', 

ce  qui  a  bien  lieu,  car  cette  relation,  en  remplaçant  A  par  sa  valeur 
trouvée  plus  haut,  revient  à 

a  -+■  (J  -h  y  -+-  y'  =  '  • 
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Nous  avons  donc  finalement  V équation 

(p.  y  cl  y 

x{x  _  l)~dPï  +  ^"2  —  a  ""  ^)X  +  a  ~  ^  %  *  r('y  ^  °' 

C'est,  avec  un  changement  seulement  clans  les  notations,  L'équa- 
tion différentielle  à  laquelle  satisfait  la  série  hyper  géométrique 
(Chap.  XI,  §  14). 

Si,  au  lieu  de  supposer  a/=p/=o,  nous  les  avions  laissés  arbi- 
traires, nous  aurions  obtenu  par  un  calcul  tout  semblable  l'équation 
du  second  ordre  correspondant  au  cas  général,  qu'il  est  inutile 
d'écrire.  Remarquons  seulement  que  cette  équation  n'aura  d'inté- 
grales de  la  forme  voulue  que  si  aucune  des  différences 

a  — a',     p-P',     y  — .Y' 

n'est  un  nombre  entier.  C'est  d'ailleurs  une  hypothèse  que  Riemann 
fait  explicitement  dans  son  Mémoire.  Nous  savons,  d'après  les  géné- 
ralités du  Chapitre  précédent,  que  des  logarithmes  s'introduiraient 
dans  la  forme  des  intégrales  si  quelqu'une  de  ces  différences  était 
entière. 

i.  Reprenant,  pour  plus  de  symétrie,  les  six  exposants  a,  a',  p,  [J', 
y,  y'  correspondant  aux  points  singuliers  a,  6,  c,  désignons  par 


les  deux  solutions  de  la  forme  indiquée  dans  le  voisinage  de  x  =  a\ 
chacune  d'elles  est  déterminée  seulement  à  un  facteur  près.  Soient 
pareillement 

Pp     et     Pp>         puis         I',-     et     Py' 

Fig.   i5. 
b. 


CL 


les  solutions  correspondant  aux  points  b  et  c.  Traçons  dans  le  plan 
un  contour  fermé  F  (un  cercle,  par  exemple),  passant  par  les  trois 
points  a,  b,  c  (fig.  iô).  Les  six  fonctions 


P«.      P»',      PB,      PS,      Pv,      P 


p« 

= 

«P 

PpH-«P 

pP'. 

Pa 

= 

a'$ 

Pp-wajï 

pp'. 

Pa 

= 

a  r 

PY+aY/ 

Py. 

Pa 

= 

d'y 

Py  -f-  aL 

pr. 

«P 

ap' 

a  y 

a 

ajj' 

a'p' 

SÇ' 

« 
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sont  lioloniorphes  à  l'intérieur  de  Y  et  à  l'extérieur  de  cette  courbe, 
puisque  dans  tout  Je  plan,  y  compris  le  point  à  l'infini,  elles  ont 
seulement  pour  points  singuliers  les  trois  points  a,  b,  c. 

Considérons  les  fonctions  précédentes  à  l'intérieur  de  T.  On  doit 
avoir  entre  elles  des  relations  de  la  forme 


(3) 


les  coefficients  a  étant  des  constantes.  Considérons  les  quotients  de 
deux  coefficients  de  même  indice  inférieur;  de  ces  quatre  quotients 

i  i) 

trois  doivent  être  déterminés  en  fonction  du  quatrième,  puisque  les 
six  fonctions  P  sont  déterminées  chacune  à  un  facteur  constant  près. 
C'est  cette  détermination  que  nous  allons  effectuer  avec  Kiemann. 
Quelle  que  soit  la  détermination  considérée,  on  a  deux  chemins 
équivalents  en  tournant  une  fois  autour  du  point  c  dans  le  sens 
positif,  et  en  tournant  successivement  autour  de  a  et  b  dans  le  sens 
négatif.  Prenons  par  exemple  Pa;  quand  la  variable  tourne  une  fois 
dans  le  sens  positif  autour  de  c,  Pa  se  change  en 

aYe^'l  Py  -+-  aye^'Y  Py/, 

comme  le  montre  de  suite  l'expression  de  Pa  en  fonction  de  Py  et  Py* 
quand  la  variable  tourne  successivement  autour  de  a  et  b  dans  le 
sens  négatif,  Pa  se  change  en 

Un  a,  par  suite,  la  relation 

ay  e2"P"  Py  -+-  a  y  e2ï'™'  Py,  =  e-*-a.Tii  (  a§  e-^'Pp  -4-  ap>  e-2P'™'  Pp,  ), 

à  laquelle  nous  adjoignons  l'égalité 

ayPy-h  ay/PY/=  «pPp+  ap'Pp'. 

On  a  deux  relations  analogues  en  remplaçant  a  par  al  et  les  coeffi- 
cients a  par  les  coefficients  a'.  En  éliminant  Py  et  Py'  entre  ces  quatre 
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relations,  on  aura  deux  relations  homogènes  et  linéaires  entre  Pp  et 
Pp',  et,   par  suite,    dans  ces   dernières,   les   coefficients  de  Pp  et  Pp 
seront  nuls,  ce  qui  va  nous  donner  quatre  équations  entre  les  a. 
Un  calcul  très  facile  donne  ainsi  les  quatre  équations 


(5) 


ay  a$  e—a-izi  sin  (a  -h  13  -h  y')7t  _  a$>    raît1'  sin  (a  -+-  (3' -h  y')  tu 

ai,    ~~~  a'o  e-a'^' sin(a'+ ^  4- y')tt         a'%  e-a'7u  sin(a'-h  p'  +  y')ir 

ay  _  a$  e~a7"  sin(a -h  (3 -h  y)?!    _  ap'    e  ~a7"  sin(  a  -h  p'-+-  y)7i 

a'/  ~~  a'o  e-a"IM'sin(a'-h  P  H- y)ir         ak»  e-a'rc*  sin  (a' h-  [3' -h  y)7r" 


Ces  quatre  relations  se  réduisent  à  trois,  comme  ce  doit  être, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut.  On  trouve,  en  effet,  deux 
fois  la  valeur  du  quotient 

La  comparaison  de  ces  valeurs  donne 

sin  (a  -4-  p'-+-  y'  )rc  sin(a'  +  (3  -4-  y')7t  __  sin  (a  H-  3'  -+-  y  )tt  sin  (a' h-  P  -+-  y)7t 
sin  (a  -h  |3  -h  y')7r  sin(a'-h  p'-*-  y')7i        sin(  a' -h  fi'-+-  y  )tt  sin  (a  -+-  p  -f-  y)Tt' 

équation  qui  est  bien  vérifiée,  à  cause  de  l'égalité 

5.  £a  recherche  précédente  conduit  à  la  détermination  du 
groupe  de  V équation.  Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  a  un  système 
de  nombres  a  satisfaisant  aux  relations  (5),  il  y  aura  certainement 
six  déterminations 

(6)  P«,      Pa',      Pp,      Pp-,      Py,      Py' 

de  la  fonction,  ayant  la  forme  indiquée  autour  des  points  singuliers 
et  satisfaisant  aux  relations  (3).  En  effet,  en  multipliant  les  six  déter- 
minations précédentes  par  six  constantes  arbitraires,  on  peut  faire 
que  les  coefficients,  remplaçant  les  a,  aient  telles  valeurs  que  l'on 
veut,  pourvu  que  les  rapports  des  quotients  (4),  correspondant  aux 
nouveaux  coefficients,  aient  les  mêmes  valeurs  que  pour  les  anciens. 
Nous  pouvons  donc  considérer  que  nous  avons  un  système  de  déter- 
minations (6)  répondant  aux  relations  (3),  où  les  coefficients  a  sont 
arbitraires,  sauf  qu'ils  satisfont  aux  relations  (5).  Si  alors  nous  nous 
attachons  aux  deux  solutions 

P        P  , 

1  ai       ra'> 
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(|iii  forment  un  système  fondamental,  il  est  facile  de  trouver  les 
substitutions  correspondant  à  une  rotation  de  la  variable  autour  des 
points  <t  et  b.  Pour  le  point  a,  nous  avons  immédiatement  la  substi- 
tution, puisque  Pa  et  Pa-  deviennent  respectivement 

e2TO<xpa     et     e2^'a'Pa'. 

Quant  à  la  seconde  rotation,  nous  trouverons  la  substitution  cor- 
respondante en  prenant  Pa  et  Pa-  sous  la  forme  donnée  par  les  deux 
premières  des  formules  (3).  Alors,  nous  voyons  que  Pa  et  Pa-  de- 
viennent respectivement,  pour  une  rotation  positive  autour  du  point  6, 

Pvemplacons  alors  Pp  et  Pp  par  leurs  valeurs  en  Pa  et  Pa',  nous 
aurons  la  substitution  cherchée.  Pour  faire  ce  calcul  le  plus  rapide- 
ment, écrivons 


en  posant 


Pa 

ap 

PP 

■+■ 

«P'P 

Pa 

Xap 

PP 

4-X 

«pP 

X 

«p 
ap' 

À': 

on  aura,  pour  les  expressions  (6), 


rt : -h  P. 


A   —  A 


a 


XX'  (  *27t/P  —  e2inp'  )  X'e2TO'^' 

-. ; hPr 


/. 


a 


Le  rapport  y,  est  donné  par  les  formules  (5)  en  fonction  des  a, 
p,  y.  11  reste  donc  seulement,  dans  celte  substitution,  une  constante 
arbitraire.  Il  devait  bien  en  être  ainsi,  puisque  Pa  et  Pa'  sont  déter- 
minés seulement  à  un  facteur  constant  près.  Pour  avoir  des  substitu- 
tions entièrement  déterminées,  posons 

(X'-X)Pa  =u, 
P*  =  v. 

La  rotation  autour  du  point  a  donnera  la  substitution 

(  u'=  etnlau, 

V1 =  gïiw«>. 
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La  rotation  autour  du  point  b  donnera  la  substitution 

V ) M  +  (e27WP  —  e2™P)v, 

XX'  (  ë2™^  —  tf5™ètt'  )  À'  e27"P'  —  X  e^'P 

(X-X)^       M  + x7^ ç' 

Nous  n'avons  plus  maintenant,  dans  les  substitutions  (2,)  et  (2a), 
aucune  indéterminée,  puisque  =-  est  connu  et  égal  à 

si n  (  a  -4-  $'  -f-  y'  )  ~  s i n  (  a'  -H  [3  H-  y'  )  te 
si  11  (a' H-  [}'  -h  y') il  sin  (a+,^  +  y'  )it 

/V//'  suite,  nous  pouvons  regarder  les  deux  substitutions  S,  et  S2 
comme  les  deux  substitutions  fondamentales  du  groupe  de  V équa- 
tion différentielle  hyper  géométrique  prise  sous  sa  forme  la  plus 
générale. 

Nous  voyons  donc  comment  les  considérations  développées  par 
Riemann  permettent  de  trouver  facilement  le  groupe  de  l'équation 
différentielle  hypergéométrique.  Après  avoir  étudié  l'expression  des 
fonctions  P  sous  forme  d'intégrales  définies,  nous  aurons  à  revenir, 
dans  la  Section  suivante,  sur  ce  groupe,  en  le  donnant  sous  une  forme 
plus  simple  que  celle  que  nous  venons  d'obtenir. 

La  méthode  suivie  par  Riemann  n'en  reste  pas  moins  la  plus  inté- 
ressante, puisque  les  principales  propriétés  de  la  fonction  sont  dé- 
duites uniquement  de  sa  nature  au  voisinage  des  points  singuliers, 
sans  recourir  à  aucune  représentation  effective  de  cette  fonction. 

On  retrouve,  dans  les  quelques  pages  du  petit  Mémoire  de  l'illustre 
auteur,  l'esprit  original  et  profond,  excellant  à  prendre  les  questions 
de  haut,  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  d'admirer  dans  la  théorie 
des  intégrales  abéliennes. 


II.  —  Intégrales  hypergéométriques. 

6-    Appelons  intégrale   hypergéométrique    une   intégrale    de    la 
forme 

r1' 

y—    I      (u  —  a1)bi-l(u  —  a2)6a-1("  —  a?)*-1  du 


320  CHAPITRE    XII. 

dont  les  limites  g  et  h  sont  deux  des  quantités  a<,  a2  et  oo.  On  sup- 
pose, bien  entendu,  que  l'intégrale  a  un  sens.  Si  donc,  par  exemple, 
on  prend  l'infini  pour  une  des  limites,  c'est  que  l'on  a 

L'intégrale  considérée  est  une  fonction  de  x  et  satisfait  à  une  équa- 
tion différentielle,  que  nous  allons  former.  Posons 

U  =  (m  — aO^-^tt  — a,)*!-1. 

Nous  aurons,  en  appliquant  la  règle  de  différentiation  sous  le  signe 
d'intégration, 


£--<>-)■ 


2   =(X-i)(X-a)  /      V(u-x)^du. 


d*y  _ 

K"  —  V  v,v  —  *) 

'   S 

Cela  étant,  considérons  la  fonction 

G(u)  =  (u  —  ai)bi(u  —  a2)Mw  —  a?)^-2; 

elle  s'annule  pour  les  limites  g  et  h  que  l'on  a  choisies,  du  moment 
que,  pour  ces  limites,  l'intégrale  a  un  sens.  Calculons  la  différentielle 
de  G(w)  :  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

f(u)  =  (u  —  a1)(u  —  ai), 

cp(w)  =  bx(u  —  a2)  h-  bt(u  —  ax). 
il  vient 

dG(u)  =  U  y(u)(u  —  xfi-*  du  -h  (X  —2)  Vf(u)(u  —  x)^-*  du. 
D'autre  part, 

f(u)  =f[x)  +  {u  -  x)f(x)  -h  (U~*)2f'(x), 

<?(")  =  <p(a?)-t-(a  —  a?)<p'(ar). 
On  a  alors 

(X  —  i)dG{u)  =  (l—i)(\  -  i)f(x)U(u  —  x)^-z  du 

4-  (X  -  i)U[©(ar)  h-  (X  —  2)/(a?)](a  —  ^)x~2  dw 

+  U  ["(X  —  1)  ep'(g)  -H  ( A  ~  J),( X  ~  2  Vw]  (M  — aO^-'dK. 
En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  identité  entre  g  et  A,  et  se 
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,  ,     dy         dï  y 

reportant  aux  valeurs  de  -,-  et  — rr>  on  trouve 

1  dx         dx- 


32: 


(X  — i)cp'(^) 


(  A  —  I  )  (  À  —  1  ) 


f'Xx)\y 


_[?(a.)  +  (X-.a)/-(ar)]^+/(ar,^;=o. 

Telle  est  donc  l'équation  linéaire  de  second  ordre  à  laquelle  satis- 
font les  fonctions  y. 

Dans  le  cas  où  l'on  fait 


et  de  plus 


ai  =  o,         a2=  i, 

X  =  i  —  a,  bi  =  r  -\-  a  —  y,  ^2  =  Y 

on  a  l'équation  différentielle 

d-  y  dy 

x(i  —  x)-~-  -h  [y  —  x(cl  -+-  B-piYI  -î a 


?r  =  o, 


qui  est  l'équation  hyper-géométrique,  sous  la  forme  considérée  par 
Gauss. 

7.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  les  constantes  6,, 
b2l  A  telles  qu'une  intégrale  de  la  forme  indiquée  ait  une  valeur  dé- 
terminée. On  aura  dans  tous  les  cas  une  intégrale  de  l'équation  diffé- 


rentielle en  procédant  de  la  manière  suivante  :  Partons  du  point  u0 
(distinct  de  a,,  a2  et  ao),  en  donnant  à  l'expression 

O  —  ai)br-i(u  —  a2)6a-1("  —  x)^~l 

une  de  ses  déterminations,  et  prenons  l'intégrale 

(7)  J  (u  —  aif-i{u  —  a^-^u  —  x)^-i  du, 

P.  -  III. 
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en  décrivant  dans  un  certain  sens  un  contour  C(  autour  de  a{1  puis 

un   contour  C-j   autour  de   a2,  ensuite  le  contour  C,,   mais   en  sens 

inverse,  et  enfin  le  contour  C2  également  en  sens  inverse  {fig.  i0). 

La  fonction  G(w),  considérée   ci-clessus,   reprendra  évidemment  Ja 

même  valeur  quand  u  reviendra  en  u0  après  avoir  décrit  le  contour 

complexe  qui   précède,  et,    par  suite,   nous   aurons   une  solution   de 

l'équation  différentielle  en  prenant  l'intégrale  le  long  de  ce  contour. 

Si  l'on  suppose  que  l'intégrale  (7)  reste  finie  pour  u  ==  a{  et  u  =  a2l 

on   retrouvera    bien    ainsi    l'intégrale   du   paragraphe  G.    Soient,    en 

effet, 

U„t     et     Urtj 

les  intégrales  (7),  prises  ^\c  u0  en  a{  et  de  uQ  en  «2,  avec  la  valeur 
initiale  choisie  pour  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration.  L'inté- 
grale correspondant  au  contour  complexe  sera 

Ufll(i  —  e^TiV  )  -h  Urti  e2^V(  1  —  e^'V  ; 

-h  Ufl|  e*irt*ri-6,"(i  —  e-STt^i  1  +  Ur,2  e^b^{i  —  e-27lV), 

c'est-à-dire 

(Urtl—  U«J(i  -  e2™V')(i  —  e27tM), 

et  la  différence  Ufll —  UtI,  représente  précisément  l'intégrale  (7)  prise 
de  a-2  en  «, . 

8.  Nous  avons,  au  paragraphe  6,  donné  aux  limites  g  et  h  les  va- 
leurs a{,  a-2  et  oo;  on  peut  aussi  donner  à  ces  limites  la  valeurs. 
Démontrons-le  en  supposant  que  les  différentes  intégrales  obtenues 
en  donnant  à  g  et  h  deux  des  valeurs 


aient  un  sens;  la  proposition  sera  évidemment  générale.  11  faudra 
seulement  recourir,  dans  le  cas  contraire,  aux  intégrales  considérées 
dans  le  paragraphe  précédent.  Prenons  encore  un  point  arbitraire  u0 
cl  traçons  les  lignes 


a0ai,     UqX,     «o^-2>      w„cc, 


ces  lignes  se  suivant  autour  de  u0  dans  Tordre  qui   \ient  d'être  in- 
diqué  {fig.  17)-  En  désignant  par 

ufll,    u,;,   u„s,    uœ 
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les  valeurs  de  l'intégrale  (7)  prise  de  u0  en  «,,  x,  a.2  et  00  avec  une 
même  valeur  initiale  pour  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration, 
nous  aurons,  comme  à  la  page  226  (t.  II), 

(  1  —  e26a7W  )  \Jtii  +  (  é261Tli_  gïf^-f-XJltf  )  Ux 


Cdte  formule  montre  immédiatement  que 

U.r-Urtl 
s'exprime  par  une  combinaison  linéaire  et  homogène  de 

urtl— u„a,    u^-u.,    u.  — uai 

et  est,  par  suite,  une  intégrale  de  l'équation  différentielle.  11  en  est 
de  même  de  Ux — U„   et  U.r — Ux- 

9.  Nous  avons,  dans  la  Section  I,  trouvé,  d'après  Hiemann,  le 
groupe  correspondant  à  l'équation  différentielle  du  second  ordre  dont 
létude  fait  l'objet  de  ce  Chapitre.  On  peut  nécessairement  donner 
au  groupe  différentes  formes.  La  considération  des  solutions  de  l'équa- 
tion sous  forme  d'intégrales  conduit  à  une  forme  très  simple  des  deux 
substitutions  fondamentales  du  groupe  pour  deux  solutions  parti- 
culières bien  précisées.  C'est  ce  que  nous  avons  montré  dans  le 
Tome  II  (p.  224  et  suiv.).  Il  nous  suffira  donc  de  nous  reporter  à  ce 
passage,  en  remplaçant  seulement  a  et  b  par  6,  et  b>-,  et  les  points  o 
et  1  para,   et  a2«  Nous  avons  considéré  les  deux  intégrales 

Wi  =  U.r—  \Jao 

o)2=  u;c-  Urtï. 

Les  deux  substitutions  fondamentales  S,  et  S2  du  groupe  cor- 
respondant respectivement  à  une  circulation  dans  le  sens  négatif 
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autour  de  aK  et  à  une  circulation  dans  le  sens  positif  autour  de  a2 


sont 


('  S  ) 

(     t0"   —   co,  +  (  e2(^a+X)7Ii'_  e2A7îi  )(0 
/  g     x  1  1  1      '.      V  /        -  5 

j   eu';  =  e^M-Xtofo),. 
10.   Si  l'on  pose 

on  pourra  faire  correspondre  au  groupe  précédent  un  groupe  linéaire 
relatif  à  z  dont  les  substitutions  fondamentales  sont 

*'  i  4-  (  e-sUrt-XJTu  _  e-3À7t*  j  -  J  ' 
(22)  [-5,  e-2(63+)j7i^  +  (i  —  e-26aW)]. 

Nous  allons  montrer,  en  supposant  réels  À,  6,  et  b2,  qu'o/i  /?cm£ 
trouver  un  cercle  qui  est  transformé  en  lui-même  par  les  substi- 
tutions (S,  )  e£  (22). 

Remarquons  d'abord  que,  z  désignant  x-\-iy,  l'équation  d'un 
cercle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Azz0-\-  Hz  -+-  Bo^0  -j-  G  =  o, 

A  et  G  étant  des  constantes  réelles,  B  et  B0  étant  des  constantes  ima- 
ginaires conjuguées,  et  z0  désignant  x  —  iy. 

En  écrivant  que  le  cercle  est  transformé  en  lui-même  par  la  sub- 
stitution (S,  ),  on  obtient  les  deux  équations 

B(i  —  6-26,71/)+  B0(i  —  e-+*M')H-  C(e26.™'—  i)(e-2M'-  i)  =  o, 
B  (  gS^^AiTii  —  i  j  =  G(i  —  eJ*.w  )j 

et  l'on   voit  facilement  que  la  première  est  une  conséquence  de  la 
seconde. 

Pareillement  la  substitution  (£<*)  conduit  aux  deux  équations 

B(i  —  e-**»w*)-+-  B0(i—  e^'lb^i)  H-  A(i  —  e~ib2p)(i  —  e2^TO'j  =  o, 
B(e2(6a+X)7K'_  [)  =  A(i—  e**»*'), 

qui  se  réduisent  aussi  à  la  seconde. 
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On  a  donc  seulement  les  deux  équations 

B(e2(62+X)7i/_I)  =  A(i  — e2^™'), 
B(<?2(61+X)tt/_  g  —  G(i  —  e26tTO)# 

Il  faut  qu'on  puisse  satisfaire  à  ces  équations  en  prenant  A  et  G 
réels.  On  voit  de  suite  qu'il  en  est  ainsi,  car  on  peut  remplacer  la 
seconde  équation  par  la  suivante  : 

A        (e*rcV — ])(e2ic(6a-HÀ)i — i) 

et  l'on  s'assure  que  le  second  membre  est  réel,  en  remarquant  qu'il 
ne  change  pas  quand  on  change  i  en  —  i. 

La  circonférence  que  nous  venons  de  trouver  peut  être  réelle  ou 
imaginaire.  Elle  sera  réelle  si  l'on  a 

BB0— AG  >o, 
comme  il  résulte  de  l'équation  du  cercle,  mise  sous  la  forme 

( Xz  4-  B0)  (  A~04-  B)  -4-  AG  —  BB0  =  o. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  pour  A,  B,  C,  cette  inégalité 
devient 

(6anX*_I)(c27t6ai—  e-*?WM-M)(i  —  e*nbii)  (i  —  e-*i*»«)  >  o. 

Suivant  la  valeur  numérique  de  À,  b{  et  b2y  le  premier  membre 
peut  être  tantôt  positif  et  tantôt  négatif  ('  ). 

il.   Faisons  encore  une  remarque  relative  aux  substitutions  de  la 

forme 

az  -+-  b 


z, 


d 


a,  b,  c,  d  étant  des  constantes.  Une  telle  substitution  transforme  une 
circonférence  en  une  circonférence;  c'est  ce  que  l'on  voit  de  suite 
en  mettant  l'équation  de  la  circonférence  sous  la  forme  dont  nous 

(x)  J'ai  développé  les  calculs  que  je  ne  fais  qu'indiquer  ici  dans  mon  Mémoire 
Sur  les  fonctions  hyperfuchsienn.es  provenant  des  séries  hyper  géométriques  de 
deux  variables  (Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  i885).  Dans  le  domaine 
de  deux  variables  complexes  indépendantes,  le  cercle  précédent  est  remplacé  par  une 
hypersphère. 
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nous  sommes  servi  plus  haut 

A  a^0-i-  B-g-t-  B050-i-  C  =  o. 

rm  mettant   ,  a  la  place  de  z.  on  a  une  équation  de  menu 

forme. 


III.  —  Représentation  conforme  au  moyen  du  rapport 
de  deux  solutions  de  l'équation  hypergéoniétrique. 

12.    Reprenons  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

et  désignons  pary1  et  y2  deux  solutions  linéairement  indépendantes 
de  cette  équation.  Posons 

(8)  £_,, 

et  regardons  cette  équation  comme  établissant  une  relation  entre  x 
et  z.  Pour  une  valeur  déterminée  x0  de  x,  distincte  de  o,  i  et  oc, 
supposons  que  z  prenne  la  valeur  z0  (celle-ci  pouvant  être  infinie). 
L'équation  (8)  donnera  pour  x  une  fonction  de  z  holomorphe  dans 
le  voisinage  de  ^0  et  prenant  pour  z  =  z0  la  valeur  x0.  Pour  le  dé- 
montrer, supposons  d'abord   z0    fini;   l'énoncé   précédent    ne    serait 

inexact  que  si  la  dérivée  de  —  et  par  suite 

1  y-i       L 

Jx  dx       J2  dx 

s'annulait  pour  x  =  x().  Or  ceci  est  impossible,  car  il  est  évident  que, 

si  j\  et  y2  désignent  deux  solutions  distinctes  de  l'équation  linéaire 

du  second  ordre 

à*  y    ,       dy 


on  a 


dx*    ■Pdx+''y  =  °' 


dy\  dy%        n    -il 


C  étant  une  constante  différente  de    zéro,   et   par    suite  le  premier 
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membre  de  l'identité  précédente  est  différent  de  zéro  pour  une  valeur 
de  x  distincte  des  points  singuliers. 

Si  zQ  était  infini,  c'est-à-dire  si  y2  s'annulait  pour  x  =  x0,  cette 
racine  x0  serait  simple,  l'autre  intégrale  ii  ne  s'annulerait  pas  pour 
cette  valeur  de  a?,  et  l'on  aurait  alors  dans  le  voisinage 

£!  =  — ^—  +...  (A^o) 

y%        x  —  x0 

les  termes  non  écrits  étant  holomorphes  :  il  est  clair  que  l'inversion 
se  fera  d'une  manière  uniforme  dans  le  voisinage  de  z  =  œ. 

Il  résulte  de  la  remarque  précédente  que,  si  l'on  a  dans  le  plan  de 
la  variable  x  une  aire  limitée  par  un  contour  simple  et  ne  contenant 
aucun  des  points  singuliers  o,  i  et  ce,  V équation 

Il  =  z 

fera  correspondre  à  cette  aire  dans  le  plan  de  la  variable  z 
une  aire  également  limitée  par  un  seul  contour,  et  à  V intérieur 
de  laquelle  ne  se  trouvera  pas  de  point  critique  de  la  fonction  x 
de  z.  Il  n'en  faudrait  pas  conclure  que  l'on  aura  nécessairement  ainsi 
deux  aires  se  correspondant  point  par  point;  il  peut  arriver  qu'à  un 
point  3  correspondent  plusieurs  valeurs  de  x,  et  que  par  suite  l'aire 
dans  le  plan  ;  se  recouvre  partiellement  elle-même.  11  est  aisé  de 
donner  un  exemple  simple  d'une  telle  circonstance;  prenons  la 
relation 


et  dans  le  plan  x  une  aire  simple  ne  comprenant  pas  l'origine  et 
telle  que  la  symétrique  par  rapport  à  l'origine  de  certaines  parties  de 
l'aire  soit  contenue  dans  celle-ci.  On  aura  comme  figure  correspon- 
dante dans  le  plan  z  une  aire  limitée  par  un  seul  contour,  ne  com- 
prenant pas  l'origine  à  son  intérieur,  mais  qui  se  recouvrira  partiel- 
lement elle-même,  de  façon  qu'à  certaines  valeurs  de  3  correspondront 
deux  valeurs  de  x. 

13.  Nous  allons  supposer  maintenant  que  dans  l'équation  diffé- 
rentielle a,  {U  et  y  sont  réelles,  et  nous  voulons  chercher  quelle  est 
dans  le  plan  z  la  ligure  correspondant  au  demi-plan  P  de  la  variable  & 
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situé  au-dessus  de  l'axe  des  quantités  réelles  (').  Dans  le  demi-plan  P, 

;  est  une  fonction  uniforme   de  #,    puisque  yK    et  y.2   n'ont  comme 

points  singuliers  que  les  points  o,  i  et  oc. 

Partageons,   dans  le   plan   x,   l'axe   des   quantités  réelles   en   trois 

segments 

—  ac,  o;     o,  i;     i,  -+-  oo. 

Considérons  l'un  de  ces  segments;  soit,  pour  fixer  les  idées,  le 
segment  o,  i .  Je  suppose  d'abord  qu'en  un  point  réel  x0l  compris 
entre  o  et  i ,  on  se  donne  des  conditions  initiales  réelles  pour  les 
deux  intégrales  yK  et  y2',  celles-ci  seront  réelles  pour  x  réel  et 
compris  entre  o  et  i  et  il  en  sera  de  même  du  rapport 

y* 

et,  par  suite,  le  point  z  décrira  un  segment  de  l'axe  des  quantités 
réelles  dans  son  plan  quand  x  variera  entre  zéro  et  un.  Gomme  on  a 

y^  -< y\-T-  r  fY-'«-t-^  +  l).r 

dz  _  ^     dx        J     dx  G     — /  — .,mi_j-i dx 

dx  ~  yl  -7fe' 

il  en  résulte  que,  suivant  le  signe  de  G,  g  ira  constamment  en 
croissant  ou  en  décroissant  quand  x  croîtra.  11  y  aura  donc  une  cor- 
respondance bien  déterminée  entre  le  segment  (o,  i)  du  plan  x  et 
un  segment  (qui  pourra  contenir  le  point  à  l'infini)  de  l'axe  réel  du 
plan  z. 

Si,  au  lieu  des  intégrales  que  nous  avons  considérées  et  qui  sont 
réelles  pour  x  entre  zéro  et  un,  nous  avions  pris  deux  intégrales 
quelconques,  cherchons  quelle  eut  été  la  courbe  correspondant  au 
segment  (o,  î).  La  recherche  est  facile;  au  lieu  de  yK  et  y2,  nous 
aurions  les  deux  intégrales 

P.T1-+-Q72,    Ryi  +  Sy*, 

P.  Q,  R,  S  étant  des  constantes,  et,  par  suite,  au  lieu  du  rapport  z 


(l)  Cette  étude  a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Schwarz  dans  son  célèbre 
Mémoire  :  Ueber  dienigen  Fâlle,  in  welchen  die  Gaussiscke  hyper geometrische 
Reihe  eine  algebraische  Function  iltres  vierten  Elernerites  darstellt  (  Journal  de 
C relie,  t.  75). 
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considéré  plus  haut,  le  rapport 

P^-f-Q 

K^  +  S  ' 

Or,  quand  le  point  z  décrit  un   segment  de  l'axe  réel,   le   point 

rr— =-  décrit  un  arc  de  la  circonférence  correspondant  à  l'axe  réel. 

11  en  résulte  qu'aw  segment  (o,  i)  correspond  uniformément  un 
arc  de  cercle. 

Reprenons  donc   notre   question.   Ayant  fait  choix  de  deux  inté- 
grales distinctes,  d'ailleurs  quelconques,  nous  posons 

et  nous  considérons  le  demi-plan  P.  A  chacun  des  segments  de  l'axe 
des  quantités  réelles  correspondent  dans  le  plan'  z  trois  arcs  cle 
cercle.  Quand  x  parcourt  l'axe  réel  de  — ce  à  -f-  oo  (en  évitant  seule- 
ment par  des  petites  courbes  situées  au-dessus  de  l'axe  réel  les 
points  o  et  i),  le  point  z  décrit,  en  marchant  toujours  dans  le  même 
sens,  les  côtés  d'un  triangle  curviligne  formé  d'arcs  de  cercle.  Les 
trois  sommets  de  ce  triangle  correspondent  respectivement  aux 
points  o,  i  et  oo. 

Cherchons  les  angles  de  ce  triangle.  Nous  désignerons  par  a,  b,  c 
les  trois  constantes  réelles  positives 

«  =  |i-Yl, 
6  =  |«-P|i 
c=IV-«-P|. 

Dans  le  voisinage  du  point  x  =  o,  l'équation  différentielle  a  deux 
solutions  de  la  forme 

f\  et /a  étant  holomorphes  et  différents  de  zéro  pour  x  =  o.  Il  en 
résuite  que,  pour  ce  choix  particulier  d'intégrales,  et  par  suite  pour 
toutes  (pour  que  l'on  passe  d'une  détermination  z  à  une  autre  par 
une  substitution  n'altérant  pas  les  angles),  l'angle  des  deux  cotés 
du  triangle  au  sommet  qui  correspond  à  x  =  o,  compté  dans  l'in- 
térieur de  l'aire,  sera  égal  à 
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puisque  l'argument  de  x*~Y  varie  de  (i  —  v)it  quand  x  est  à  gauche 
et  à  droite  du  point  o  sur  l'axe  réel.  Si  l'angle  atz  est  supérieur  à  27c, 
Faire  du  plan  des  z  se  recouvrira  elle-même. 

On  verra  de  la  même  manière  que  l'angle  compté  dans  l'intérieur 


de  Faire  est  égal 


pour  le  sommet  qui  correspond  à  x  =  i ,  ce  qui  résulte  de  l'existence 
de  deux  intégrales  de  la  forme 

Enfin,  pour  le  sommet  correspondant  à  x  =  oo,  on  aura  l'angle 

bTZ, 

car  on  a  les  deux  solutions,  pour  x  très  grand, 

^i  =  a?-«/1(a7),        <rj=a?-P/tC^)î 
y,  et  f.2  étant  holomorphes  et  différents  de  zéro  pour  x  =  oo,  et  l'on 
voit  alors  que,  dans  le  quotient  — ,  s'introduit  le  facteur  x*~P. 

Ainsi  nous  arrivons  à  cette  conclusion  qu'au  demi-plan  corres- 
pond, dans  le  plan  z,  une  aire  à  contour  simple,  limitée  peu-  trois 
aies  de  cercle;  cette  aire  peut  se  recouvrir  partiellement  elle-même 
et  aussi  contenir  le  point  à  l'infini. 

Nous  avons  supposé  implicitement  qu'aucune  des  constantes  a, 
b,  c  n'était  égale  à  un  entier.  Prenons  par  exemple  a  et  supposons 
que  y=i.  D'après  la  théorie  générale  des  points  singuliers  réguliers, 
nous  aurons  dans  le  voisinage  de  x  =  o  les  deux  intégrales 

JKi  =  /i  (a?),         yt  =  /*(#)  -+-  logtf/i  (  a?). 

Le  rapport  —  est  alors  de  la  forme 
ir        ri 

log\r  -+-  o (.27), 

»(#)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  .r  ==  o  et  à  coefficients 
réels.  Quand  x  s'approche  de  zéro  sur  le  segment  (i ,  o),  z  s'approche 
de  — co  sur  l'axe  réel,  et  ensuite  quand  x\  décrivant  un  demi-cercle 
infiniment  petit  pour  éviter  le  point  o,  suit  le  segment  (o,  — oc),  le 
point  z  décrit  une  parallèle  à  l'axe  réel,  d'ordonnée  ic,  et  en  venant 
également  de  — oc.  L'angle  sera  donc  égal  à  zéro. 
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On  vérifiera  de  même  que,  si  a  =  i,  l'angle  des  deux  côtés  du 
triangle  sera  égal  à  tu,  de  sorte  que  le  résultat  énoncé  plus  haut  est 
général. 

14.  Abordons  maintenant  un  cas  particulièrement  intéressant  où 
l'on  aura  une  correspondance  uniforme  entre  le  demi-plan  P  et  l'aire 
correspondante  du  plan  z.  Ce  cas  est  celui  où  l'on  a  à  la  fois 

«  <  2,  6  <  2,  C  <  2. 

Nous  allons  voir  que  l'on  a  alors  d'une  manière  uniforme  une 
représentation  conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  d'arcs  de 
cercle.  Nous  le  montrerons  bien  nettement  en  suivant  par  continuité 
à  partir  d'un  cas  pour  lequel  la  question  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté. 

Si  l'on  prend,  pour  les  trois  constantes  de  la  série  hypergéomé- 
trique, 

on  a,  pour  une  des  intégrales,  une  constante,  et  pour  l'autre 

l      u~Yo(  u  —  i  )Yo-Po-i  c/u, 

«/r0 

et  cette  expression  peut  servir  à  effectuer  la  représentation  conforme 
du  demi-plan  P  sur  un  espace  limité  par  trois  droites. 
Posons,  comme  plus  haut, 

«o=|i  —  Yo  I,         &o=IPo|,         c0=|7o—  Po  I- 
Nous  supposons 

a0<-2,  60<*-i,  Co<2, 

de  façon  que  les  sommets  ne  soient  pas  des  points  de  ramification. 
Le  contour  ne  pourra  se  couper  lui-même,  car  alors  les' trois  droites 
ne  limiteraient  plus  une  aire  (voir,  pour  ces  questions  déjà  étudiées 
au  Tome  II,  le  Chapitre  de  ce  Tome  relatif  aux  représentations  con- 
formes, p.  297  et  suiv.'). 
Si  l'on  a  en  particulier 

Yo  <  1 , 
Yo—  Po>  o, 
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on  obtiendra,  en  égalant  l'intégrale  ci-dessus  à  s,  un  triangle  recti- 
ligne tout  entier,  à  distance  finie,  avec  les  angles 

a0ir,      b0K,      c0~, 
en  posant  alors 

«0=1  —  Yoi  &o  —  [^o  5  c0=Y° — ?<>' 

et  la  somme  de  ces  angles  est  bien  égale  à  7t. 

Imaginons  maintenant  que  l'on  parte  de  ces  dernières  valeurs  de 
ao?  PojYoj  l'équation  hjpergéométrique  correspondante  nous  donne 
la  représentation  du  demi-plan  sur  un  certain  triangle  rectiligne. 
Faisons  alors  varier  les  coefficients  a,  j,  y  à  partir  de  ces  valeurs  de 
&<b  S0,  v0  ;  la  représentation  se  fera  sur  un  triangle  d'arcs  de  cercle, 
et  l'on  peut  supposer  que  les  sommets  restent  les  mêmes,  puisqu'on 
dispose  de  trois  constantes  dans  le  rapport  des  deux  intégrales.  On 
suppose  d'ailleurs  que  a,  (3,  y  varient  de  manière  que  l'on  ait  toujours 

a  <  2,         b  <  2,         c  <  i. 

Le  triangle  d'arcs  de  cercle  est  d'abord  peu  di fièrent  du  triangle 
rectiligne  initial.  11  ne  peut  pas  arriver  que,  pendant  la  déformation, 
deux  côtés  du  triangle  se  coupent  entre  eux,  car  cette  circonstance 
ne  peut  se  présenter  que  si,  à  un  certain  moment,  les  côtés  ont  fait 
entre  eux  un  angle  égal  à  zéro  ou  à  27:;  or  nous  pouvons  faire  varier 
a,  p,  y  de  manière  que 

a,     b,     c 

varient  depuis  leur  valeur  initiale  a0,  b0,  cQ  jusqu'à  leur  valeur  finale 
sans  passer  par  zéro  ou  p;ir  deux  dans  l'intervalle. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pendant  la  variation  continue  des 
paramètres,  nous  ne  cessons  pas  d'avoir  dans  le  plan  z  une  aire 
simple  ment  connexe,  ne  se  recouvrant  pas  partiellement  elle- 
même,  et  donnant  une  représentation  conforme  du  demi-plan  P; 
cette  aire  est  un  triangle  curviligne  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de 
cercle.  Les  angles  intérieurs  de  ce  triangle  sont  respectivement  égaux 
à  <2tt,  ùt.  et  eu,  chacun  de  ces  angles  étant  par  hypothèse  inférieur 
à  27:. 

lo.  La  question  de  la  représentation  conforme  des  triangles  d'arcs 
de  cercle   sur   un  demi-plan  (ou   sur  un    cercle,   ce  qui  revient  au 
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même)  peut  être  posée  a  priori,  et,  en  analysant  ce  problème,  on 
retrouve  l'équation  différentielle  de  la  série  hypergéométrique.  Nous 
ne  nous  placerons  pas  à  ce  point  de  vue,  qui  a  fait  l'objet  d'un  Mé- 
moire de  M.  Schwarz  (  '  )  ;  nous  allons  seulement  former,  en  partant  de 
l'équation  linéaire  du  second  ordre  qui  vient  d'être  étudiée,  l'équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfait  le  rap- 
port z  =  —  • 

Soit,  d'une  manière  générale,  l'équation  linéaire 
d'1  y  dy 

d^+p±  +  ^"=^ 

dontjKi  etjKs  représentent  deux  intégrales  distinctes.  Le  rapport 

z  =  ^ 

dépend  manifestement  de  trois  constantes  arbitraires,  puisqu'on  peut 
remplacer  y ,  et  r2  par  des  combinaisons  linéaires.  Il  satisfait  donc  à 
une  équation  du  troisième  ordre  que  nous  allons  former.  Le  calcul 
est  immédiat;  si  l'on  forme 

dz        d^z       dzz 

dx  '      dx1        dxs  ' 


tielle,  les  expressions  de  ces  trois  dérivées  au  moyen  de 


si  l'on  différentie  —  •>  on  aura,  en  se  servant  de  l'équation  différen- 


dyx        dy<> 

**  y^  ~dx>  ~s£ 


dy,      dy»      T  ,  ,,.  t  •    ,       i  i  u  , 

-~ j  -;    •   L  élimination  de  ces  quatre  quantités  donne  alors  1  equa 


En  y  joignant  z  =  —■>  on  a  quatre  relations  homogènes  en  yK ,  y.,. 


dx      dx 

tion  cherchée.  On  trouve  ainsi 


dx  dx3  \  dx-  ]  i  dp 

■ Tdïy- =ic'--ip  ~di 


i1)  H. -A.  Schwarz,  Veber  einige  Abbildungsaufgaben  {Journal  de  Crelle, 
t.  75).  M.  Darboux  a  consacré  un  très  intéressant  Chapitre  à  ces  questions  dans  le 
Tome  I  de  ses  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces,  p.  170. 
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I  )a ns  le  cas  de  l'équation  hypergéométrique,  le  second  membre  se 

réduit  à 

i  —  <72  i  —  e-  a- — b- -1- c1  —  i 

•i.r-        '     2(1  —  .r)'1  ix{l- — •  x  ) 

en  posant,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment, 

a«=(i  — Y)*,        &2  =  (a_p)25        C2=(y  —  oc  —  p)2. 

Ceci  nous  explique  pourquoi  les  quantités  qu'on  peut  supposer 
positives  a,  b,  c  jouent  seules  un  rôle  dans  les  questions  relatives  au 

rapport  —  >  comme  nous  l'avons  constaté  plus  haut. 

16.  Nous  avons  obtenu  (§  14)  la  représentation  conforme  du  demi- 
plan  sur  un  triangle  formé  par  trois  arcs  de  cercle,  au  moyen  du 
quotient  de  deux  intégrales  de  l'équation  hypergéométrique.  Nous 
allons  passer  de  là  facilement  à  une  représentation  du  plan  tout 
entier  sur  lequel  sont  tracées  deux  coupures. 

Supposons  d'abord  que  la  représentation  du  demi-plan  P  ait  été 
faite  au  moyen  du  rapport  de  deux  intégrales  réelles  sur  le  segment 
1  o,  1).  Traçons  sur  le  plan  la  coupure  ( — 00,  o)  et  la  coupure  (1 ,  +00) 
que  le  point  x  ne  va  pas  franchir.  Dans  ces  conditions,  le  rapport  z 
est  une  fonction  uniforme  de  x  dans  tout  le  plan.  A  la  partie  supé- 
rieure du  plan  des  x,  c'est-à-dire  au  plan  P,  correspond  dans  le  plan  5, 
d'après  les  paragraphes  précédents,  un  triangle  T  d'arcs  de  cercle; 
un  des  côtés  de  ce  triangle  est  rectiligne  ici  :  c'est  celui  qui  corres- 
pond au  segment  (o,  1).  Puisque  la  fonction  z  est  réelle  sur  le  seg- 
ment (o,  i),  elle  prendra  des  valeurs  imaginaires  conjuguées  pour 
deux  valeurs  de  x  imaginaires  conjuguées,  c'est-à-dire  pour  deux 
points  symétriques  par  rapport  à  Taxe  réel.  Par  suite,  au  demi-plan 

Fig.  18. 


inférieur  correspondra  un  triangle  d'arcs  de  cercle  symétrique  du 
triangle  T  par  rapport  à  son  côté  rectiligne.  L'ensemble  du  triangle  T 
et  de  son  symétrique  correspondra  donc  au  plan  x  tout  entier  dans 
lequel  on  a  tracé  les  deux  coupures  ( —  00,  o)  et  (1,  -j-  00).  On  aura, 
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par  exemple,  les  figures  suivantes  où  l'on  représente  le  plan  x  et  le 
plan  3. 

Soit  d'abord  le  triangle  ABC  avec  le  côté  rectiligne  AB,  qui  cor- 
respond au  segment  (o,  i);  nous  figurons  le  triangle  ABC7  symétrique 

Fig.  19. 


de  ABC  par  rapport  à  AB.  Le  quadrilatère  ABC' donne  une  représen- 
tation conforme  du  plan  x  où  sont  tracées  les  coupures  ( — oo,  o)  et 
(i,  -+-  qo\  Le  côté  AC  correspond  au  bord  supérieur,  de  la  cou- 
pure (o,  — 00)  et  le  côté  AC  au  bord  inférieur  de  cette  même  coupure. 
Ainsi  à  deux  points  m  et  ni ',  considérés  comme  appartenant  respec- 
tivement aux  bords  supérieur  et  inférieur  de  la  coupure  ( —  oo,  o), 
correspondent  deux  points  M  et  M'  situés  sur  AC  et  sur  AC'.  En 
désignant  par  z  et  s!  les  aflixes  de  ces  deux  points,  on  aura 

,  _  az  -+-  b 

z  — •> 

cz  -+-  ci 

et  la  substitution 

az^b\ 


correspond   précisément  à  la  rotation  mpm'  effectuée  par  x  autoui 
de  O  dans  le  sens  négatif. 

11  y  aurait  de  même  une  seconde  substitution 

a^  +  p 


transformant  BC  en  BC.  Les  côtés  du  quadrilatère  ACBC  se  corres- 
pondent donc  deux  à  deux  par  une  substitution  linéaire. 

Dans  la  figure  que  nous  avons  dessinée,  nous  avons  supposé  que  le 
triangle  ACB  était  tout  entier  au-dessus  de  AB;  il  pourrait  en  être 
autrement,  et  alors  le  quadrilatère  total  pourrait  se  recouvrir  partiel- 
lement lui-même. 

Si,  au  lieu  de  prendre  le  rapport  z  de  deux  intégrales  réelles  sur  le 
segment  (o,  i),  nous  avions  pris  le  rapport  de  deux  intégrales  quel- 
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conques,  le  triangle  ABC  n'aurait  plus  eu  de  côté  rectiligne.  La 
figure  obtenue  aurait  été  la  transformée  du  quadrilatère  ACBO  par 
une  substitution  quelconque  de  la  forme 


Or,  une  telle  substitution  transforme  le  segment  de  droite  AB  en 
une  circonférence  ;  il  s'agit  de  savoir  ce  que  deviennent  deux  points  P 
et  P'  symétriques  par  rapport  à  AB.  Désignons  par  cap  le  segment 
d'un  cercle  F  correspondant  à  AB,  et  soient  iz  et  tz'  les  transformées 
de  P  et  P;.  Tout  cercle  passant  par  P  et  P'  est  orthogonal  à  AB;  donc 
tout  cercle  passant  par  tz  et  tz!  est  orthogonal  à  Y  (la  transformation 
transformant  les  cercles  en  cercles  et  conservant  les  angles). 

En  particulier,  la  droite  iziz'  sera  normale  au  cercle  T  et,  par  suite, 
passe  par  son  centre  E.  Or,  on  sait  que  les  deux  points  tï  et  tc',  situés 


,yy 


sur  le  diamètre  d'un  cercle  et  tels  qu'un  cercle  distinct  de  ce  dia- 
mètre et  passant  par  ces  points  soit  orthogonal  au  cercle,  sont  conju- 
gués par  rapport  à  celui-ci,  c'est-à-dire  que 

E<rcEit'  =  R2, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle.  Les  deux  points  t:  et  iz'  se  corres- 
pondent donc  dans  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
qui  laisse  invariables  les  points  de  T.  Les  deux  triangles  ayp  et  ay'p 
correspondant  respectivement  à  ACB  et  ACB  sont  donc  transformés 
l'un  de  l'autre  par  une  inversion  relative  au  cercle  T;  on  peut  dire 
encore  qu'ils  sont  Yimage  V  un  de  Vautre  par  rapport  à  ce  cercle  (1  ), 
comme  on  le  dit  pour  le  cas  où  a^  se  réduit  à  un  segment  rectiligne. 

(')  Cette  notion  de  l'image  d'une  figure  par  rapport  à  un  cercle  avait  été  déjà 
posée  par  Riemann  dans  ses  Travaux  Sur  les  surfaces  minima.  Elle  a  été  particu- 
lièrement développée  par  M.  Schwarz  dans  les  Mémoires  que  nous  avons  déjà  cités. 
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IV.  —  Remarques  générales  sur  les  substitutions  linéaires 
transformant  un  cercle  en  lui-même. 


17.  Nous  aurons  à  considérer,  dans  le  Chapitre  suivant,  des  sub- 
stitutions linéaires  transformant  un  cercle  en  lui-même.  Telles  sont 
les  substitutions  du  groupe  de  l'équation  hypergéométrique,  dans  le 
cas  où  le  cercle  obtenu  au  paragraphe  10  est  réel.  On  peut  toujours 
supposer  que  le  cercle  se  réduit  à  une  droite,  et  que  cette  droite  est 
l'axe  des  quantités  réelles. 

Une  substitution  linéaire  transformant  la  droite  en  elle-même  est 
alors  de  la  forme 


/      az  -h  b\ 

r'  7z~^rd) 


a,  b,  c,  d  étant  réels,  et  l'on  supposera,  comme  il  est  évidemment 
permis, 

ad —  bc  =  i. 

Ceci  posé,  cherchons  les  points  que  la  substitution  laisse  inva- 
riables. Ils  correspondent  à  l'équation 

a  z  -\~  b 

c  z  -h  d' 

c'est-à-dire  à  l'équation  du  second  degré 
(8)  cz*-h  (d—a)z  —  b  =  o. 

La  quantité  sous  le  radical 

(d—ay-h  4bc 
se  réduit  (en  tenant  compte  de  la  relation  ad  —  bc  =  i)  à 

(a-hd)*—  4. 

Nous  avons  donc  différents  cas  à  examiner  suivant  le  signe  de 
cette  différence.  Piemarquons  auparavant  que,  conformément  à  1;» 
théorie  générale  de  la  réduction  des  substitutions  linéaires,  on  peut, 
par  un  changement  linéaire  de  variables,  ramener  la  substitution  à  la 
forme 

(Z?f*Z), 
P.  —  III.  09 
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;j.  étant   le  rapport   des  racines,   supposées  distinctes,   de  l'équation 
en  X 


(9) 


a  —  A  b 

c  d  —  X 


Si  celle  équation  a  ses  racines  égales,  la  substitution  se  ramènera 

à  la  forme 

(Z,  Z  +  h). 

On   doit  remarquer  que   la   quantité  sous  le  radical  est  la   même 
pour  les  deux  équations  du  second  degré  (8)  et  (9). 

18.    Soit  d'abord 

(a-bû0*>4. 

La  réduction   à  la   forme  canonique  se  fera   par  une   substitution 
réelle,  et  Ion  aura 

z  =  z 


■p- 

a  et  [i  étant  deux  racines  réelles  de  l'équation  (8),  et  la  substitution 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 


,'_P        r,_p. 

le  multiplicateur  jj.  étant  aussi  réel  et  positif,  puisque  l'équation  (9) 
a  ses  racines  de  même  signe. 

Les  deux  points  que  la  substitution  laisse  invariables  sont  dits  les 
points  doubles  de  la  substitution.  Dans  le  cas  actuel  ces  points  sont 
situés  sur  l'axe  réel.  La  substitution  est  dite  alors  hyperbolique  (1). 

19.    Supposons  maintenant 


Nous  pouvons  encore  donner  à  la  substitution  la  même  forme, 
mais  alors  a  et  [6  sont  imaginaires  conjuguées,  et  jjl  est  une  quantité 
imaginaire  dont  le  module  est  égal  à  1.  Les  deux  points  doubles  sont 


(')    La    classification   des    substitutions    linéaires  à   une   variable  a    été    faite   par 
M.  Klein  dans  ses  travaux  Sur  ta  transformation  des  fondions  elliptiques. 
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imaginaires  et  il  n'y  en  a,  par  conséquent,  qu'un  dans  le  demi-plan 
supérieur. 
Soit 

9  étant  réel.  La  substitution 

Z  =  ;jlZ 

transforme  une  courbe  passant  par  Z  =  o  en  une  autre  courbe  pas- 
sant par  le  même  point,  et  les  deux  courbes  font  visiblement  entre 
elles,  en  ce  point,  l'angle  9.  Par  suite,  à  une  courbe,  passant  par  le 
point  s  =  a,  correspondra  une  courbe  passant  par  le  même  point  et 
faisant  avec  elle  l'angle  9.  On  dit  ici  que  la  substitution  est  elliptique. 

20.    Passons  au  cas  particulier  où 

Soit  a  la  racine  double  de  l'équation  (8)  ;  on  peut  prendre  ici 


et  la  substitution  a  alors  la  forme 


h, 


h  étant  une  constante  différente  de  zéro. 

La  substitution  est  dite  alors  parabolique;  il  n'y  a  qu'un  point 
que  la  substitution  laisse  invariable  :  c'est  le  point  z  =  a,  situé  sur 
Taxe  réel.  Une  courbe  passant  par  le  point  double  a  pour  transformée 
une  courbe  passant  par  ce  point  et  qui  lui  est  tangente,  ce  qui  se 
déduit  de  suite  du  cas  précédent,  en  regardant  la  substitution  para- 
bolique comme  la  limite  d'une  substitution  elliptique. 
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CHAPITRE  XIII. 

SUR  UNE  CLASSE  DE  TRANSCENDANTES  UNIFORMES  DÉDUITES 
DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  HYPERGÉOMÉTRIQUE. 


I.  —  Les  fonctions  de  M.  Schwarz. 

1.  Nous  allons  maintenant  étudier  des  cas  étendus,  signalés  par 
M.  Schwarz,  où  l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  de  l'équa- 
tion différentielle  hypergéométrique  conduit  aune  fonction  uniforme. 
Nous  voulons  donc  que,  y{  el  y2  désignant  deux  intégrales  distinctes 
de  cette  équation,  la  relation 

donne  pour  x  une  fonction  uniforme  de  z. 

Revenons  d'abord  aux  constantes  X,  b{,  b2,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  l'étude  des  intégrales  hypergéométriques  (Chap.  XII,  §  6). 
Nous  savons  que  l'on  peut  trouver  deux  intégrales,  dont  le  rapport 
dans  le  voisinage  de  l'origine  x  =  o  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P(#)  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x  =  o.  Il  suffit, 
pour  s'en  assurer,  de  prendre  les  deux  intégrales  correspondant  aux 
deux  racines  de  l'équation  déterminante. 

De  même,  pour  x  =  i,  on  aura  deux  intégrales,  dont  le  quotient 
se  mettra  sous  la  forme 

{x  —  i)*H-*.-iQ(a?), 

Q(#)  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x  =  i .  Enfin,  dans 
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le  voisinage  de  x  =  oo,  nous  avons  un  rapport  susceptible  de  la  forme 


'M-*,-iR(>')  {x'=^) 


R  (  x')  étant  holomorphe  et  différent  de  zéro  pour  x1  =  o. 

Pour  que  l'inversion  se  fasse  d'une  manière  uniforme,  il  faudra  que 
les  trois  nombres 

X -h  &j —  i,     X  -+-  62  —  I?     b\-\-bi — i 
soient  les  inverses  de  nombres  entiers.  Soient  donc 

X  4-ôi  —  i=  -, 
m 

i 
A  -+-  &,—  r  =  -, 
/£ 

bl^b,-i  =  -, 

m.  /*,  p  étant  trois  entiers  que  nous  pouvons  supposer  positifs,  car 
nu  us  verrons  dans  un  moment  que 

a*=JL,  b*=±,         c*=-i, 

<:/,  &,  c  ayant  la  signification  que  nous  leur  avons  donnée  au  Chapitre 
précédent. 

Nous  aurons  donc 


À  =  -    i 


2    \  />£  /£  />/ 

7  l    (  l  l  M 

bi=  -H H , 

2  \         m       p        n 

Nous  nous  imposons  de  plus  la  condition  que  l'intégrale  hypergéo- 
métrique  (loc.  cit.)  ait  un  sens  quand  g  et  h  sont  deux  quelconques 
des  quantités  o,   i,  x  et  oo,  c'est-à-dire  que 

&i>o,         b2>  o,         À  >  o,         bi-i-  b2-\-  X  <  :>.. 
Les  trois  premières  conditions  sont  remplies,  quels  que  soient  les 
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entiers  positifs  />?,  /?,  p  :  et  la  dernière  revient  à  l'inégalité 

i         ii 
m        n       p 

Nous  la  supposerons  vérifiée. 

2.  Les  quantités  désignées  par  a,  b,  c  dans  le  Chapitre  précé- 
dent (§  13)  sont  ici,  puisque 

X  =  i  —  a,        61  =  i-ha  —  y,        62  =  7  —  p, 

1  1  1 

a  =  —  j  0  =  —  ,  c  =  —  • 

m  />  /i 

Le  quotient  de  deux  solutions  nous  donne  donc  la  représentation 
conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  d'arcs  de  cercle  (voir  le  Cha- 
pitre précédent).  Les  angles  aux  sommets  de  ce  triangle  sont 


On  peut  supposer  que  ces  trois  sommets  sont  à  distance  finie,  et, 
puisque  «,  Z>,  c  sont  plus  petits  que  deux,  nous  sommes  dans  le  cas 
où  il  y  a  une  correspondance  uniforme  entre  le  demi-plan  et  le 
triangle  ABC. 

Or,  étant  donnés  trois  cercles,  il  existe  un  cercle  réel  ou  imagi- 
naire les  coupant  orthogonalement.  Soit  F  le  cercle  relatif  aux  trois 
cercles  formant  le  triangle  ABC,  et  soit  AC'B  l'image  de  ACB  par 
rapport  à  AB;  F  coupera  aussi  orthogonalement  AC  et  BO.  On  le 
verra  de  suite  en  supposant  que  AB  se  réduit  à  une  ligne  droite  (ce 
qui  ne  diminue  pas  la  généralité,  comme  il  résulte  du  paragraphe  16 
du  Chapitre  précédent),  car  alors  ACB  est  symétrique  de  ACB  et  le 
cercle  a  lui-même  AB  pour  axe  de  symétrie. 

Je  dis  maintenant  que  le  cercle  F  est  réel;  c'est  là  un  point  très 
important  qui  résulte  de  ce  que  les  angles  de  notre  triangle  d'arcs  de 

cercle  sont  égaux  à  —  »  -  et  -  et  à  ce  que,  de  plus, 
m    11      p  1     ?        r       ? 

III  H  p 

Pour  le   voir,    nous    pouvons    supposer   que   deux   des   côtés   du 
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triangle  sont  rectilignes,  car  on  peut  transformer  deux  circonférences 
en  droite  par  une  substitution  linéaire.  Nous  aurions  donc  la  dispo- 
sition suivante  de  la  ligure  17. 


L'angle    rectiligne  ACB  est  égal  à  -  ;  quant  à  l'arc  de  cercle  AB, 

il  doit  tourner  sa  convexité  vers  le  point  C,  car  autrement  la  somme 
des  angles  du  triangle  formé  par  les  deux  droites  CA,  CB  et  l'arc  de 
cercle  AB  dépasserait  la  somme  des  angles  du  triangle  rectiligne  ABC, 
c'est-à-dire  tc.  Du  point  G  comme  centre,  on  peut  donc  décrire  un 
cercle  réel  Y  orthogonal  au  cercle  AB,  et  l'on  doit  remarquer  que  le 
cercle  Y  ne  rencontrera  pas  le  triangle  CAB. 

Nous  avons  supposé  implicitement,  dans  cette  ligure,  qu'aucun  des 
angles  n'était  nul,  c'est-à-dire  qu'aucun  des  entiers  m,n,p  n'était 
infini.  Supposons,  par  exemple,  />£  =  oc;  on  aura  alors  la  figure  18. 
Ici  le  cercle  Y  ne  traverse  pas  le  triangle  ACB,  mais  jpasse  par  le 
sommet  A  où  l'angle  est   nul.   Ceci  est    général;    s'il   y  a,   dans  le 

Fis.  18. 


triangle,  deux  sommets,  ou  même  les  trois,  pour  lesquels  l'angle  soit 
nul,  le  cercle  orthogonal  passera  par  ces  sommets. 

3.  Réduisons  maintenant  le  cercle  F  à  être  [l'axe  des  quantités 
réelles;  le  triangle  VBG  sera  dans  un  des  demi-plans,  soit,  par  exemple, 
le  demi-plan  supérieur. 
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Nous  avons  donc,  dans  le  demi-plan,  un  triangle  d'arcs  de  cercle 
VCB,  dont  les  côtés  sont  orthogonaux  à  l'axe  réel,  et  il   en  sera  de 


même  alors  des  côtés  du  triangle  AC'B,  image  du  triangle  ACB  par 
rapport  à  AB  {fig-  19). 

Si  les  sommets  A  et  B  correspondent  aux  points  o  et  1,  la  substi- 
tution linéaire  transformant  AG  en  AG'  est  la  substitution  S,  relative 
à  une  rotation  dans  le  sens  négatif  autour  de  o.  (  Voir  la  figure  i4  du 
Chapitre  précédent.) 

Le  quadrilatère  ACBC'  correspond  au  plan  de  la  variable  çc,  dans 
lequel  on  a  tracé  les  coupures  ( — oc,  o)  et  (1,  +00).  Si  x,  venant 
du  demi-plan  inférieur,  traverse  la  coupure  (  —  x,  o),  nous  aurons, 
comme  correspondant  au  demi-plan  supérieur,  un  triangle  d'arcs  de 
cercle,  qui  sera  l'image  du  triangle  BC'B  par  rapport  à  AO;  soit 
AB'G'  ce  triangle.  Il  est  clair  que  le  triangle  AC'B'  se  déduira  du 
triangle  ACB  au  moyen  de  la  substitution  S,,  et  le  triangle  ACB', 
image  de  AC'B'  par  rapport  à  AB',  se  déduira  du  triangle  ACB  par  la 
même  substitution.  On  peut  donc  dire  que  le  quadrilatère  ACB'C 
est  \\\  transformée  du  quadrilatère  ACBC  par  la  substitution  S, .  Cette 
substitution  est  évidemment  à  coefficients  réels,  puisqu'elle  a  le  point 
A  comme  point  double  et  qu'elle  transforme  le  cercle  AC  dans  le 
cercle  AG',  le  cercle  AB  dans  le  cercle  AB',  ces  divers  cercles  étant 
orthogonaux  à  l'axe  réel  ç;\ 

La  substitution  S2,  relative  à  une  rotation  dans  le  sens  positif 
autour  de   1  et  qui  transforme  BC  en  BC',  est  pareillement  à  coeffi- 
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cients  réels  ('),  et  l'on  peut  appliquer  de  la  même  manière  cette  sub- 
stitution au  quadrilatère  ACBO.  Nous  sommes  donc  ainsi  conduit  à 
transformer  le  quadrilatère  précédent  au  moyen  des  substitutions  en 
nombre  infini,  résultant  de  la  composition  des  deux  substitutions  Sj  et 
S2.  Ceci  revient,  d'après  Jes  explications  ci-dessus,  à  partir  du  triangle 
ACB  Ql  à  former  la  suite  indéfinie  des  triangles,  qui  s" en  déduisent 
par  symétrie  en  prenant  les  images  de  ee  triangle  par  rapporta 
ses  côtés,  et  faisant  de  même  pour  les  nouveaux  triangles  obtenus  et 
ainsi  de  suite.  Nous  dirons  que  deux  quadrilatères  avant  un  côté 
commun  ÀC,  tels  que  ACBO  et  AC'B'C",  sont  limitrophes. 

Tous  les  triangles  seront  dans  le  même  demi-plan,  puisque  les 
substitutions  2,  et  S2  sont  à  coefficients  réels.  Il  est,  de  plus,  évident, 
d'après  leur  génération  géométrique,  qu'ils  ne  se  recouvriront  pas  les 
uns  les  autres,  puisque  leurs  angles  sont  respectivement  égaux  à 


ce  qui  fait  que  les  triangles  ayant  pour  sommet  le  point  A  sont  au 
nombre  de  2m,  la  rotation  autour  de  A  ramenant  le  triangle  initial, 
et  que,  par  suite,  les  quadrilatères  sont  en  nombre  m  autour  de  A. 
En  prenant  toujours  de  nouveaux  triangles,  on  étend  indéfiniment, 
sans  sortir  du  demi-plan,  le  domaine  occupé  par  les  triangles,  et  il  est 
b  en  vraisemblable  que  cet  ensemble  de  triangles  couvrira  le  demi- 
plan  tout  entier  {-):  pour  le  démontrer  en  toute  rigueur,  quelques 
explications  préliminaires  sont  nécessaires. 

4.    Reprenons  la  substitution 

az  -4-  b 

L= (ad — bc  =  \), 

c  z  -h  a 

a,  h,   c  et   d  étant  réels.    Soient  z  ==  x  -\-  iy  et  Z=.X  +  iY;   on 


(1)  Le  cercle  que  laissent  invariable  les  substitutions  S,  et  L2,  comme  nous  l'avons 
vu  d'une  manière  générale  (Chap.  XII,  §  10),  est  ici  l'axe  réel.  On  peut  vérifier 
directement  qu'avec  les  valeurs  actuelles  de  X,  bx  et  b2  ce  cercle  doit  bien  être  réel, 
en  se  servant  de  l'inégalité  donnée  (toc.  cit.). 

(2)  M.  Schwarz,  dans  son  Mémoire  déjà  cité  {Journal  de  C  relie,  t.  75,  p.  3 18), 
admet  ce  point  sans  démonstration.  Nous  suivons,  pour  la  démonstration  rigoureuse, 
la  méthode  employée  par  M.  Poincaré  pour  établir  le  théorème  général  d'existence 
des  groupes  fuchsiens  (Acla  mathematica,  t.  I). 
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aura 

dz  =  dx  -+-  i  dy 

et,  en  désignant  par  z{)  la  quantité  conjuguée  de  z. 

dzQ  =  dx  —  i  dy, 

d'où  l'on  conclut 

dx*-i-  dy*~  =  dzdz0. 

Or 


dZ  dZQ 


dzydz 


(cjs-*-d)*(cz0-hdy- 


et,  comme 


on  en  déduit 


y== z , 

(cz  h-  d){cz0-+-  d) 


rfX»+rfY*        dx^dy 


Y2  y* 

Par  suite,  pour  un  élément  de  courbe  ds  et  pour  l'arc  transformé 

dS,  on  a 

dS  _ds 

et  l'on  peut  dire  que  l'élément  —  est  un  invariant  pour  la  substitution 
linéaire. 

o.  Revenons  au  quadrilatère  A.CBC  et  à  tous  ceux  qui  s'en 
déduisent  par  les  substitutions  du  groupe  dont  S,  et  S2  sont  les  deux 
substitutions  fondamentales.  Joignons  un  point  quelconque  M  à  l'in- 
térieur du  quadrilatère  ACBO  par  un  arc  de  courbe  situé  dans  le 
demi-plan,  à  un  point  quelconque  P  de  ce  demi-plan,  non  situé  sur 
l'axe  réel.  Suivons  l'arc  MP  en  considérant  les  différents  quadrilatères 
correspondant  au  quadrilatère  initial  par  une  substitution  du  groupe, 
et  cherchons  à  montrer  qu'on  arrivera  au  point  P  après  avoir  traversé 
un  nombre  fini  de  quadrilatères. 

L'arc  de  courbe  MP  sort  du  premier  quadrilatère  (que  nous  dési- 
gnerons par  R0)  par  un  certain  côté.  Il  entre  alors  dans  un  second 
quadrilatère  limitrophe  de  R0,  le  long  de  ce  côté.  Si  l'arc  MP  sort  de 
ce  quadrilatère,  il  entrera  dans  un  troisième  quadrilatère  R2,  limi- 
trophe de  Rt,  le  long  du  côté  par  lequel  est  sorti  MP,  et  ainsi  de 
suite.  On  aura,  de  cette  manière,  une  suite  de  Quadrilatères 


e  suite  ae  qi 


Ho,     Ri,     ....     K„, 
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Il  faut  démontrer  que  ces  quadrilatères  sont  en  nombre  fini. 
Or,  quand  un  arc  de  courbe  traverse  un  polygone  R,  deux  circons- 
tances peuvent  se  présenter  :  ou  bien  cet  arc  va  d'un  côté  à  un  coté 
opposé,  ou  bien  il  entre  par  un  côté  et  sort  par  un  côté  adjacent. 

Prenons  d'abord  la  première  circonstance  et  considérons  la  substi- 
tution linéaire  transformant  R„  en  R0.  Elle  transformera  aussi  l'arc  rn 
de  MP,  qui  traversait  R„,  en  un  arc  traversant  R0.  Or,  pour  un  arc 
de  courbe  compris  entre  deux  côtés  opposés  de  R0,  l'intégrale 

J   y 

est  une  quantité  positive  ne  descendant  pas  au-dessous  d'une  certaine 
limite,  que  nous  désignerons  par  K.  Or,  L  étant  un  invariant  au  sens  du 
paragraphe  précédent,  nous  concluons  de  là  que  l'intégrale  L  étendue 
à  /•„  sera  supérieure  à  K.  Comme  l'intégrale  L,  étendue  à  l'arc  MP  tout 
entier,  est  nécessairement  finie,  il  en  résulte  que  le  nombre  des  poly- 
gones R,  pour  lesquels  se  présente  la  première  circonstance,  est 
nécessairement  fini. 

Si  donc  les  R  sont  supposés  en  nombre  infini,  il  arrivera  un  mo- 
ment où  la  seconde  circonstance  se  présentera  toujours.  Celle-ci  se 
partage  elle-même  en  deux  cas  différents.  Considérons  un  polygone 
R/  et  le  polygone  suivant  R/+1  ;  par  hypothèse,  l'arc  traverse  les  deux 
polygones  en  entrant  et  sortant  par  des  côtés  adjacents  ;  mais  il  peut 
arriver  que  les  côtés  adjacents  correspondent  au  même  sommet  ou  à 
deux  sommets  différents  dans  les  deux  quadrilatères.  Dans  le  second 
cas,  en  effectuant  la  transformation  qui  ramènera  respectivement  les 
deux  quadrilatères  à  R0  et  à  R,,  il  est  clair  que  l'intégrale  L,  étendue 
à  l'arc  compris  dans  R/  et  R/+1,  sera  supérieure  à  K,  et  nous  sommes 
dans  le  même  cas  que  ci-dessus.  Le  second  cas  de  la  seconde  circon- 
stance ne  peut  donc  se  présenter  qu'un  nombre  fini  de  fois.  Il  ne 
nous  reste  plus  que  le  premier  cas  de  la  seconde  circonstance, 
qui  se  présenterait  constamment  à  partir  d'un  certain  moment  :  mais 
ici  il  n'y  a  plus  aucune  difficulté,  puisque  autour  d'un  sommet  il 
y  a  seulement  soit  m,  soit  n1  soit  p  quadrilatères.  Nous  trouvons 
donc  toujours  un  nombre  fini  dans  tous  les  cas  possibles,  et  nous 
arrivons  à  la  conclusion  que  le  réseau  de  quadrilatères  couvre  le 
demi-plan  tout  entier,  puisqu'un  point  quelconque  du  demi-plan  se 
trouve  dans  un  certain  quadrilatère. 
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6. 

Je 

reprend^ 

inaintenant  le  rapport 

r,0)  _  m 

qui  nous  a  d'abord  donné  la  représentation  conforme  du  demi-plan 

supérieur  sur  le  triangle  AGB.  A  chaque  valeur  de  x  correspondent 

une  infinité  de  valeurs  de  z,  qui  se  déduisent  de  l'une  d'entre  elles  z, 

el  sont  de  la  forme 

az  -\-  b 

cz  -f-  d' 

a,  b,  c  et  d  étant  réels  (ad —  bc  =  i).  Cherchons  inversement  com- 
bien de  valeurs  de  x  correspondent  à  une  valeur  de  z.  Le  point  z  se 
trouve  dans  un  certain  quadrilatère  R  du  réseau  que  nous  venons 
d'étudier.  Or,  à  chaque  quadrilatère  correspond  uniformément  le 
plan  de  la  variable  x  où  l'on  a  tracé  les  deux  eoupures  ( —  oo  ,  o)  et 
(i  +oo);  à  chaque  valeur  de  z  ne  correspondra  donc  qu'une 
valeur  de  x. 

L'inversion  de  l'équation 

donne  donc  pour  x  une  fonction  uniforme  de  z.  Cette  fonction  f  (z) 
n'est  définie  que  dans  le  demi-plan  supérieur  de  la  variables,  et  Von 
ne  peut  la  prolonge/'  analytiquement  au-dessous  de  V axe  réel. 

En  désignant  par 

/      a  z  -h  b  \ 

\*>  77Td) 

une  substitution  quelconque  du  groupe  dont  S,  et  S2  sont  les  deux 
substitutions  fondamentales,  on  a 

égalité  qui  exprime  simplement  qu'aux  points  correspondants  de  deux 
polygones  R  la  fonction  a  la  même  valeur.  Nous  avons  donc  là  une 
transcendante  extrêmement  intéressante,  qui  généralise  d'une  manière 
bien  remarquable  les  fonctions  doublement  périodiques,  en  ce  sens 
que  le  parallélogramme  des  périodes  s'y  trouve  remplacé  par  un 
quadrilatère  d'arcs  de  cercle,  et  que  le  réseau  des  parallélogrammes 
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de  périodes  est  remplacé  par  le  réseau  des  quadrilatères  curvilignes 
couvrant  le  demi-plan  (•). 

7.  Nous  avons  supposé  dans  les  dessins  faits  plus  haut  que  les 
angles 

du  triangle  curviligne  étaient  différents  de  zéro. 

Les  raisonnements  faits  ne  supposent  en  rien  que  parmi  ces  angles 
il  ne  s'en  trouve  pas  d'égal  à  zéro.  Si  l'on  a  a  =  o,  le  sommet  a  sera 
sur  l'axe  réel,  car  on  a  alors  un  logarithme  dans  l'expression  d'un 
système  fondamental  d'intégrales  et  la  substitution  fondamentale 
correspondante  sera  alors  parabolique.  11  peut  même  arriver  que  les 
trois  angles  du  triangle  d'arcs  de  cercle  soient  nuls,  ce  qui  corres- 

Fisr.  20. 


\ 


pond  à  1  =  m  =  n  =  co  ,  et  ce  cas  particulier  présente  un  grand  intérêt. 
On  aura  alors  un  triang 
angles  A,  G,  B  sont  nuls. 


On  aura  alors  un  triangle  comme  celui  de  la  figure  20,  où  les  trois 


8.   Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  l'on  avait  entre 
les  entiers  positifs  m,  n,p  l'inégalité 


1         1         1 

-H h  -  <I 

m        ri        p 


(!)  Les  fonctions  de  M.  Schvvarz  ont  donné,  après  la  fonction  modulaire  qui  s'était 
présentée  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qu'elles  comprennent  comme 
cas  particulier,  des  exemples  de  fonctions  uniformes  n'étant  pas  susceptibles  d'être 
prolongées  analytiquement  au  delà  d'une  droite  ou  d'un  cercle,  et  se  reproduisant 
quand  on  effectue  sur  la  variable  un  groupe  de  substitutions  linéaires.  Ce  sont  les 
types  les  plus  simples  de  ces  fonctions  que  M.  Poincaré  appelle  fonctions  fuchsiennes. 
et  qui  sont  désignées  en  Allemagne  sous  le  nom  de  fonctions  automorphes.  Un  point 
capital  dans  cette  théorie  est  la  loi  générale  de  formation  des  groupes  fuchsiens,  c'est- 
à-dire  des  réseaux  de  polygones  limités  par  des  arcs  de  cercle  normaux  à  l'axe  réel, 
se  déduisant  les  uns  des  autres  par  une  substitution  linéaire  et  couvrant  une  seule  fois 
le  demi-plan  [voir,  sur  ce  sujet,  Poincaré,  Théorie  des  groupes  fuchsiens  (Acta 
mathematica,  t.  I)].  L'étude  clu  cas  particulier  très  simple,  correspondant  aux  fonc- 
tions de  Schwarz  que  nous  venons  de  traiter,  facilitera  l'étude  du  cas  général. 
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Vrrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  de  l'égalité 

I  I  T 

r 1 =  I  . 

m        n        p 

D'après  les  valeurs  de  y.  />,  et  b2  (§  1  de  ce  Chapitre),  nous  trou- 
vons alors 

X -4- 61  H- 6,  =  2, 

-et  par  suite,  en  revenant  aux   constantes  a,  fi,  y  de   Gauss,  on  aura 
L'équation  hypergéométrique  se  réduit  à 

n  d~y     r        /       <\dy 

x(i —  3r)-rh  -hTy — .r(a-f-i)   -^-  =0. 

I  ne  des  solutions  est  donc  y  =  const.,  et  une  autre  intégrale  est 
fournie  par  la  quadrature 


=.(' 


(i)  y  =   /      x-y(i  —  sc)Y-*-ldx. 

La  question  se  réduit  donc  à  l'inversion  d'une  intégrale.  Mais  ici, 
d'après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  au  Chapitre  précédent,  le  triangle 
curviligne  se  réduit  à  un  triangle  rectiligne  ;  ses  angles  sont  égaux  à 

77  77  T. 

—  ■>       ~  y       —  ■> 
m        n       p 

et  leur  somme  est  bien  égale  à  tt,  d'après  la  relation 


I 

i         1 

—  - 

1 h  - 

m 

n       p 

Les  cas  où  un  des  angles  serait  nul,  c'est-à-dire  où  une  des 
m,  n,  p  serait  infinie,  ne  présentent  aucun  intérêt,  et  l'on  ne  trouve 
que  des  transcendantes  élémentaires.  La  seule  circonstance  à  exami- 
ner est  celle  où  nous  avons  un  véritable  triangle  rectiligne.  Ce  que 
nous  avons  dit  plus  haut  du  triangle  curviligne  peut  nécessairement 
se  répéter  pour  le  triangle  rectiligne.  On  déduira  du  triangle  recti- 
ligne par  symétrie  une  infinité  de  triangles  qui  recouvriront  le  plan. 
Mais  le  triangle  initial  n'est  pas  quelconque.  La  relation 

1         1         1 

1 h  -  =1 

m        n        p 
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nous  donne,  soit 


soit 

ou  enfin 


m  =  3,  /i==3,  /?  =  3, 
m  =  2,  /?  =  /ji  i°  =  4> 
m  =  2,         /î  =  3.        y?  =  6. 


On  a,  dans  le  premier  cas,  un  triangle  équilatéral,  dans  le  second 
un  triangle  rectangle  isoscèle  et  dans  le  troisième  un  triangle  rec- 
tangle dont  les  angles  aigus  sont  égaux  respectivement  à  3o°  et  6o°. 
Dans  les  trois  cas,  on  obtient  par  V inversion  de  V intégrale  (i) 
une  fonction  doublement  périodique.  On  le  vérifierait  par  l'étude 
de  l'intégrale  elle-même  en  donnant  à  a  et  y  les  valeurs  particulières 
correspondant  à  chacun  de  ces  cas,  et  il  n'y  aurait  qu'à  vérifier  que 
l'intégrale  abélienne  dont  on  veut  faire  l'inversion  est  une  intégrale 
de  première  espèce  correspondant  à  une  courbe  de  genre  un.  On 
peut  aussi  le  voir  par  une  voie  qui  se  rapproche  plus  des  considé- 
rations développées  dans  les  paragraphes  précédents,  car  la  double 
périodicité  doit  apparaître  sur  le  réseau  des  triangles.  Prenons,  par 
exemple,  le  triangle  équilatéral. 

Soient  le  triangle  équilatéral  ACB  et  son  symétrique  AC'B  {fig.  21). 


Les  substitutions  fondamentales  du  groupe  sont  la  substitution 
linéaire  (ici  de  la  forme  P^H-Q)  transformant  AC  en  AC,  et  la 
substitution  linéaire  transformant  BC  en  BC.  Figurons  maintenant 
le  quadrilatère  limitrophe  ACB' A/,  et  considérons  la  substitution 
linéaire    transformant  C'A  en  C'A'.    En   faisant  à   La   suite   les   deux 
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substitutions  correspondant  respectivement  au  changement  de  AC 
en  AC  et  de  C'A  en  C'A',  on  transforme  CA  en  C'A';  cette  substi- 
tution sera  nécessairement  de  la  forme 

(z,  z  -h  w), 

a)  représentant  la  grandeur  géométrique  GO.  Voici  donc  une  pre- 
mière période;  une  seconde  période  correspondra  à  la  grandeur 
géométrique  BB'  ;  une  troisième  période  correspondrait  à  la  troisième 
hauteur,  mais  il  est  clair  qu'elle  est  la  somme  géométrique  des  deux 
premières.  Un  parallélogramme  de  périodes  comprend  l'équivalent 
de  trois  parallélogrammes  fondamentaux  tels  que  ACBO;  je  veux 
dire  par  là  que  sa  surface  peut  se  partager  en  plusieurs  aires  dont 
chacune  est  congruente  à  un  parallélogramme  fondamental,  ou  à 
une  partie  d'un  tel  parallélogramme,  de  manière  à  correspondre  dans 
son  ensemble  à  trois  de  ces  parallélogrammes. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'examiner  de  la  même  manière  les 
deux  autres  réseaux  de  triangles  dont  les  angles  sont  indiqués  ci- 
dessus  (  ■  ). 


«vigies   sont  încuqui 


II.  —  Problème  inverse. 

9.  Nous  sommes  parti,  dans  la  Section  précédente,  de  l'équation 
différentielle  hypergéométrique,  et,  en  donnant  aux  constantes  cer- 
taines valeurs  particulières,  nous  avons  été  conduit  à  diviser  le 
demi-plan  de  la  variable  z  en  un  réseau  de  quadrilatères  formés 
par  des  arcs  de  cercle.  On  peut  se  poser  la  question  d'une  manière 
inverse,  en  considérant  a  priori  dans  le  demi-plan  de  la  variable  c 
un  triangle  formé   par  trois  arcs  de  cercle  normaux  à  l'axe  réel,  et 

( '  )  Je  n'examine  pas  ici  les  cas,  en  nombre  limité,  où  Ton  a 

iii 

-  H h  -  >i, 

ni        n        p 

et  je  renvoie  pour  ces  cas  au  Mémoire  de  M.  Schwarz  et  au  beau  Livre  de  M.  Klein 
(  Vorlesungen  iïber  das  Jkosaecler  und  die  Auflosung  der  Gleichungen  vom  fùnften 
Grade;  Leipzig,  i884).  L'inversion  du  quotient  donne  encore  des  fonctions  uniformes, 
mais  ce  sont  des  fonctions  rationnelles.  Elles  sont  très  intéressantes,  car  elles  se 
rattachent  intimement  aux  divers  polyèdres  réguliers. 
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ayant  pour  angle  (  '  ) 


7T  71 

■ —  5  —  ? 

m        n 


On  prend  l'image  de  ce  triangle  ABC  par/ rapport  à  AB,  et,  en 
désignant  ce  triangle  par  ABC,  on  a  le  quadrilatère  AGBC.  Il  existe 
une  substitution  elliptique  à  coefficients  réels  ayant  pour  points 
doubles  A  et  son  symétrique,  par  rapport  à  l'axe  réel,  transformant 
le  cercle  AC  en  le  cercle  AC/,  ces  deux  cercles  étant  pris  dans  leur 
entier  ;  ce  sera  la  substitut  ion 


•>  7T 


a  étant  l'affixe  de  A  et  a0   la   conjuguée  de  a  ;  l'angle  —  est  l'angle 

des  deux  cercles,   et  nous  mettons  le   signe  moins  dans  l'exponen- 
tielle (si  le  cas  de  figure  est  celui  de  la  page  335).  Il  faut  montrei 


(*)  On  aura  certainement 


i h  -  < 

m        n       p 


comme  le  montre  le  théorème  célèbre  de  Gauss  sur  la  courbure  totale  d'une  portion 
de  surface,  limitée  par  des  lignes  géodésiques.  On  sait  en  effet  qu'on  peut  mettre  le 
carré  de  l'élément  de  l'arc  sur  une  surface  S,  dont  la  courbure  totale  est  constante  et 
égale  à  —  i  sous  la  forme 

dx-  -h  dy"1 
,,    —  > 

y- 

et,  si  l'on  établit  alors  une  correspondance  entre  les  points  de  S  et  le  demi- 
plan  (x,  y),  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  correspondront  dans  le  demi-plan 
aux  cercles  orthogonaux  à  l'axe  des  x.  Cette  représentation  donnant  une  carte  géo- 
graphique de  S  sur  le  demi-plan,  il  y  a  conservation  des  angles;  or,  d'après  le  théo- 
rème de  Gauss,  si  l'on  prend  sur  une  surface  un  triangle  formé  par  trois  lignes 
géodésiques,  en  désignant  par  A,  B,  G  les  angles  de  ce  triangle,  on  a 


A  +  B+C-.=/7^ 


di  étant  l'élément  de  surface,  et  RIV  la  courbure  totale  de  la  surface  en  chaque  point. 
Or  ici  RR'  =  —  i  ;  il  en  résulte  que 

A  +  B-hC<ir, 

et  il  en  est,  par  suite,  de  même  du  triaugle  formé  dans  le  demi-plan  par  trois  cercles 
orthogonaux  à  l'axe  des  x.  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  le  Chapitre  XI  du 
Tome  III  des  Leçons  de  M.  Darboux(p.  3g4). 

P.  -  III.  23 
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que  cette  substitution  transforme  le  point  C  en  le  point  C.    Il   suffit 
pour  cela  de  faire  voir  que  l'intégrale 


Si 


que  nous  savons  être  un  invariant  pour  une  substitution  linéaire,  est 
la  même  que  pour  l'arc  AC  et  pour  l'arc  AC.  Or  il  en  est  bien  ainsi, 
car  deux  arcs  sont  transformés  l'un  de  l'autre  par  rayons  vecteurs 
réciproques  et  l'on  aura  alors,  en  désignant  par  O  le  point  où  CC 
rencontre  l'axe  réel  et  en  appelant  MP  et  M' P;  deux  arcs  élémentaires 
correspondants, 

MP  _  M'P' 

ÔM  ~~   OM'  ' 
ce  qui  revient  à 

ds         ds  m 

y  ~  y 

les  deux  intégrales  sont  donc  égales. 

Ainsi  nous  avons  une  substitution  S,  transformant  AC  en  AC,  et 
pareillement  une  substitution  S2  transformant  BG  en  BC/.  Ces  deux 
substitutions  sont  les  substitutions  fondamentales  d'un  groupe,  et 
nous  obtenons  ainsi,  en  transformant  le  quadrilatère  primitif  par 
toutes  les  substitutions  de  ce  groupe,  un  nombre  infini  de  quadrila- 
tères couvrant  une  fois  le  demi-plan.  (On  répéterait  ici  les  raisonne- 
ments de  la  Section  précédente.) 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  a  priori  de  V existence 
dune  fonction  que  laissent  invariable  les  substitutions  de  ce 
groupe.  On  y  parviendra  en  s'appuyant  sur  le  théorème  général  de 
Riemann,  relatif  à  la  représentation  d'une  aire  simplement  connexe 
sur  un  demi-plan,  théorème  sur  lequel  nous  nous  sommes  longue- 
ment arrêté  dans  le  Tome  II  de  cet  Ouvrage.  Prenons  le  triangle  ABC  ; 
nous  pouvons  le  représenter  d'une  manière  conforme  sur  le  demi- 
plan  supérieur  du  plan  x,  et  cette  représentation  est  entièrement 
déterminée  si  nous  faisons  correspondre  le  point  A  au  point  x  =  i 
et  le  point  G  à  x  =  oo.  Soit 

la  fonction  f  (z)  pour  le  moment  définie  seulement  dans  le  triangle 
ABC,   qui  permet  de  faire  cette  représentation  conforme.  L'arc  AB 
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étant  analytique,  on  peut,  d'après  la  théorie  de  la  représentation  con- 
forme (t.  II,  p.  298),  prolonger  analjtiqueinent  la  fonction  f(z)  au 
delà  de  l'arc  AB.  A  deux  valeurs  de  s,  ayant  pour  affîxes  deux  points 
conjugués  par  rapport  au  cercle  AB,  correspondent  alors  deux  valeurs 
de  x  imaginaires  conjuguées.  On  l'établit  de  suite  en  supposant  pour 
un  moment,  comme  il  est  permis,  qu'une  transformation  linéaire  ait 
transformé  l'arc  AB  en  un  segment  de  l'axe  réel  dans  son  plan,  et 
alors  la  remarque  devient  évidente.  Par  suite,  la  fonction  f(z)  sera 
certainement  définie  d'une  manière  uniforme  dans  le  triangle  AC'B 
image  de  AGB,  et  les  valeurs  de  la  fonction  correspondront,  dans  ce 
triangle,  au  demi-plan  inférieur.  On  passera  de  même  du  triangle 
AC'B  à  un  triangle  limitrophe,  et  l'on  étendra  ainsi,  de  proche  en 
proche,  la  fonction  d'une  manière  uniforme  dans  tout  le  demi-plan. 
En  deux  points  homologues  de  deux  quadrilatères,  la  valeur  de  x  sera 
évidemment  la  même,  et,  par  suite,  on  a  bien  une  fonction  uni- 
forme f  (z)  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  correspon- 
dant au  réseau  de  quadrilatères. 

10.    Considérons  la  fonction  inverse  z  de  x  définie  par  l'équation 

*=/(*). 

D'après  la  définition  de /(s),  la  fonction  inverse  z  de  x  sera  une 
fonction  de  x  définie  dans  tout  le  plan  de  la  variable  x  et  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  tout  point  de  ce  plan,  sauf  les  points  o,  i  et  oo. 
Quand  x  tourne  autour  d'un  de  ces  points  singuliers,  z  se  change  en 


cz  + 


7/' 


celle  substitution  appartenant  au  groupe  dont  S,  et  S2  sont  les  deux 
substitutions  fondamentales. 

Il  nous  faut  chercher  la  forme  analytique  d'une  des  déterminations 
de  la  fonction  dans  le  voisinage  d'un  poinl  singulier.  Supposons 
d'abord  que  le  sommet  A  ne  soit  pas  sur  l'axe  réel,  c'est-à-dire  que 
l'entier  ///,  correspondant  à  x  =  o,  ne  soit  pas  infini. 

Pour  une  détermination  convenable  de  la  fonction  s,   l'expression 
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271/ 


se  reproduit,  multipliée  par  e     m  ,  quand  x  tourne  autour  de  l'origine 
dans  le  sens  négatif,  et  l'on  a  par  suite 


z  —  <x0 


cp(#)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  x  =  o.  Comme  pour 
,ï  =  oona^  =  a,  la  fonction  o(x)  est  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  x  =  o,  et  enfin  cp(o)  ^  o,  puisque  x  est  fonction  uniforme  de  z. 
Si  le  sommet  A  est  sur  l'axe  réel,  la  substitutions,  est  parabolique, 
et  nous  savons  (Chap.  XII)  qu'on  peut  l'écrire 


h  étant  une  constante  réelle. 
Donc  la  fonction  de  x 


-  h Aogx 


est  uniforme  dans  le  voisinage  de  x  =  o.  Désignons  cette  expression 
par  cp(#);  je  dis  que  cp(#)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
x  =  o.  On  a  en  effet 


2  71/1  2  7t/      , 

--T-W 

xe      h 


h    s -a. 


Si  y(x)  admet  x  =  o  comme  pôle  ou  comme  point  singulier 
essentiel,  le  second  membre,  d'après  une  proposition  élémentaire  sui- 
tes points  singuliers  essentiels  (t.  II,  p.  125),  s'approche  autant 
qu'on  veut  dans  le  voisinage  de  l'origine  de  toute  grandeur  donnée  ; 
mais  le  premier  membre,  en  posant 

Z    =    £   -+■    *"*), 

a  pour  module 

e      h    (£  —  a^-f-r,2 

et,  comme  7]  >>  o,  ce  module  sera  supérieur  ou  inférieur  à  un,  sui- 
vant le  signe  de  A,  et,  par  conséquent,  le  premier  membre  ne  peut 
s'approcher  autant  qu'on  veut  de  toute  grandeur  donnée.  Nous  au- 
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rons  donc  pour  une  des  déterminations  z  de  la  fonction  z 

cd  (x)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  o. 

11.  Nous  pouvons  maintenant  former  une  équation  du  troisième 
ordre,  à  laquelle  satisfait  la  fonction  a  de  x.  Prenons,  à  cet  effet, 
le  quotient 

'2  dx  dx*        J  V  ^/.r2  j 

déjà  rencontré  (Ghap.  XII,  §  la)  ;  il  reste  invariable,  comme  nous 
l'avons  dit,  quand  on  remplace  z  par —  •  Il  sera  donc  une  fonc- 
tion uniforme  dans  tout  le  plan,  et  les  seuls  points  singuliers  seront 
les  points  o,    i    et  oo.  Pour  toute  autre  valeur  de  x,  ce  quotient  est 

liolomorphe,  puisque  -r-  est  différent  de  zéro  pour  x  distinct  des  trois 

valeurs  singulières.  Nous  n'avons  plus  qu'à  déterminer  la  nature  de 
ces  singularités.  Cette  détermination  sera  facile,  puisque  nous  con- 
naissons la  forme  analytique  de  z  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  x  =  i 
et#  =  co.  On  reconnaît  ainsi  que  le  quotient  ci-dessus  est  complè- 
tement déterminé,  en  posant,  comme  précédemment, 

a  =  — ,  b  =  -,  c  =  -  : 


m 


P 


des  calculs  faciles,  mais  un  peu  longs,  que  j'omets  ici,  font  retom- 
ber sur  l'expression  déjà  obtenue 


a2—  62-+-  c2 


2  a?2  2(1 X )2  2  37(1  —  x) 

et   ce  résultat  s'applique  encore   au   cas  où   a,  b,  c  ne  seraient  pas 
différents  de  zéro. 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction /"(s),  qui  nous  occupe,  peut  être 
obtenue  par  l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  d'une  équation 
hypergéométrique,  puisque  l'expression  précédente  est  celle  qui  se 
présente  dans  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre  relative  à 
une  telle  équation. 
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III.  —  Quelques  cas  particuliers  remarquables  :  groupe 
modulaire  et  groupe  arithmétique. 

12.  Nous  allons  étudier  quelques  cas  particuliers.  Un  cas  intéres- 
sant est  celui  où 

a  =  b  =  c  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

m  =  n  =  p  =  oo. 

On  a  alors  X  =  b{  =  b2  =  J,  et  l'on  a,  par  suite,  l'intégrale  hyper- 
géométrique 

du 


f. 


g     \/u(u  —  i)(u  —  x) 

g  et  h  désignant  deux  quelconques  des  quantités  o,  i ,  x  et  oc.  On 
peut,  moyennant  une  substitution  linéaire  convenable,  choisir  pour 
triangle  fondamental  un  triangle  quelconque  d'arcs  de  cercle  nor- 
maux à  l'axe  réel,  comme  celui  que  nous  avons  représenté  (p.  3{4)- 
Le  cas  où  l'on  prend,  comme  intégrales  de  l'équation  linéaire, 
deux  demi-périodes  distinctes  de  l'intégrale  elliptique 

du 


f 


\fu\u  —  i)(u  —  x) 


conduit  à  la  fonction  modulaire,  c'est-à-dire  au  module  considéré 
comme  fonction  du  rapport  des  périodes,  qui  a  fait,  à  un  autre  point 
de  vue,  l'objet  des  travaux  mémorables  d'Hermite.  Nous  avons  donné 
(t.  II,  p.  20o)  les  substitutions  fondamentales  du  groupe  correspon- 
dant. Au  lieu  de  prendre  les  substitutions  fondamentales  (S,)  et  (S2) 
données  (/oc.  cit.),  prenons  les  deux  substitutions  inverses,  c  est-à- 
dire  les  substitutions  donnant  les  to  en  fonction  des  w'  ;  on  aura  ainsi, 
pour  le  rapport  z,  les  deux  substitutions 


(S,) 


(Si)  (*,  z-i). 

Dessinons  le  quadrilatère  fondamental  correspondant  rapporté  aux 
deux  axes  (O;,  Oti)  (fig.  22)  en  posant 
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Le  quadrilatère  est  symétrique  par  rapport  à  Oïj.  Les  deux  demi- 
cercles  OA  et  OB,  de  diamètre  égal  à  l'unité,  se  correspondent  par 


B' 


Fis.  22. 


la  substitution  S,,  et  les  deux  côtés  BB'  et  AA'  parallèles  à  Ot\  se  cor- 
respondent par  la  substitution  S2.  Le  quatrième  sommet  du  quadrila- 
tère est  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  Otj. 

Le  groupe  que  nous  venons  d'étudier  est  souvent  désigné  sous  le 
nom  de  groupe  modulaire.  C'est  un  groupe  de  congruence;  il  repré- 
sente l'ensemble  des  substitutions 

az  -^-  b 


cz  -+-  d 

où  a,  b,  c,  d  sont  quatre  entiers  satisfaisant  à  la  relation 

ad  —  bc  —  i 


a  ==  i 
d  =  i 
b^o 
c  =o 


(mod.2). 


13.  Prenons  un  autre  cas  non  moins  remarquable  et  se  rapportant 
également  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous  donnerons  à  m, 
/i,  p  les  valeurs 

7/1=3,  n  =  *2 


p  =  00. 


On  peut  prendre,  pour  triangle  fondamental  correspondant  à  ces 
angles,  le  triangle  suivant  :  Décrivons  de  l'origine,  comme  centre,  un 
cercle  de  rayon  un  et  traçons  la  droite  £  =  —  ±  représentée  sur  la 
figure  23  par  AC.  Le  triangle  fondamental  est  le  triangle  forme  par 
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l'arc  AB  et  les  deux  droites  AC,  Br,;  le  troisième  sommet  est  à  l'in- 
fini. On  vérifie  de  suite  que,  dans  ce  triangle,  l'angle  A  est  égal  à  -, 

l'angle  B  à  -  et  l'angle  C  est  nul. 

°  i  ° 

Fig.  23. 


C 

V 

C 

A 

-"- 

B^ 

A' 

1 

0 

l 

Le  triangle  BA'O,  symétrique  de  BAC  par  rapport  à  l'axe  Oti, 
donnera  avec  BAC  le  quadrilatère  fondamental. 

On  a  immédiatement  les  substitutions  ondamentales  du  groupe 
correspondant  ;  ce  sont 

/(S)        (*,*+!), 


(1) 


(T 


i 


la  première  transforme  AC  en  A'C  et  la  seconde  l'arc  BA  en  l'arc  B  A'. 
Nous  avons  déjà  étudié  ce  groupe  (t.  I,  p.  473),  et  nous  avons  vu 
que  toutes  les  substitutions  de  la  forme 


a,  6,  c,  d  étant  des  entiers  réels  (ad —  bc 


i),  résultent  de  la  com- 
position des  deux  substitutions  précédentes  (').  Reprenons  ce  théo- 
rème en  ne  nous  appuyant  que  sur  les  considérations  relatives  aux 
polygones  limités  par  des  arcs  de  cercle.  Prenons  un  point  s,  que  je 
suppose  à  V intérieur  du  quadrilatère  CABA'O,  et  soit  le  point 

„        a  z  -h  b 


(')  Outre  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Dedekind  (Borchardt's  Journal,  Bd.  83),  je 
mentionnerai  encore  sur  le  groupe  précédent  et  les  fonctions  qui  s'y  rapportent  un 
travail  de  M.  Hurwitz  [Grundlagen  einer  independenten  Théorie  der  elliptischen 
Modulfunctionen  {Matliematisclie  Annalen,  Bd.  XVIII,  1881)],  et  un  autre  Mé- 
moire du  même  auteur  [Ueber  die  Théorie  der  elliptischen  Modulfunctionen 
(Math.  Annalen,  Bd.  LVIU,  1904  )]. 
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Le  point  Z  est  à  l'intérieur  d'un  certain  quadrilatère  déduit  du 
quadrilatère  fondamental  par  une  substitution  2  du  groupe  (i)  ou  sur 
son  périmètre.  En  effectuant  sur  Z  la  substitution  S-4,  on  obtient 
ainsi  un  point  z'  dans  le  quadrilatère  fondamental  ou  sur  son  péri- 
mètre. Si  z  =  z\  le  théorème  est  établi.  Puisqu'on  peut  passer  de  z 
et  de  z'  à  Z  par  une  substitution  à  coefficients  entiers,  on  pourra 
certainement  passer  de  z  à  z'  par  la  substitution 

aa+6  ,    -,       Q 

*'  = fc         («8—  ,Py  =  i), 


a,  p,  y,  3  étant  des  entiers.  Nous  allons  montrer  que  deux  points 
z  et  z',  à  l'intérieur  du  quadrilatère  fondamental,  ne  peuvent  se  cor- 
respondre par  une  substitution  de  cette  forme,  autre  que  la  substitu- 
tion identique  z'=z.  Il  est  clair  d'abord  que  y  n'est  pas  nul,  car 
alors  z  et  z'  ne  pourraient  être  dans  le  quadrilatère,  à  moins  que  fi 
ne  soit  nul.  Excluons  le  cas  de  y  =  o,  fi  =  o,  qui  donnerait  z—  z' . 
Soit  z  =  £  -f-  *7i  ;  nous  avons  par  hypothèse 

^+V~>i,         -'£<*<£' 

en  excluant  les  égalités;  de  même  z'=  Ç'  -f-  tv/,  avec  les  inégalités 
analogues,  mais  les  égalités  n'étant  pas  exclues.  On  a 


or 

•     (T;  +  5)2-j-Y2r(2>  y2±y8-+"8,=  i» 

en  prenant  le  signe  -f-  si  yS  est  négatif,  et  le  signe  —  si  yS  est  positif. 
Il  s'ensuit  que 

l'égalité  étant  exclue  ;  en  prenant  z  en  fonction  de  z\  on  arrive  de 
même  à  l'inégalité  analogue 

Ces    deux    inégalités    sont    contradictoires  ;    nous    sommes    donc 
nécessairement  dans  le  cas  exclu,  c'est-à-dire  que 

y  =  o,        p  =  o 
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et,  par  suite, 

a  =  8  =  ±  i  ; 

ce  qui  donne  la  substitution  identique.  Par  suite,  on  obtient  toutes 
les  substitutions  à  coefficients  entiers  au  moyen  des  deux  substi- 
tutions (i)  combinées  de  toutes  les  manières  possibles.  Le  groupe 
précédent  est  souvent  désigné  sous  le  nom  de  groupe  arithmétique. 
Nous  avons  vu  que  S  et  T  étaient  les  substitutions  fondamentales 
du  groupe  arithmétique.  Ajoutons  que  ces  substitutions  sont,  comme 
on  le  vérifie  aisément,  liées  par  la  relation 

STSTST  =i. 

Cette  remarque  n'est  peut-être  pas  inutile,  car  on  est  tout  natu- 
rellement porté  à  croire  que  les  substitutions  fondamentales  d'un 
groupe  ne  sont  liées  par  aucune  relation  ;  on  voit  qu'il  n'en  est  rien. 

Le  groupe  modulaire  est  nécessairement  compris  dans  le  groupe 
arithmétique;  je  laisserai  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que,  à  un  point 
arbitraire  du  demi-plan  correspondent  six  points,  au  moyen  des 
substitutions  du  groupe  arithmétique,  dans  le  domaine  fondamental 
du  groupe  modulaire. 

14.  La  fonction /"(s),  correspondant  au  groupe  arithmétique,  joue 
un  rôle  très  important  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  C'est 
un  sujet  qui  nous  entraînerait  trop  loin  ;  je  veux  cependant  montrer 
comment  la  considération  de  cette  fonction  conduit  à  une  classe  inté- 
ressante d'équations  algébriques.  Envisageant  les  deux  fonctions 

y=f(mz), 

où  m  désigne  un  entier,  nous  allons  établir  qu'il  existe  entre  x 
et  y  une  relation  algébrique. 

On  voit  immédiatement  que  y,  considérée  comme  fonction  de  x, 
ne  pourra  avoir  comme  points  singuliers  que  les  points  o,  i  et  oo,  et 
ces  points  sont  des  points  critiques  algébriques.  Ainsi,  pour  x  =  o, 
l'équation 

x=f(z) 

a  une  infinité  de  racines  en  s,  qui  sont  des  racines  triples,  puisque, 
autour  de  chaque  sommet  correspondant  à  x  =  o,  il  y  a  trois  quadri- 
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latères.  Soit  z  =  a  l'une  d'elles,  qui  n'est  pas  située  sur  Ox.   Nous 
pouvons  écrire  (§10) 

l 

=  a?3cp(;r)         [cp(o)^o]: 


z  —  a0 


f(mz)  se  développe  donc  en  série  suivant  les  puissances  de  x* . 

Pour  x  =  oo,  considérons  la  racine  z  =  co  correspondant  au  som- 
met à  l'infini  du  quadrilatère  fondamental. 

On    a,   dans    le   voisinage  de  x  =  ce,   pour   la  racine    z    devenant 

infinie, 

loga? 

Z  H 2_  —  o{x), 

1TZI 

'f  (#)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  x  =  oo,  c'est-à-dire  que 
peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 


i 
x 

sances  entières  et  croissantes  de  e+27tzi.  Il  est  évident  alors  que  —  se 

1      Y 


mettra,  pour  x  très  j>rand,  sous  la  forme  d'une  série  entière  en  —  • 

Il  faut  montrer  maintenant  quej^,  pour  une  valeur  de  x,  n'a  qu'un 
nombre  limité  de  valeurs.  Or,  pour  une  valeur  de  x,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  z  s'expriment  à  l'aide  de  l'une  d'elles  par  la  formule 

— -p|         (a«-fJY  =  i). 
INous  avons  donc  à  chercher  si  les  valeurs  de  la  fonction 


/      a  z  h-  p  \ 
/  (  m £ 


sont  en  nombre  fini,  a,  [3,  y,  o  désignant  quatre  entiers  quelconques 
avec  aS  —  ^y=i. 

Prenons  à  cet  effet  les  deux  valeurs 

/    ^  <xz  +  P  a'j  +  3'  ,    ,  ~,       •      . 

(»)  m^JTs    el    m7JT37       («8-PY-O 

et   cherchons    à  quelle  condition  elles  sont  équivalentes  au  moyen 
d'une  substitution 


/      az-\-b\  ,      .       . 
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On  devra  avoir 


m 


ocz  -+-  $  _  am(y.' z  +P')  +  è(y' 


Y* -h  8         cm(a'«+P')  +  rf(y'a  +  8')' 
il  en  sera  ainsi,  si  l'on  a 

ma.  =  arn%' -+-  b^\ 

m  [3  =  «m  (3'  -H  6  o', 

Y  =  cm  a'  -+-  o?y? 

O  =  C/tt(3'  H-  fl?Ô\ 

De  ces  équations,  on  déduit 

a  =  ao' —  Py', 

6  =  m(pa' — a(3'), 


Y° 


0*.' 


On  a  bien  a<^  —  bc  =  i ,  et  la  seule  condition  est  que  c  soit  entier. 
La  condition  est  donc 

Y§' —  Sy'  —  o         (  mod.  m  ). 

En  particulier,  désignons  par  S'  et  y'  les  restes  compris  entre  o 
et  m  des  divisions  de  8  et  y  par  /w,  ou  ces  restes  divisés  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur  s'ils  ne  sont  pas  premiers  entre  eux;  les  deux 
expressions  (2)  seront  équivalentes,  pourvu  seulement  qu'on  prenne 
7/  et  fi'  tels  que 


On  en  conclut  immédiatement  que  la  fonction 


quand  on  donne  à  a,  [3,  y,  S  toutes  les  valeurs  entières  possibles 
( y.o  —  £}y  =  1),  n'a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  distinctes;  ce 
qui  démontre  le  résultat  énoncé  plus  haut  (*). 


(')  On   trouvera  une  étude  approfondie  des  fonctions  modulaires  dans  les  deux 
Volumes  de  M.   Klein  :  Sur  les  fonctions  elliptiques  modulaires. 
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IV.  —  Théorème  général  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé. 

15.  Nous  nous  sommes  déjà  servi  (t.  II,  p.  201)  de  la  fonction 
modulaire,  correspondant  au  cas  du  paragraphe  12,  pour  démontrer 
un  théorème  sur  les  fonctions  entières  et  sur  les  fonctions  ayant  un 
seul  point  singulier  essentiel  à  l'infini  (').  La  fonction  modulaire  du 
paragraphe  13  va  nous  servir  à  démontrer  un  théorème  déjà  énoncé 
(t.  II,  p.  127),  mais  que  nous  n'avions  pu  alors  établir. 

Désignons  par  F  (s)  une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage  d'un 
point  «,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel  isolé.  La  fonc- 
tion F(-s)  pourra  d'ailleurs  avoir  ou  non  une  infinité  de  pôles  dans 
le  voisinage  de  ce  point  essentiel.  Nous  considérons  l'équation 

F(*)  =  A, 

A  étant  une  constante.  Nous  voulons  démontrer  le  théorème  suivanl  : 
L'équation  précédente  a,  en  général,  une  infinité  de  racines 
dans  le  voisinage  de  a.  Il  peut  arriver  cependant  qu'il  n' en  soit 
pas  ainsi  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles  de  la  constante  A, 
mais  il  ne  peut  exister  plus  de  deux  valeurs  exceptionnelles  (2). 
Nous  allons  procéder  en  montrant  qu'il  est  impossible  que  l'équa- 
tion précédente  n'ait  pas  de  racine  dans  un  certain  domaine  autour 


(1)  Faisons  seulement  remarquer  à  ce  propos  que  l'analyse  de  la  page  253  (t.  II, 
2e  édition)  est  inutile;  le  théorème  qui  y  est  démontré  se  déduit  immédiatement  du 
théorème  de  la  page  25i  (même  Tome).  On  peut  dire  d'une  manière  générale  qu'une 
fonction  f(z),  uniforme  dans  tout  le  plan  et  avec  un  seul  point  singulier  essentiel 
à  l'infini,  et  qui  ne  pourrait  prendre  les  valeurs 

A,     B,     C, 

ces  trois  constantes  étant  distinctes  (une  constante  infinie  n'étant  pas  exclue),  se 
réduirait  nécessairement  à  une  constante.  On  peut  en  effet  substituer  à  f(z)  la 
fonction 

<»/(*) -h  p 

Y/(z)  +  S 

en  choisissant  a,  p.  y,  S  de  manière  que  A,  B,  C  deviennent  o,  1,  oc,  et  nous  sommes 
alors  dans  le  cas  d'une  fonction  entière. 

(2)  E.  Picard,  Sur  les  fonctions  analytiques  uniformes  dans  le  voisinage  d'un 
point  singulier  essentiel  (Comptes  rendus,  t.  LXXXIX,  1879),  et  Mémoire  sur  les 
fonctions  entières  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  1880). 
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de  a,  pour  trois  valeurs  de  A.  On  peut  évidemment  supposer,  en 
effectuant  sur  F(j)  une  substitution  linéaire,  que  ces  trois  valeurs 
sont  telles  valeurs  qu'on  voudra.  Nous  prendrons 

A  =  o,  =  i ,        A  =  oc. 

Nous  avons  donc  par  hypothèse  une  fonction  F  (s)  uniforme  dans 

le  voisinage  de  #,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel.  La 

fonction  n'a  point  de  pôles  dans  le  voisinage  de  ce  point  et,  de  plus, 

les  équations 

F(*)  =  o,        F(*)  =  i 

n'ont  pas  de  racine  autour  de  a. 
16.    Désignons  par 

la  fonction  uniforme  correspondant  au  cas  du  paragraphe  13  et  dé- 
finie dans  le  demi-plan  de  la  variable  u  (cette  variable  a  été  jusqu'ici 
désignée  par  z);  soit 

u  =  o(x) 

la  fonction  inverse  ayant  dans  le  plan  x  les  trois  points  singuliers  o, 
i  et  oc.  Dans  cette  fonction,  je  remplace  x  par  F  (a*),  et  je  vais  étu- 
dier la  fonction  z 

!*(*)  =  ?[F(*)] 

dans  le  voisinage  de  «,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  cercle  V  de 
centre  a  et  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  ce  cercle  la  fonction 
F(z)  ne  soit  (en  dehors  de  a  pour  lequel  elle  est  indéterminée) 
jamais  égale  à  o,  i  et  oc. 

A  l'intérieur  de  T,  la  fonction  u(z)  a,  comme  seul  point  singulier, 
le  point  a.  Lorsque  z  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  po- 
sitif, le  point  x  décrit  dans  son  plan  un  contour  fermé,  et  par  suite  u 

>e  change  en 

a«+  (3 

s:  y 

a.   ;j,  y,  o  étant  quatre  entiers  (a8  —  (3y  =  i). 

Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter  relativement  à  la  substitution 

(3)  ("'7"^ 
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Elle  peut  être  hyperbolique,  elliptique,  parabolique  ou  se  réduire 
à  la  substitution  unité.  Nous  allons  examiner  successivement  ces 
différents  cas. 

17.  Supposons  d'abord  la  substitution  hyperbolique,  c'est-à- 
dire  que 

(a  ■+-&)*>  4. 

En  désignant  par  p  et  q  les  points  doubles  (qui  sont  réels  et  dis- 
tincts) de  la  substitution,  nous  avons  vu  à  la  fin  du  Chapitre  précé- 
dent que  l'expression 

u  —  p 


se  reproduit  à  un  facteur  positif  près  jji,  différent  de  un,  quand  on 
effectue  sur  elle  la  substitution  (3). 

11  en  résulte  qu'on  peut  mettre  ce  quotient  sous  la  forme 

k 

u  —  q 

k  désignant  le  logarithme  arithmétique  de  [/.,  et  la  fonction  o(z) 
étant  uniforme  dans  le  cercle  F.  Cette  fonction  n'aura  dans  ce  cercle 
d'autre  point  singulier  que  a,  car,  pour  qu'elle  ait  un  pôle,  il  faudrait 
que  u  devînt  égal  à  la  quantité  réelle  q.  Or,  ceci  est  impossible,  car, 
dans  u(.z),  le  coefficient  de  i  est  positif  et  différent  de  zéro  pour 
x  distinct  de  o,    i  et  oo.  De  plus  ©(s),  pour  la  même  raison,  ne  s'an- 

cp'O) 

IL 

mule  de  Laurent,  et  nous  avons 

cp  (z  )  {z  —  a  )2        z  —  a 


nulera  pas.  Par  suite,  le  quotient  — —  peut  se  développer  par  la  for- 


■+■  A  -h  B(z  —  a) 


Puisque  'f(z)  est  uniforme  autour  de  a,  il  faut  que  le  coefficient  A, 
soit  un  entier  m  positif  ou  négatif,  et  nous  aurons  alors 

(f(z)  —  (z  —  a)«*p(*>, 

P(-s)  étant  uniforme   dans  F,  et  continu  sauf  en  a.  Finalement  nous 
obtenons 

L   =  (z  —  a)i7lt         ev  -'. 
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Or,  dans  le  premier  membre,  le  coefficient  de  i  a  un  signe  inva- 
riable. Nous  allons  voir  qu'il  ne  peut  en  être  de  même  dans  le  second 
cas.  On  peut,  en  effet,  écrire  ce  second  membre 


(k 
^-.  -+-  ni\  log  (z  -  a)-hP(z) 


k 

e 


Si,  dans  le  premier  membre,  le  coefficient  de  i  a  un  signe  inva- 
riable, le  coefficient  de  i  dans 


( ;  -f-  m  )  log(-s  —  a)  -JrP(z 

\2TCf  / 


devra  rester  compris  entre  deux  multiples  consécutifs  de  «rc,  c'est-à- 
dire  entre  deux  limites  fixes.  Posons 

(  — .  -h  m)  logU  —  a)  4-  P(-z)  =  U  -h  i'V. 

\  2TCI  J 

Il  est  tout  d'abord  évident  que,  si  m  n'est  pas  nul,  V  ne  peut  rester 
compris  entre  deux  limites  fixes,  car  une  rotation  de  z  autour  de  a 
augmente  V  de  imiz.  Supposons  donc  m  =  o;  la  relation  précédente 
pourra  s'écrire 

.  .  .  2Ttf  271  V  27Ii'U 

log(~  — «)  +  --P(z)  = —  H j- 

ou  encore 

2  7ti  _  27tV     2  7T/U 

(z  —  a)e  k  =  e       k    e    k     . 

Mais  le  second  membre  a  un  module  restant  compris  entre  deux 
limites  déterminées  différentes  de  zéro,  et  il  n'en  est  pas  de  même 
du  premier  qui  s'approche  autant  qu'on  veut  de  zéro,  que  P(-)  soit 
régulier  en  a  ou  qu'il  ait  en  ce  point  un  pôle  ou  un  point  singulier 
essentiel. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  que  la  substitution  (3)  ne  peut 
être  hyperbolique. 

18.   Supposons  maintenant  cette  substitution  elliptique.  On   a 

alors 

(a -+-«)*<  4. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter;  le  point  double  de  la  substitu- 
tion (3)    situé  dans  le  demi-plan   supérieur  peut,    au   moyen  dune 


SUR    UNE    CLASSE    DE    TRANSCENDANTES    UNIFORMES.  36g 

substitution  du  groupe  arithmétique,  être  ramené  à  coïncider  avec  le 
point  B  ou  le  point  À  {Jig.  23,  §  13). 

i"  Plaçons-nous  d'abord  dans  le  premier  cas.  En  ayant  donc 
effectué  sur  u  une  substitution  convenable  du  groupe  arithmétique, 
la  substitution  correspondant  à  (3)  devient  la  substitution  laissant 
B  invariable,  et  par  suite,  en  désignant  encore  par  la  même  lettre  u 
la  \aleur  primitive  transformée,  l'expression 


2  7C/ 

se  reproduit  (§  9)  multipliée  par  e      2   ,  c'est-à-dire   —  i,  quand  on 
effectue  cette  substitution. 
On  aura'donc 

®(z)  étant  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  D'ailleurs,  'f(s)  n'aura 
pas  de  pôle  autour  de  a,  car,  le  coefficient  de  i  dans  u  étant  positif, 
on  ne  peut  avoir  u-\-  i=  o.  Pour  la  même  raison  'ï(z)  ne  peut  avoir 
le  point  a  lui-même  comme  pôle  ou  point   singulier  essentiel,   car 

alors  la  fonction 

(z  —  a)v*(z) 

pourrait  devenir  aussi  grande  qu'on  voudra  dans  le  voisinage  de  «,  et 
alors  u  s'approcherait  autant  qu'on  voudrait  de  —  i. 

11  en  résulte  que  cp  (  s  )  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a.  Par 
suite,  quand  z  tend  vers  a  cl' une  manière  quelconque,  la  fonction 
u(z)  tend  vers  i;  mais  on  a 

d'où  se  déduit 

F(«)  =/(*); 

quaud  u  tend  vers  i,  la  fonction /(w)  tend  vers  un.  On  en  conclurait 
que  F(z)  tend  vers  un  quand  g  se  rapproche  de  a  d'une  manière 
quelconque;  le  point  a  ne  serait  pas  alors  un  point  singulier 
essentiel. 

2°  Le  même  raisonnement  s'applique  au  second  cas.  Nous  avons 

seulement  alors 

u  —  p 

(L  —  p0 
P.    —    III.  24 
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(en   désignant  par  p  la  quantité  complexe  représentant  A  et  o0  sa 
conjuguée),  qui  se  reproduira  multiplié  par  e     3  .  Nous  aurons  donc 


5  =(.*-«)  K(z), 


u  —  p0 

et  les  mêmes  raisonnements  montrent  que  <p(z)  doit  être  holomorphe 
dans  le  voisinage  de  a  et  s'annuler  pour  z  =  a.  Mais  alors,  quand  z 
tend  vers  a  d'une  manière  quelconque,  u  tend  vers  p,  et  l'on  en  con- 
clut que  la  fonction 

F(z) 

tend  vers  zéro,  de  quelque  manière  que  z  se  rapproche  de  a,  ce  qui 
est  contradictoire  avec  le  fait  que  a  est  un  point  essentiel. 

19.  Il  ne  nous  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  la  substitu- 
tion (3)  serait  la  substitution  unité  et  celui  où  elle  serait  parabo- 
lique. 

Examinons  d'abord  le  cas  de  la  substitution  unité.  La  fonction 
u(z)  serait  uniforme  dans  le  voisinage  de  a.  Le  point  a  ne  pourrait 
être  pour  elle  un  point  singulier  essentiel,  car  la  fonction  u(z) 
s'approcherait  alors  autant  qu'on  veut  de  toute  grandeur  donnée,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  le  coefficient  de  i  dans  u  est  positif. 

Le  point  a  ne  peut  non  plus  être  un  pôle,  car  le  signe  du  coeffi- 
cient de  1,  dans  une  fonction  ayant  un  pôle  en  a,  ne  peut  être  inva- 
riable pour  toute  position  de  z  autour  de  ce  point.  Il  faut  donc  que 
u(z)  soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  «;  or  u(a)  ne  peut  être 
réelle,  car  alors  u(z)  aurait  dans  le  voisinage  de  <2,  pour  certaines 
valeurs  de  z,  sa  partie  imaginaire  négative.  La  valeur  de  u(a)  est 
donc  une  valeur  complexe  dans  laquelle  le  coefficient  de  i  est  positif 
et  différent  de  zéro.  La  relation 

F(s)=/(«) 

montre  que  F  (s)  tend  vers  une  valeur  déterminée,  à  savoir  f[  m  (a)], 
quand  z  tend  vers  a  d'une  manière  quelconque.  Nous  arrivons  tou- 
jours à  la  même  contradiction. 

Considérons  enfin  le  cas  de  la  substitution  parabolique.  Les 
points  doubles  des  substitutions  paraboliques  du  groupe  arithmé- 
tique se  déduisent  tous,  par  une  substitution  de  ce  groupe,  du  point 
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à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe  imaginaire.  En  effectuant  donc 
préalablement  sur  u  une  substitution  convenable,  on  peut  supposer 
que  la  substitution  (3)  est  de  la  forme 

(u,    U  -h  l). 

Donc  nous  avons  la  fonction  u(z)  se  transformant  en  u(z)-\-i1 
quand  z  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  positif,  et,  par 
suite, 

u(z)  = :\og(z  —  a)  -+-  <pO), 

o(z)  étant  uniforme.  On  en  tire 

e%niu{z)  —  (z  _  a)tf27t/<pU). 

Or,  le  module  du  premier  membre  ne  dépasse  pas  l'unité  ;  il  en 
résulte  que  y(z)  aura  en  a  un  point  ordinaire,  car,  dans  le  cas  con- 
traire, le  second  membre  aurait  en  a  un  point  essentiel,  et,  par  suite> 
son  module  pourrait  certainement  dépasser  un. 

La  forme  de  u(z)  montre  que  le  coefficient  de  /est  positif  et  de- 
vient infiniment  grand,  quand  z  se  rapproche  indéfiniment  d'une 
manière  quelconque  de  a.  Or,  pour  toute  valeur  de 

U  —  \  -h   iTj, 

pour  laquelle 

tq  >  M, 

M  étant  une  quantité  positive  très  grande,  la  fonction  f(u)  est  elle- 
même  très  grande.  On  le  voit  de  suite,  en  ramenant  le  point  dans 
le  quadrilatère  fondamental  du  groupe  arithmétique  par  une  substi- 
tution 

(  u,   u  h-  m  ), 

m  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  et  nous  savons  que /(m)  devient 
infinie  pour  le  point  à  l'infini  dans  ce  quadrilatère.  Revenant  donc  à 
l'égalité 

*(*>  =  /("), 


i-v 


nous  en  concluons  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  z  se  rap- 
proche de  a,  la  fonction  F  (z)  augmente  indéfiniment.  Le  point  a 
serait  donc  un  pôle  pour  F(z)  et  la  même  impossibilité  est  encore 
mise  en  évidence. 
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20.  Les  contradictions  qui  viennent  d'être  successivement  signa- 
lées montrent  que  l'hypothèse  faite  sur  les  racines  des  trois  équa- 
tions considérées  est  inadmissible,  si  a  est  un  point  singulier  essen- 
tiel ;  nous  avons  donc  démontré  le  théorème  énoncé  au  paragraphe  15, 
auquel  on  peut  encore  donner  la  forme  suivante  : 

Si  ~F(z)  désigne  une  fonction  uniforme  de  z  dans  le  voisinage 
de  a,  qui  est  pour  elle  un  point  singulier  essentiel  isolé,  il  ne 
peut  pas  arriver  que  les  trois  équations 

F(*)  =  A„         F(s)=A2,         F(s)  =  A3 

n'aient  pas  simultanément  une  infinité  de  racines  autour  de  a, 
en  désignant  par  Al5  A2,  A3  trois  constantes  distinctes  {la  con- 
stante infinie  n'étant  pas  exclue). 

Nous  pouvons  encore  dire  que  : 

Si  les  trois  équations  précédentes  n'ont  pas  une  infinité  de 
racines  autour  de  a,  ~F(z)  étant  une  fonction  uniforme  qui,  dans 
un  cercle  T,  décrit  autour  de  a,  pourrait  avoir  ce  seul  point 
comme  point  essentiel,  on  peut  affirmer  que  a  sera  un  pôle  ou  un 
point  ordinaire  de  F  (z). 

21.  De  ce  théorème  générai  se  déduisent  immédiatement  les  deux 
propositions  suivantes.  Soit  G(z)  une  fonction  entière  :  si  les  deux 

équations 

G(z)  =  a,         G(z)  =  b, 

a  et  b  étant  deux  constantes  finies  distinctes,  ont  seulement  un 
nombre  limité  de  racines,  la  fonction  entière  G(z)  sera  un  po- 
lynôme. 

Le  point  à  l'infini  ne  pourra  être,  en  effet,  pour  la  fonction,  un 
point  essentiel,  car  nous  avons  les  trois  équations 

G(*)  =  a,        G(z)  =  b,        GU)  =  oo, 

qui  n'ont  pas  de  racine  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

On  a  encore  l'énoncé  suivant,  qui  n'est  qu'en  apparence  plus  gé- 
néral :  Soit  f(z)  une  fonction  uniforme  pouvant  avoir  des  pôles 
en  nombre  quelconque  et  un  seul  point  singulier  essentiel  à  Vin- 
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fini.  Si  les  trois  équations 

/(*)  =  A,        /(*)  =  B,       /(*).=  C, 

A,  B,  G  étant  trois  constantes  distinctes  {l'infini  non  exclu), 
n'ont  qu'un  nombre  fini  de  racines,  la  fonction  f(z)  sera  une 
fonction  rationnelle. 

22.  Les  théorèmes  précédents  s'étendent  immédiatement  aux  fonc- 
tions uniformes  sur  une  surface  de  Riemann.  Représentons  par  A(^) 
une  telle  fonction,  qu'on  supposera  n'avoir  sur  la  surface  que  des 
points  singuliers  essentiels  isolés.  Si  les  équations 

A(s)  =  a,         A(*)  =  p,         A(*).=  Tf 

n'ont  qu'un  nombre  limité  de  racines,  la  fonction  A(z)  n'aura 
pas  de  singularités  essentielles  et  elle  sera,  par  suite,  une  fonc- 
tion algébrique  de  z,  ramifiée  comme  la  fonction  algébrique 
définissant  la  surface  de  Riemann  (1). 


V.  —  Sur  quelques  généralisations  des  théorèmes  précédents; 
théorème  de  M.  Landau. 


23.  Les  théorèmes  étudiés  dans  la  Section  précédente  ont  fait,  dans 
ces  dix  dernières  années,  l'objet  de  nombreuses  recherches.  On  s'est 
tout  d'abord  efforcé  d'en  donner  des  démonstrations  indépendantes 
de  la  théorie  des  fonctions  modulaires. 

M.  Borel,  le  premier,  est  parvenu,  en  ce  qui  concerne  les  fonctions 
entières,  à  donner  une  démonstration  indépendante  des  fonctions 
modulaires,  et  il  a  même  fait  connaître  des  généralisations  étendues. 
Dans  son  travail  (2)  sur  les  zéros  des  fonctions  entières,  il  a  eu  sur- 
tout pour  objet  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  certaines  iden- 
tités ;  nous  indiquerons  son  énoncé  fondamental.  Soit  jjl ( r )  une 
fonction  positive  croissant  indéfiniment  avec  /■;  désignons  par 


(')  E.  Picard,  Sur  une  propriété  de  certaines  fonctions  analogues  aux  fonc- 
tions algébriques  (Comptes  rendus,  t.  LXXXIX,  1879). 

(-)  E.  Borel,  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  (Acta  mathematica,  t.  XX). 
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une   fonction    entière    dont   le    module    maximum   sur   le  cercle    de 
rayon  /'est  inférieur  à 

epr) 

et  par  H/(^)  une  fonction  entière  dont  le  module  maximum  est  su- 
périeur à 

[fx(r)]»+«         (a>o). 

M.  Borel  établit  alors  que  V identité 

G0(*)  -+-  G1(2)e".^)H-.  .  .h-  GnO)*Hn(z)=  o 

ne  peut  avoir  lieu  que  si  tous  les  G  sont  identiquement  nuls. 

En  particulier,  pour  n=2,  une  pareille  identité  ne  peut  exister, 
G0  étant  une  constante,  G,  et  G2  des  polynômes  :  c'est  le  théorème 
énoncé  plus  haut  sur  les  fonctions  entières  (§  21). 

Plus  tard,  M.  Schottky  (')  a  donné  une  démonstration  de  mon 
théorème  général  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé,  étudié  dans  la  Section 
précédente,  sans  faire  intervenir  les  fonctions  modulaires;  et  il  est 
revenu  sur  le  même  sujet  dans  un  Mémoire  récent  (2).  Je  ne  puis 
songer  à  indiquer  la  bibliographie  des  nombreux  travaux  se  rappor- 
tant à  ces  questions.  On  la  trouvera  dans  les  Livres  de  la  collection 
de  M.  Borel  traitant  de  la  théorie  des  fonctions  et  dans  un  Mémoire 
de  M.  Landau  (3). 

24.  J'indiquerai  seulement  ici  une  généralisation  extrêmement  re- 
marquable d'un  des  théorèmes  précédents  faite  par  M.  Landau  dans 
un  ordre  d'idées  différent,  et  tout  à  fait  inattendue  ;  elle  a  été  publiée 
pour  la  première  fois,  dans  les  Sitzungsberichte  de  l'Académie  de 
Berlin,  en  1904.  Voici  l'énoncé  de  ce  théorème  : 

Soit  une  fonction  transcendante  entière 

F  (  x  )  =  a0  -+-  «1  x  H-  a2  x2  h-  .  . .  -+-  an  xn  -h . .  . 


(1)  Schottky,  Ueber  den  Picard' schen  Satz  und  die  Boret'schen  Ungleichungen 
{Sitzungsberichte  der  K.  Preussischen  Akademie  der  Wissenschafften,  octobre  1904). 

(2)  Schottky,  Ueber  zwei  Beweise  der  Allgemeinen  Picard'schen  Satzes  (même 
Recueil,  novembre  1907). 

(3)  E.    Landau,  Ueber  den  Picard'schen  Satz  (  Vierteljahrsschrift  der  natur- 
forschenden  Gesellschaft  in  Zurich),  Bd.  LI,  1906. 
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dans  laquelle  a,  a1  est  pas  nul;  on  peut  trouver  un  nombre 

RO0,  at) 
dépendant  seulement  de  a0  et  de  at,  tel  que,  dans  le  cercle 

M  <R, 

une  au  moins  des  deux  équations 

F(a?)  =  o,         F(a?)  =  i 

possède  une  racine. 

Après  l'avoir  trouvé  par  une  autre  voie,  M.  Landau  a  donné  une 
démonstration  très  simple  de  son  théorème,  utilisant  les  fonctions 
modulaires.  Nous  allons  reproduire  cette  démonstration. 

2o.  Reportons-nous,  à  cet  effet,  à  la  fonction  modulaire 

envisagée  au  Tome  II  (p.  2D0),  qui  est  le  rapport  de  bdeux  périodes 
convenables  de  l'intégrale  elliptique 


/ 


du 


\/u(u  —  i)(u—y) 

Cette  fonction  multiforme  y  (y)  a  les  seuls  points  singuliers 

o,     1     et    oo, 

et  le  coefficient  de  i  dans  y  (y)  est  toujours  positif;  de  plus,  la  fonc- 
tion inverse  v(y)-,  c'est-à-dire  la  fonction  y  de  v  définie  par 

'(y)  =  v, 

est  holomorphe  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  l'axe  réel,   au  delà 
duquel  elle  ne  peut  être  prolongée. 
Ceci  dit,  reprenons  la  fonction 

F  (a?)  =  a0-h  axx  -h. .  .-\-anœ'1^-.  .., 

où  ah  par  hypothèse,  n'est  pas  nulle.  Admettons  que,  dans  un  certain 
cercle  de  rayon  r  ayant  l'origine  pour  centre  et  sur  la  circonférence 
qui  le  limite,  les  deux  équations 

F(a7)  =  o,         F(a?)  =  i 
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n'aient,  ni  l'une  ni  l'autre,  de  racine.  Il  est  clair  qu'on  aura 

aQ  ^  o         et         a0  ^  i. 

Soit,  dans  le  voisinage  de  a0,  le  développement  dune  branche  de 
la  fonction  y  (y) 

v(y)  =  c0-+-c,(7  —  «0)-+-c2(jK  —  a0)2-H..  • 

et  formons 

G(*-)  =  v[F(a:)]. 

D'après  l'hypothèse  faite  sur  F,  la  fonction  G(x)  est  une  fonction 
holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  /* ;  si  on  la  développe  suivant  les 
puissances  de  x,  on  a 

G(x)  =  c0-f-  cla1x  -4-  (C!«2-f-  Cia\)x--\-.  . .. 

Posons  maintenant 

H  (a?)  =  eiC-^; 

H{x)  sera  ainsi  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  /•,  et  l'on  aura 
dans  ce  cercle  et  sur  la  circonférence 

|H(rr)|<i  (égalité  exclue). 

D'ailleurs,  on  a 

U(x)  =  ecot-\-  ec^c^axix  -h.  . .. 

Or,  si  l'on  a  une  fonction  y(x)  holomorphe  autour  de  l'origine 
dans  un  cercle  de  rayon  p,  on  a,  d'après  la  formule  de  Cauchv 

T  ITZl   J      (z  —  X)1 

l'inégalité 

.     . .    .  ,  ,  maximum  de  I  6(2)  I  pour  z  =  p 
|cp  (0)|< L- E L. 

r 

Ajtpliquons  ce  résultat  à  la  fonction  H(a?),  et  prenons  p  =  /•  ;  nous 
obtenons 

e<Vc,  ax  i  |  <  -  (  égalité  exclue). 

Or,  cK    n'est  pas  nul,   d'après  la  propriété   de  la  fonction  inverse 
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rappelée  plus  haut.  Nous  avons  donc 

i 


r< 


ec°lc{ax 


et  le  second  membre  représente  une  certaine  fonction  dépendant  de 
a0  et  a,.  C'est  la  fonction  que  nous  pouvons  prendre  comme 
fonction 

R(«o,  cii) 

de  V énoncé  ;  nous  sommes  assuré  que  dans  le  cercle  de  rayon 

r  =R(a0,al), 

en  y  comprenant  sa  circonférence,  la  fonction  entière  deviendra 
égale  à  zéro  ou  à  un. 

26.  Il  est  clair  que  le  théorème  de  M.  Landau  généralise  mon  pre- 
mier théorème  sur  les  fonctions  entières,  tel  qu'il  a  été  énoncé 
Tome  II  (p.  a5 1).  On  peut,  en  effet,  supposer  que  pour  une  fonction 
entière  F(oc),  les  coefficients  a0  et  at  ne  sont  pas  nuls;  il  suffit  pour 
cela  de  changer  d'origine,  à  moins  que  F,  bien  entendu,  ne  soit  une 
constante.  On  détermine  alors  le  cercle  de  rayon  R(«0,  a^)  à  l'inté- 
rieur duquel  (et  sur  le  pourtour)  il  y  a  certainement  au  moins  un 
point  pour  lequel  ¥{x)  est  égal  à  un  ou  zéro.  Le  théorème  est  donc 
établi. 

27.  L'expression 

R(a0,  «,) 

trouvée  plus  haut  est  une  fonction  qui  dépend  d'une  manière  trans- 
cendante de  a0  et  aK.  M.  Hurwitz  (')  a  donné  d'autres  expressions. 
Ainsi,  si  l'on  pose 

!  ai  I 
il  y  aura  certainement  des  points  cherchés  dans  un  cercle  de  rayon 

pH-e, 
e  étant  une  quantité  positive  prise  aussi  petite  qu'on  voudra. 

(  '  )  Hurwitz,  Ueber  die  Anwendung  der  elliptischen  Modulfunktionen  au/  einen 
Satz  der  Allgemeinen  Funktionentheorie  (  Vierteljahrsschrift  der  naturforschen- 
den  GeseUsckaft  in  Zurich,  Bd.  XLIX,   190  f). 
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Ne  pouvant  développer  davantage  ici  cette  intéressante  théorie, 
j'énonce  seulement  une  dernière  remarque  :  c'est  que,  si  le  théorème 
de  M.  Landau  que  nous  venons  d'étudier  était  démontré  pour  un 
polynôme  de  degré  quelconque,  il  serait  par  là  même  établi  pour 
une  fonction  entière  quelconque.  Malheureusement,  comme  le  dit 
M.  Landau,  il  semble  que  le  théorème  soit  aussi  caché  pour  un 
polynôme  que   pour    une  fonction  transcendante. 


VI.  —  Sur  les  transcendantes  uniformes  satisfaisant  à  une  équation 
du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

^28.  Les  théorèmes  démontrés  dans  la  quatrième  Section  de  ce 
Chapitre  permettent  de  faire  quelques  remarques  intéressantes  sur 
transcendantes  uniformes  satisfaisant  à  une  équation  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré 

dy        P( ce,  y) 

dx       Q(3?,  y) 

P  et  Q  désignant  deux  polynômes  en  x  et  y  premiers  entre  eux.  Je 
les  emprunterai  à  la  thèse  de  M.  Petrovitch  (  '  ). 

On  peut  tout  d'abord,  par  une  transformation  homographique 
préalable,  supposer  que  le  degré  de  P  par  rapport  à  y  surpasse  de 
deux  unités  le  degré  de  Q  par  rapport  à  cette  même  lettre. 

Nous  nous  placerons  donc  dans  cette  hypothèse.  De  cette  manière, 
la  valeur  y  =  00  est  une  valeur  ordinaire,  c'est-à-dire  que  l'intégrale 
qui,  pour  une  valeur  arbitraire  x0  de  x,  prend  la  valeur  infinie,  a 
un  pôle  au  point  x0. 

D'après  les  généralités  étudiées  au  Tome  II,  nous  pouvons  mar- 
quer à  l'avance  sur  le  plan  les  points  qui  ne  seraient  pas  pour  une 
intégrale  des  points  ordinaires,  des  pôles  ou  des  points  critiques  al- 
gébriques. Une  intégrale  uniforme  ne  pourra  donc  avoir  dans  le  plan 
qu'un  nombre  limité  de  points  essentiels. 

Nous  allons  maintenant  distinguer  quatre  cas  : 


(')  Michel  Petrovitch,  Sur  les  zéros  et  les  infinis  des  intégrales  des  équations 
différentielles  algébriques  (  Comptes  rendus,  1894,  et  Thèse  de  doctorat,  Paris, 
Gauthier-Villars). 
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i°  Je  suppose  d'abord  que  l'équation 

Q(x,  X)  =  o, 

considérée  comme  équation  en  X,  admette,  pour  x  arbitraire,  plus  de 
deux  racines  distinctes.  Désignons  par 

<pi(a?),     cp2(>),     y3(x) 

trois  de  ces  racines  ;  ce  seront  des  fonctions  algébriques  de  x,  qui 
seront  ou  non  des  branches  d'une  même  fonction  algébrique. 

Pour  une  intégrale  uniforme  y  de  l'équation  différentielle,  on 
ne  peut  avoir 

Q(^.r)  =  ° 

que  pour  un  nombre  limité  de  points  x1  car,  lorsque  cette  relation 
est  remplie  pour  un  certain  système  (y0,  x0),  il  faut  que  l'on  ait  en 
même  temps 

P(^o,  JKo)  =  o. 

Sans  cela,  l'intégrale  qui  pour  x  =  x0  prend  la  valeur  y0  ne  serait 
pas  uniforme  dans  le  voisinage  de  x0  (t.  II,  p.  367).  Par  suite,  pour 
l'intégrale  uniforme  y  que  nous  étudions,  les  équations 

(4)  r  =  ?iCaOi         ?  =  <?*(&),         r=?3(a?) 

ne  pourront  avoir  qu'un  nombre  limité  de  racines. 
Ceci  posé,  envisageons  le  quotient 

A(>)  =  (?2-?-3)(r-<pi) 
<<?2—  <Pi).(jK—  fa) 

C'est  une  fonction  de  x  n'ayant  qu'un  nombre  limité  de  valeurs, 
et  ne  pouvant  avoir  qu'un  nombre  fini  de  singularités  essentielles. 
Or  les  trois  équations 

A(a?)  =  o,         A(a?)  =  i,         A(a?):=cc 

n'ont  qu'un  nombre  limité  de  racines,  comme  il  résulte  immédia- 
tement de  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  équations  (4).  Il 
résulte  de  là  (§  22)  que  k(x)  est  une  fonction  algébrique  et,  par 
suite,  y  (qui  est  uniforme)  est  rationnelle.  Ainsi,  si  l'équation 
Q(#,  A)  =  o  a  au  moins  trois  racines  distinctes,  toute  intégrale 
uniforme  est  rationnelle. 
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2°    Supposons    en    second   lieu    que   l'équation    Q(^',  X)  =  o    ait 
seulement  deux  racines  distinctes 

et,  en  désignant  par  y  une  intégrale  uniforme   de  L'équation,  consi- 
dérons le  quotient 


JK-cp2 


Soit  Y  une  seconde  intégrale  uniforme,  et  formons  aussi  le  quo- 
tient 

En  divisant  ces  deux  quotients,  nous  obtenons  l'expression 

(5)  (.r-y,)(Y-?,) 

v   ;  (7-T2J(Y-<fi) 

Elle  n'a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  et  ne  prend  les  valeurs  o, 
i  et  oo  que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x.  Ceci  résulte  des 
propriétés,  étudiées  plus  haut,  des  équations  y  —  cp  =  o,  et  de  ce 
que,  en  dehors  d'un  nombre  limité  de  points  spéciaux,  on  ne  peut 
avoir  y  =  Y,  ce  qui  entraînerait  l'identité  des  intégrales.  L'expres- 
sion (5)  est  donc  une  fonction  algébrique  de  x,  et,  par  suite,  il  ne 
peut  y  avoir  deux  intégrales  uniformes  qui  soient  des  trans- 
cendantes distinctes,  en  entendant  par  là  que  toute  intégrale  uni- 
forme s'exprime  algébriquement  à  l'aide  d'une  première  intégrale 
de  même  nature. 

3°  Examinons  ensuite  l'hypothèse  où  l'équation  Q(#,  A)  =  o  n'a 
qu'une  racine  distincte;  soit  ©<  (x)  qui  est  alors  nécessairement 
rationnelle.  En  posant 

i 


y  —  <Pi 
l'équation  dilïérentielle  proposée  devient 

dz         c/  \ 

—  =  S<*,*), 

S  étant  un  polynôme  en  z  et  dépendant  rationnellement  de  x.  Si 
nous    désignons  par  c,,   z.2l  z^    trois   intégrales   uniformes,    le   quo- 


SUR    UNE    CLASSE    DK    TRANSCENDANTES    UNIFORMES.  38 1 

tienl 


ne  pourra  devenir  égal  à  o,  i  et  co  que  pour  un  nombre  limité  de 
valeurs  de  x,  et  par  suite  l'expression  précédente  sera  une  fonction 
rationnelle  de  x.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  plus  de  deux  intégrales 
uniformes  qui  soient  des  transcendantes  distinctes. 

4°  Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  le  dénominateur 
Q(x,y)  ne  dépendrait  pas  de  y.  On  a  alors  une  équation  de  Riccati 

g  =  P(*.r>, 

P  étant  un  polynôme  du  second  degré  en  y,  et  il  ne  peut  alors 
exister  plus  de  trois  intégrales  uniformes  transcendantes  dis- 
tinctes, toute  intégrale  de  l'équation  s'exprimant  à  l'aide  de  trois 
d'entre  elles. 

Ainsi  nous  arrivons  à  la  conclusion  générale  que,  pour  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  il  ne 
peut  y  avoir  plus  de  trois  intégrales  uniformes  qui  soient  des 
transcendantes  distinctes.  Nous  renverrons,  pour  une  étude  plus 
approfondie,  au  Mémoire  cité  plus  haut  de  M.  Petrovitch. 
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CHAPITRE  XIV. 

SUR  CENTAINES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES  IRRÉGULIÈRES  A  L'INFINI. 


I.  —  Généralités  sur  les  valeurs  des  intégrales  à  l'infini 
dans  une  direction  déterminée. 


1.  Désignons  par/(7)  une  fonction  réelle  de  la  variable  réelle  t, 
définie  depuis  une  certaine  valeur  t0  de  t  jusqu'à  t=-\-co.  Nous 
dirons,  d'une  manière  générale,  qu'une  telle  fonction  est  limitée 
si,  à  partir  de  t0,  elle  reste  en  valeur  absolue  moindre  qu'un  cer- 
tain nombre  fixe  qu'on  puisse  assigner;  elle  sera  illimitée  dans 
le  cas  contraire.  Ceci  pogé,  soient  À,  et  Â2  deux  nombres  réels 
(X,^>X2),  et  admettons  que  le  produit 

soit  illimité   quand   t  varie   de    t0   à  -+-  ce,   tandis   qu'au   contraire    le 

produit 

e^f(J) 

tende  vers  zéro  pour  t  =  -{-  ce.  Je  dis  qu'il  existe  un  nombre  A0  com- 
pris entre  )M  et  \2  tel  que  le  produit 


»(Xn-+-e)f 


est  illimité,  tandis  que  le  produit 


.(À0-e)f 


a,  pour  t  =  oo,  la  limite  zéro,  en  désignant  par  s  une  quantité  po- 
sitive aussi  petite  qu'on  voudra.  On  le  démontrera  en  partageant 
l'intervalle   (Xl7X2)    en   un   certain   nombre   d'intervalles;    il  y   aura 
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parmi  ceux-ci  un  intervalle  tel  que,  pour  la  limite  supérieure,  le 
produit  correspondant  sera  illimité  ou  ne  tendra  pas  vers  zéro  pour 
t  =  oo,  tandis  que  le  produit  correspondant  à  la  limite  inférieure 
aura  zéro  pour  limite.  On  partagera  de  nouveau  cet  intervalle  en  un 
certain  nombre  d'autres,  et  l'on  a  ainsi  une  suite  d'intervalles  compris 
les  uns  dans  les  autres  et  tendant  vers  zéro.  Ces  intervalles  auront 
donc  une  limite  X0  et  pour  un  intervalle 

(X0—  ri,  A0-h  £), 

£  et  y\  étant  des  quantités  positives  aussi  petites  que  l'on  voudra,  le 
produit 

A-i"x/(/) 

aura  zéro  pour  limite,  tandis  que  le  produit 

sera  illimité.  Ce  produit  ne  peut  pas  être  limité,  car  alors  le  produit 
eO***')tf(t)         (o  <  e'<  e) 

aurait  pour  limite  zéro  pour  t  =  +  go,  et  nous  aurions  donc  mal 
choisi  les  intervalles. 

Le  nombre  parfaitement  déterminé  À0,  nous  l'appellerons  le  nombre 
caractéristique  correspondant  à  la  fonction. 

La    notion   de   caractéristique    se   généralise  pour  un   système   de 
fonctions 

/t(0,    Ait),     ....,    /„(*), 

définies  de  t0  à  -f-  oo.  Si  les  produits 

c»./i(0,     «x'/«(0,     •••>     «x'/*(0 

ne  tendent  pas  tous  vers  zéro  pour  t  =  -+-  oo,  mais  qu'il  en  soit  ainsi 
pour  les  produits 

il  existera  entre  X  et  [j.  un  nombre  A0  (qui  peut  être  égal  à  X  .  tel 
que  les  produits 

e(X0-£);/l(Oi     ...^     e&«-ï>tfn(t) 
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tendent  vers  zéro,  tandis  que,  parmi  les  produits 

il  y  en  a  au  moins  un  qui  est  illimité. 

2.    J'envisage  maintenant  un  système  d'équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre 

dx\ 

——    =  «n  07,  H-  «12  372-+".  •  -H-«ln^n, 

dt 

.    -jj    =  «21  V1-+-  «22  »,-+-..  .-f-«2rt^n, 


dxn 

,       —  an\  x\  H~  ««2^2  "+  •  ■  •  -+"  annxn: 


les  a  étant  des  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  t.  Je  suppose 
que  tous  les  a  soient  limités,  c'est-à-dire  moindres  qu'un  nombre 
fixe  M  pour  t  compris  entre  /0  et  ce.   Posons 

Xi  —  yiè>d         (î  =  i,  2,. . .,  n), 

X  étant  une  constante  pour  le  moment  arbitraire. 
Le  système  devient 

dy\       , 

-±-  =(au—  A)jKi+    «12JK2  +-...-+■    aUlyn, 

-jj-  =    «21JK1  +(a«-A)7j  +  ...+    «2«.r«> 


En    multipliant   ces   équations  respectivement  pary,,  j2,   . . . ,  yn 
et  ajoutant,  nous  aurons 

-l-(a/in—~k)  y  ?,-+-..., 

le  second  membre  étant  une  forme  quadratique  en  yK,  r2  ...,  yn> 
Si  nous  prenons  pour  A  une  constante  a  suffisamment  grande,  le 
second   membre  sera  une   forme   quadratique  définie  et   négative,  et 
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nous  aurons  par  suite 

dt 
Par  suite,  quand  t  augmentera  de  t0  à  -f-  oo,  la  fonction 

Ji  -+-7! +•••+ JK« 

ira  en  diminuant.  Il  en  résulte  que  y{1  y2l   . . . ,  yn  restent  en  valeur 
absolue  moindre  qu'un  nombre  fixe,  et,  par  suite,  les  produits 

seront  limités. 

Nous  pouvons  prendre  pareillement  pour  X  une  constante  [3  suf- 
fisamment petite  en  valeur  relative  pour  que  la  forme  définie  dans 
le  second  membre  de  (2)  soit  positive,  et  alors  nous  aurons,  de  t0 

à  -f-  «>, 

d(y\  -f- y\  ■+-... +.y*) 


et,  par  suite,  la  fonction 


>o. 
dt 


y\-+-yl  -+-••• +yl 


ira  constamment  en  croissant.  Il  en  résulte  que  les  produits 
xx  e-P1,     cc-i  e~$l,     . ... ,     xn  e~$l 

ne  peuvent  tendre  tous  vers  zéro. 

En  se  reportant  au  paragraphe  précédent,  on  peut  alors  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Tout  système  d'intégrales  xK,  x2,  ....  xn  du  système  (1)  {en 
excluant  seulement  xK  =  x2  =  . . .  =  xn  —  o)  admet  un  nombre 
caractéristique  X0  (  *  ). 

Une  des  conséquences  pratiques  les  plus  intéressantes  de  ce  théo- 
rème est   que,    étant  donné   vin  système  tel  que  (1),   à  coefficients 


(l)  Cet  intéressant  théorème  est  dû  à  M.  LiapounofT,  qui  l'a  fait  connaître  dans 
un  Mémoire  important  publié  en  langue  russe  (  Ivharkoff,  1892)  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  Kharkoff.  Ce  Mémoire  très  étendu  vient  d'être  traduit 
en  français  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  i"  série,  t.  IX, 
1908. 

I».    —    III.  2J 
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limités,  on  peut  trouver  un  nombre  réel  k,  tel  que  les  produits 

....     cktxn 

tendent  vers  zéro  pour  t  =  -\-  ce. 

Il  en  sera  évidemment  de  même,  d'après  les  équations  différen- 
tielles, de 

dxx  dx^  dxn 

dt        '       dt         '      •*•'        fii 

On  conclut  de  là  aussi  que,  si  dans  V équation  différentielle 

dmy  d>n-iy 

les  coefficients  p  sont  des  fonctions  limitées  quand  la  variable 
réelle  t  varie  de  t0  à  +  oc,  on  peut  trouver  un  nombre  k  tel  que 

vekt      cJZekt  c±lZekt 

tendent  vers  zéro  pour  t  =  4-  oc. 

3.  Nous  avons  supposé  que,  dans  les  équations  différentielles,  les 
coefficients  étaient  réels.  Si  ces  coefficients  étaient  des  fonctions 
complexes  de  la  variable  réelle  t,  on  pourrait  employer  les  mêmes 
considérations.  En  posant,  en  effet, 

OC  \  - — -  OC  *   ~r"   '  OC  a  .  •  •  •  ?  Ou  ii  —   OC  fi     \—  t  OC  ii  ^ 

et  de  même  pour  les  coefficients,  nous  aurions  un  système  de  in 
équations  auxquelles  s'appliquent  les  résultats  précédents.  Il  y  a 
dans  tous  les  cas  un  nombre  caractéristique,  la  variable  t  restant  tou- 
jours réelle  t0  et  -f-  ce. 

On  peut  aussi  considérer  le  cas  où  la  variable  t  prend  des  valeurs 
complexes,  mais  en  la  faisant  grandir  indéfiniment  avec  un  argument 
déterminé,  et  en  supposant  que  dans  ces  conditions  les  coefficients  a 
aient  des  modules  limités.  On  posera  en  effet 

t  =  /-e'w, 

et  l'on  aura  une  équation  où  la  variable  sera  la  quantité  réelle  ;•  que 

l'on  fera  augmenter  indéfiniment,  pendant  que  w  reste  constant.  Il  y 

a  alors  un  nombre  caractéristique  pour  un  argument  déterminé. 

D'après  le  paragraphe  2,  on  pourra  trouver  un  nombre  k  tel  que 
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les  produits 

ekrx1,     ...,     ekrxn 

tendent  vers  zéro  pour  r  =  -f-ao.  Donc  les  produits 

tendront  vers  zéro  et,  par  conséquent,   on  pourra  trouver  une  con- 
stante k'  telle  que  les  produits 

tendent  vers  zéro  quand  t  s'éloignera  à  l'infini  avec  l'argument  to. 
Ce  résultat  nous  sera  plus  tard  très  utile. 

4.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  a  ont  une  valeur  déterminée 
pour  t  —  00,  on  pourra  trouver  une  limite  inférieure  du  nombre  k 
dont  nous  avons  parlé  à  la  fin  du  paragraphe  2,  en  prenant 

A ■  =  —  X, 

\  étant  telle  que  la  forme  quadratique,   qui  figure  dans   le   second 
membre  de  (2)  en  y  faisant  t  =  ce,  soit  définie  et  négative. 

Ainsi,  prenons  par  exemple  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

d2  y  dy 

où  p  et  q  sont  continues  de  tQ  à  +  oc,  et  prennent  les  valeurs p()  et 
q0  pour  t  =  -Jrœ.  Nous  considérerons  le  système 


dy  = 

dx 

■-y'. 

dy  _ 

dx 

•-py'-^r 

<iy, 

et, 

en  posant 

y  =  z  e>*. 

y  '  ■ 

—  z 

e\j 

nous  avons  le 

SJ 

stème 

dz 
dx 

-X.-, 
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Nous  devons  prendre  \  de  telle  sorte  que  la  forme  quadratique 

—  Xz2-+-  (/>  —  \)z'2-+-  (<7  -+-  i)zz' 
soit  définie  et  négative;  ce  qui  nous  conduit  à  considérer  l'équation 

(  qo  -+- 1  )2  -h  4  À  (/?o  —  A  )  =  o  ; 

les  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  lune  est  positive  et  l'autre 
négative.  Soit  a  une  quantité  supérieure  à  la  racine  positive  de  cette 
équation;  nous  sommes  assuré  que 

y  e-ax 

tend  vers  zéro,  quand  x  augmente  indéfiniment. 

5.  Voici  encore,  dans  un  ordre  d'idées  analogue,  quelques  re- 
marques sur  la  façon  dont  se  comporte  l'intégrale  pour  x  très  grand, 
mais  c'est  le  rapport 

dx 

que  nous  allons  considérer.  Reprenons  l'équation  ci-dessus 
d'ly  ,   „fy 
En  posant 


*•  ■  's -*-*'  = 


nous  avons  l'équation  de  Riccati 


(3)  *L=-(M*+pM  +  q). 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation 

Z*-hpoZ  -hg0=  o         [>o  =  jo( +<»),  ?o  =  '7(-+-c0)J 

a  ses  racines  réelles,  que  nous  désignerons  par  a  et  [i  (a>  fi).  Mous 
appellerons  a  et  b  les  deux  racines  de  l'équation 

**  +  />* -4-0  =  0, 

qui  sont  des  fonctions  de  x  tendant  vers  a  et  ji  pour  .r  =  oc.  Diverses 
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circonstances  peuvent  se  présenter  relativement  à  a  et  b,  suivant 
que  chacun  d'eux  se  rapproche  de  sa  limite,  en  croissant  ou  décrois- 
sant ;  supposons  que  nous  ayons 

a  >  a 

et  considérons  une  intégrale  de  (3),  supérieure  à  a  pour  la  valeur 
initiale  x0,  intégrale  que  nous  désignerons  par  z.  Nous  faisons 
croître  x  de  x0  à  -j-  oc,  et  nous  voulons  voir  ce  que  devient  l'inté- 
grale z.  Celle-ci  va  d'abord  décroître,  et  elle  décroîtra  tant  qu'elle 
sera  supérieure  à  a.  Or,  elle  ne  peut  atteindre  <7,  car,  aussitôt  qu'elle 

serait  descendue  au-dessous  de  a,  elle  devrait  croître,  -s—  se  trou- 
vant alors  positif.  11  en  résulte  que  z  ira  constamment  en  décrois- 
sant en  restant  toujours  supérieure  à  a;  il  y  aura  donc  une  limite 
pour  l'intégrale  3,  quand  x  augmentera  indéfiniment.  Cette  limite  ne 
pourra  être  que  a,  car,  si  ;  tendait  vers  un  nombre  a'  supérieur  à  a, 
l'équation 

(4)  37  —  ^0=—     /         — 

conduirait  à  une  contradiction,  le  second  membre  restant  fini  quand 
z  tend  vers  a'.  Notre  intégrale  z  a  donc  a.  pour  limite. 
Supposons  maintenant 

a  <  a 

et  prenons  toujours  une  intégrale  dont  la  valeur  initiale  pour  x  =  x0 
soit  supérieure  à  a.  L'intégrale  z  ira  encore  en  diminuant,  tant 
qu'elle  ne  deviendra  pas  égale  à  a.  Si  cette  circonstance  se  réalise, 
z  ira  ensuite  en  croissant,  mais  sans  pouvoir  atteindre  de  nouveau  a. 
car  elle  ne  pourrait  alors  dépasser  a,  devant  à  la  fois,  à  ce  moment, 
croître  et  décroître.  Dans  tous  les  cas  z  aura,  par  conséquent,  une 
limite,  et  Ton  voit  comme  plus  haut  que  cette  limite  est  oc. 

Nous  venons  de  voir  que  toutes  les  intégrales,  qui  deviennent  à  un 
certain  moment  supérieures  à  «,  ont  a  pour  limite.  La  même  con- 
clusion s'applique  aux  intégrales  qui  deviennent,  à  un  certain  mo- 
ment, égales  à  une  valeur  comprise  entre  a  et  />,  car  elles  vont  alors 
en  croissant  et  se  rapprochent  indéfiniment  de  oc. 

Le  seul  cas  qui  reste  à  examiner  est  celui  où  Ton  aurait  constam- 
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ment 


Quand  b  est  supérieur  à  (j,  il  peut  arriver,  si  la  valeur  initiale  de  z 
est  entre  [3  et  6,  que  z  ait  pour  x  =*=  oc  la  limite  [i.  Si  la  limite  de  z 
n'est  pas  (3  (ce  qui  arrivera,  en  général),  s  continuera  indéfiniment 
à  décroître  jusqu'à  — 00,  et  la  relation  (4)  montre  que  z  deviendra 
égale  à  —  00  pour  une  valeur  finie  de  x.  11  y  aura  ensuite  pour  z  pas- 
sage de  —  00  à  4-  00,  et  nous  nous  trouverons  dans  le  cas  précédem- 
ment examiné,  c'est-à-dire  que  la  limite  pour  x  =  oc  de  notre  inté- 
grale est  encore  a. 

Nous   arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 


La  limite  de  "—pour  x  =  00  existe  toujours;  elle  est,  en  géné- 
ral, égale  à  cl  et  peut  exceptionnellement  être  égale  à  [3. 


6.   Tout  ceci  suppose  que  l'équation 

z*-hp0z  -+-#0=  ,0 

ait  ses  racines  réelles.  Les  conclusions  sont  tout  autres,  si  l'équation 

,-.  dz  .  .r 

a  ses  racines  imaginaires.  Dans  ce  cas,  -^-  sera  toujours  negatit  et, 

par  suite,  z  ira  toujours  en  diminuant,  à  partir  d'une  valeur  suffi- 
samment grande  de  x. 

Je  dis  que,  pour  une  valeur  finie  de  x,  l'intégrale  z  deviendra  égale 
à  — oc.  Car  d'abord  il  n'est  pas  possible  que,  pour  a?  =  +  00,  z  ait 
une  limite  finie  déterminée;  c'est  ce  qu'on  verra  en  refaisant  le  rai- 
sonnement du  paragraphe  précédent.  Ensuite,  il  n'est  pas  possible 
que  z  atteigne  seulement  la  valeur  —  00,  pour  x  =  -\-  ce,  comme  le 
montre  encore  la  relation  (4),  dont  le  premier  membre  augmenterait 
indéfiniment,  tandis  que  le  second  resterait  fini. 

Toute  intégrale  oscillera  alors  une  infinité  de  fois  entre  -+-  oc  et 
—  go,  avec  passage  brusque  de  —  oc  à  -f-  oc.  Telle  est  l'équation 

dz 
-dx—*-^ 


dont  l'intégrale  est 


z  =  ta  n  g  (  x0  —  x  ) . 
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7.  En  revenant  au  cas  des  racines  réelles  a  et  tQ,  il  est  facile 
d'établir  un  lien  entre  le  résultat  du  paragraphe  5  et  les  théorèmes 
démontrés  plus  haut.  Puisque 


y 
lim  —  =  a, 

y 

on  peut  écrire 

la  fonction  'f(x)  ayant  zéro  pour  limite   pour  x  =  cc.  Il  en  résulte 
que 

/     [0L-+-<f{x)]dx 

y  r=  /o  e  J» 

Si  donc  on  prend  le  produit 

y  x  «-«*         (a>a), 

il  en  résultera  que  ce  produit  tend   vers  zéro,   quand   x   augmente 
indéfiniment.  Nous  retrouvons  donc  bien  le  résultat  obtenu  plus  haut. 

8.   Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  les  coefficients  de 
l'équation  linéaire 

d1  y  dy 

sont  des  fonctions  complexes  de  la  variable  réelle  x,  ces  coefficients 
tendant  vers  p0  et  q0  quand  x  tend  vers  -h  oo.  En  posant 

£•  =  u, 

y 

nous  avons  l'équation 

du 

-j — h  u-  -+-  pu  -h  q  =  o. 

Supposons  que  l'équation 

u'1  -h  p0u  ■+-  q0—  O 

ait  pour  racines  a  et  [3,  la  partie  réelle  de  a  étant  plus  grande  que 
celle  de  (3. 


392  CHAPITRE    XIV. 

Soit 

V  =  log  " 


&' 


on  aura 


(5)  — -  =  (S  —  a) 


dx  '  u%-\~PqU  h-  <7o 

Soient  |  «  —  a  |  =  r  et  |  m  —  |3  |  =  p.  Nous  désignerons  par  £  une 
quantité  positive  fixe,  mais  aussi  petite  qu'on  voudra.  Dans  le  plan 
de  la  variable  complexe  z/,  les  deux  équations 

.      /•            1                 /•            1 
I02-  = ,  loi;-  =H 

P  £  "  P  £ 

représentent  deux  petits  cercles  C  et  G',  comprenant  respectivement 
à  leur  intérieur  les  points  a  et  [3.  Si  «  est  tel  que 

,      r 

p 

la  partie  réelle  du  second  membre  de  l'équation  (5)  sera  négative, 
si  x  est  suffisamment  grand  ;  en  effet,  le  dénominateur  restera  fini, 
et  pour  x  =  00  le  numérateur  devient  égal  au  dénominateur  et,  par 
suite,  comme  la  partie  réelle  de  p  —  a  est  négative,  l'assertion  est 
évidente.  Nous  aurons  ainsi,  en  posant 


-r-  négatif  dans  les  conditions  indiquées.  On  en  conclut  donc  que, 
pour  x  très  grand,  la  fonction  réelle  v  va  en  diminuant  du  moment 
qu'elle  est  comprise  entre et  H 

Supposons  que  pour  la  valeur  initiale  x0,  prise  assez  grande, 
v  soit  compris  dans  cet  intervalle;  il  ira  en  diminuant,  et,  s'il  des- 
cend au-dessous  de ,  il  lui  restera  toujours  inférieur.    Dans  ce 

dernier  cas,  v  aura  nécessairement  — 00  pour  limite,  puisque  £  est 
aussi  petit  que  l'on  veut,  et  u  aura  alors  a. pour  limite. 

On   pourrait    craindre   que   v  n'atteignît  jamais   —  ->  et   eût,    par 

suite,  allant  toujours  en  décroissant,  une  certaine  limite  finie  /; 
u  resterait  toujours  dans  ces  conditions  à  l'extérieur  des  courbes  G 
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et  C.  L'équation  (5)  nous  donne 

*=*.hf—)  »'+/»»'+y.], 

en  désignant  par  Ja  lettre  &(a)  la  partie  réelle  de  la  quantité  «  :  d'où 
nous  concluons 

r v dv 

le  dénominateur  ne  s'annulerait  pas  à  partir  d'une  valeur  suffisam- 
ment grande  de  x,  et  il  serait  très  voisin  de  <il(p  —  a).  Donc,  v  ten- 
dant vers  /,  le  second  membre  resterait  fini,  tandis  que  le  premier 
devrait  augmenter  indéfiniment. 

Le  seul  cas  où  u  pourrait  ne  pas  avoir  a  pour  limite  serait  celui 
où,  e  étant  donné,  il  arriverait  qu'à  partir  de   la  valeur  de  x,   pour 

laquelle  -j-  est  négatif  quand  v  est  compris  entre et  -\ — ,  cette 

fonction  v  fût  toujours  supérieure  à  -•  Mais  alors  la  limite  de  p  serait 

nécessairement  -\-  oo  et,  par  conséquent,  u  aurait  p  pou?*  limite. 

Nous  arrivons  donc  à  la  même  conclusion  qu'au  paragraphe  5,  mais 
dans  un  cas  plus  général  :  la  (imite  de  u  est  en  général  y.,  et  elle  peut 
cependant  exceptionnellement  être  égale  à  ,3  ("). 

On  tirerait  de  ce  résultat  la  même  conclusion  relative  à  1  exis- 
tence d'un  nombre  a  tel  que 

y  e~ax 

ait  zéro  pour  limite,  quand  x  augmente  indéfiniment;  mais  on  doit 
remarquer  qu'avec  ce  mode  de  raisonnement  le  cas  où  les  parties 
réelles  de  a  et  fi  sont  égales  se  trouve  ici  exclu  :  nous  savons  alors, 

d'après  le  paragraphe  6,  que  —  peut  ne  pas  avoir  de  limite. 

M.  Poincaré  a  étendu  le  théorème  que  nous  venons  (rétablie  pour 
une  équation  du  second   ordre  à  une  équation  d'ordre  quelconque, 


( :  )  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Poincaré,  qui  Ta  établi  dans  son  Mémoire  de  \ 'Ame- 
rican Journal  of  Mathematics  (Vol.  VII,  n°  3),  Sur  les  équations  linéaires  aux 
différentielles  ordinaires  et  aux  différences  finies.  Comparer  sa  démonstration  ave< 
celle  que  nous  donnons  dans  le  texte. 
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et  il  a  démontre  le  théorème  suivant,  que  nous  nous  bornerons  à 
énoncer. 

Considérons  l'équation  linéaire  d'ordre  n 

d>i  y  dn- l  y 

dxn        l     d.v"-i  r  J 

et  soient  pù{,  . . . ,  pf{  les  valeurs  de  /?,,  . . . ,  pn  pour  x  =  co.  En  sup- 
posant que  les  racines  de  l'équation 

aient  leurs  parties  réelles  distinctes,  le  quotient  —  a  toujours  une 

limite  qui  est,  en  général,  la  racine  dont  la  partie  réelle  est  la 
plus  grande,  mais  qui  peut  exceptionnellement,  pour  certaines 
intégrales,  être  égale  à  une  des  autres  racines. 


II.  —  Sur  une  classe  particulière  d'équations  linéaires  auxquelles 
s'applique  une  transformation  de  Laplace.  Équations  à  coeffi- 
cients du  premier  degré  et  équations  à  coefficients  constants. 

9.  Les  équations  dont  nous  voulons  parler  sont  les  équations  de 
la  forme 

dxm  dx'»-1  mJ 

où  les  coefficients  P  sont  des  polynômes  de  degré/».  Nous  traiterons 
dans  cette  Section  le  cas  le  plus  simple  de  p  =  i ,  qui  est  d'ailleurs 
celui  où  la  méthode  réussit  d'une  manière  complète. 

Cherchons,  avec  Laplace,  à  exprimer  y  à  l'aide  d'une  intégrale 


y 


j      v(z)e**dz, 


dans  laquelle  les  limites  a  et  (3  sont  des  quantités  indépendantes 
de  .r,  que  l'on  déterminera  ultérieurement,  et  v(z)  représente  une 
fonction  inconnue  de  z.  On  aura 


dy         C 

> 

=   /      v(z)zm  ezx  dz. 


dx"1 
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Calculons  les  produits 

dy  d'"  y 

xy,      X-^—,       •  •  •>      x    ,        • 
J  '         dx  dxm 

En  intégrant  par  parties,  il  vient 

xy  =   I  vxezxdz        —     (v  ezx)$     —   /      -j-ezxdz, 

i 

dm  y         r$  r    d(v zm) 

x-r-^—j      ç(z)z'"xezx  dz  =  (vzm  ezx)%  —  j      — -z -ezx  dz. 

*"  a  a 

Supposons  la  fonction  v  et  les  constantes  a  et  p  telles  que 

(v  ezx)%  =  o,  ...,         (?im  «**)£  =  o. 

En  posant 

Po=a0^  +  ^o,  Pi=aia?-hôi'j  ...,         P//,  =  amx  -h  &m, 

l'équation  différentielle  devient 


r$\  d(vz>») 

I      [-^-dz-^b^z' 


ezx  dz  =  o. 


L'expression  entre  crochets  ne  dépend  pas  de  .r.  Nous  égalerons  donc 
tout  naturellement  à  zéro  cette  expression  pour  déterminer  v,  qui  se 
trouvera  alors  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme 

^P(z)-pQ(i)=o, 

P(w)  et  Q(j)  étant  des  polynômes  de  degré  /«  en  z. 

En  nous  plaçant  donc  dans  le  cas  général  où  les  a  et  b  sont  des 
constantes  quelconques,  on  aura 

dv_ 

dz        Q(z)  ,        X,  lm 


V  V{Z)  '  Z—Cli  Z—*m 

et  l'on  prendra 

11  s'agit  maintenant  de  déterminer  a  et  [3;  c'est  ce  qui  peu!  se  faire 
de  manières  variées. 
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10.  Quand  ),,,  ),2,  . ..,  X,w  ont  leurs  parties  réelles  positives,  on 
pourra  prendre 

a  =  j.x  ,         tS  =  az-        (  i  =  2,  . . . ,  m  ) 

et  intégrer  en  prenant  un  chemin  quelconque  de  a,  à  a/.  Les  condi- 
tions 

(  P  2/l"  es*  )P  =  O  (  /f  =  I  ,?-,...  ,  7/1  ) 

sont  bien  vérifiées,  puisque  v  s'annule  alors  pour  z  =  'a  et  pour  5  =  (3, 
On  obtiendra  ainsi  /??  —  1  intégrales  visiblement  holomorphes  dans 
tout  le  plan;  il  résultera  de  ce  que  nous  allons  dire  plus  bas  quelles 
sont  linéairement  indépendantes. 

On  peut  obtenir  ces  m  —  1  intégrales  d'une  manière  un  peu  diffé- 
rente qui  conviendra,  quels  que  soient  les  signes  des  parties  réelles 
des  X.  Nous  procéderons  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut  dans  le 
cas  des  intégrales  h ypergéomé triques  (p.  021).  Soit  a  un  point  quel- 
conque. Nous  considérons  un  chemin  fermé  Ct  partant  de  a  et  y 
revenant,  après  avoir  tourné  autour  de  a,,  et  pareillement  un  chemin 
fermé  C2  partant  de  a  et  y  revenant  après  avoir  tourné  autour  de  a2. 
Nous  allons  prendre 

a  =  p  =  a, 

le  chemin  total  d'intégration  étant  formé  des  parties  suivantes  : 
G,  parcouru  dans  le  sens  positif,  puis  C2  parcouru  dans  le  sens 
positif,  ensuite  Cj  parcouru  dans  le  sens  négatif,  et  enfin  C2  par- 
couru aussi  dans  le  sens  négatif.  Dans  ces  conditions,  la  fonction  r 
retrouve  à  la  fin  sa  valeur  initiale,  et  les  conditions  voulues  sont  bien 
vérifiées.  Chaque  combinaison  (a,,  a,)  nous  donne  ainsi  une  intégrale 
holomorphe. 

11.  On  peut  adopter  bien  d'autres  chemins  d'intégration;  les  che- 
mins suivants  vont  nous  conduire  à  ni  intégrales,  dont  il  sera  intéres- 
sant d'étudier  les  valeurs  pour  x  réel  positif  et  très  grand.  Nous  nous 
plaçons  dans  le  cas  tout  à  fait  général  où  aucune  relation  spéciale 
d'égalité  n'existe  entre  les  coefficients  de  l'équation  différen- 
tielle. 

Prenons  un  des  points  a,  soit  a,.  Par  ce  point  je  mène,  du  côte 
des  ç  négatifs,  une  parallèle  P  à  l'axe  Ç  des  quantités  réelles,  en  ayant 
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posé 

Nous  allons  prendre,   comme  chemin  d'intégration,  une  sorte  de 
lacet  ayant  son  origine  à  l'infini  négatif  sur  cette  droite  P.  Le  point  a 

Fig.  24. 


fi 


P  K°-J 


représente  dans  la  figure  le  point  à  l'infini  sur  P;  le  lacet  se  compose 
de  la  portion  a/?,  d'un  cercle  C  de  rayon  /*,  et  de  la  portion  /?(3,  le 
point  p  coïncidant  à  l'infini  avec  a  sur  la  droite  P. 

En  supposant  que  la  partie  réelle   de  x  soit  supérieure    à   celle 
de  —  jjl,  l'intégrale  correspondante 


/      eV*{z—  a,  )>•>  ...  (z  —  «,„)'•»>  ezx  dz 


aura  un  sens,  et  les  conditions  complémentaires  seront  vérifiées. 
Nous  obtenons  donc  ainsi  />?  intégrales  de  l'équation  différentielle. 
Nous  allons  chercher  comment  se  comportent  ces  intégrales  pour 
x  positif  et  très  grand. 

Nous  ne  diminuerons  pas  la  généralité  en  supposant  a,  =  0  et  rem- 
plaçant x  par  x  —  u,  ce  qui  revient  à  supposer  p.  =  o.  Nous  avons 


alors  l'intégrale 


./' 


zh  (  z  —  a,  )*i  ...(*—  a,,,  )>>m  ëzx  dz. 
Prenons  d'abord  l'intégrale 

/  z'x ( z  —  a., )>•>  . .  .  (z  —  a„,  )*m  ezx  dz. 

«  '  — /• 

Je  dis   qu'elle   tend    vers  zéro,   quand  x  augmente   indéfiniment  en 
étant  positif.  On  a,  en  effet,  pour  z  négatif  et  inférieur  à  —  /\ 

j  z\l(z  _  a2)X9  . . .  (Z  —  atn)\m  ;  <  c-« 

s  étant  une  quantité   positive   convenable.   L'intégrale  sera  donc  en 
valeur  absolue  moindre  que  la  valeur  absolue  de  l'intégrale 


1 


e—r{x-t) 

ezix-z)  dz  c'est-à-dire 
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et  tendra,  par  conséquent,  vers  zéro  pour  x  =  ce.  Pareillement,  le 
produit  de  l'intégrale  par  xk,  k  étant  une  constante  quelconque,  tend 
vers  zéro  pour  x  infini. 

Il  faut  maintenant  étudier  l'intégrale  le  long  du  cercle  C,  en  par- 
tant de  p  et  y  revenant.  Nous  commencerons  par  envisager  l'intégrale 


C 


z^  e~x  dz 


le  long  de  ce  cercle,  et  par  chercher  la  limite  du  produit 

x\+\    I   zl  ezx  dz 

pour  j?  =  -|-oo.  Posons  xz  =  — y;  nous  aurons,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  l'intégrale 


./'. 


y^e-ï  dy, 

prise  le  long  d'un  cercle  T  de  rayon  rx,  et  en  partant  du  poinl  r  x 
dans  le  plan  de  la  variable  complexe  y.  Cette  intégrale  est  une  fonc- 
tion bien  déterminée  de  A;  quand  A  a  sa  partie  réelle  supérieure  à  —  1 , 
on  voit  de  suite  que  l'intégrale  a  pour  valeur 


d  —  eikni)  i       yke-y  dy 

*J -H  /•  X 


et  par  suite,  pour  x  =  00,  nous  avons  la    imite 

(eaXm/__  I)r(X-f-i), 

F(à  4-  1)  désignant  la  fonction  eulérienne  de  deuxième  espèce. 

Ce  résultat  sera  général,  quelle. que  soit  la  valeur  de  la  partie  réelle 
de  A.  On  remarquera  que  ce  produit  est  différent  de  zéro,  sauf  quand 
A  est  un  entier  positif  ou  nul.  Quand  À  est  un  entier  négatif,  la  fonc- 
tion T  devenant  infinie,  le  produit  n'est  pas  nul. 

Si  nous  revenons  maintenant  à  l'intégrale  proposée,  nous  dévelop- 
perons, z  ayant  un  module  suffisamment  petit, 

**.(*  —  a, )*»...  (z  —  a,n)>-m 
en  série  de  la  forme 
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et,  en  appliquant  alors  le  résultat  que  nous  venons  de  trouver,  il 
apparaît  que  le  premier  terme  de  ce  développement  donne  seul  une 
limite  différente  de  zéro,  quand,  multipliant  l'intégrale  par  ^^i+1,  on 
fait  x  =  -Jrcc  (on  exclut,  bien  entendu,  le  cas  où  a{  serait  un  entier- 
positif).  Quelques  explications  sont  cependant  nécessaires  pour  être 
complètement  rigoureux. 

Reprenons,   en  supposant,   comme  il  est  permis,   le  rayon  r  du 
cercle  G  suffisamment  petit,  le  produit 


■  f  (Ao^i-I-A^Vhih-,..) 

Je 


Désignons  par  R„  le  reste  de  la  série 

A04-  Atz  -4-. .  . 

quand  on  s'arrête  après  le  terme  Anz".  On  sait  que,  étant  donnée  une 
série  entière,  on  peut  trotiver  deux  nombres  p.  et  p,  tels  que 

I  An\<  [A?*, 

et  l'on  aura  alors 

Nous  avons  à  étudier  la  somme 

aAi+1   /  A0  «a,  ezx  dz  h-,  . .-+-  a?Ai+i    /  A»*V»-»  ezx  dz 
Je  Je. 


(S) 


J(\ 


>m  ezx  dz. 


On  voit  de  suite,  en  posant  &x  = — jr,  que  la  dernière  intégrale  est 
égale  à 

^Rnyhe-ydf, 


x 


en  désignant  par  A  un  lacet  dans  le  plan  de  la  variable  y  partant  du 
point  rx  et  y  revenant,  après  avoir  tourné  autour  de  l'origine.  Son 
module  est  donc,  à  un  facteur  numérique  près  ne  dépendant  que 
de  X,,  moindre  que  le  module  de 

HK>?)"+1 
i  —  rp 
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Donc,  quelque  soit  x:  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le 
reste  de  la  somme  S  soit  inférieur  à  tel  nombre  qu'on  voudra,  car  on 
peut  supposer  rp  <  i .  On  fera  maintenant  croître  x  indéfiniment,  et 
pour  les  autres  termes  de  (S),  qui  sont  en  nombre  fini,  on  n'a  qu'à 
appliquer  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut.  Le  premier  seul  donne 
une  limite  différente  de  zéro. 

Nous  pouvons  donc  conclure  en  disant  que,  sauf  le  cas  exclu,  le 
produit  de  l'intégrale  par  xl*+i  a  une  limite  finie  et  différente  de  zéro 
pour  x  =  +  oo. 

On  a  supposé  a,  =  o.  En  donnant  à  a,  une  valeur  quelconque  et 
rétablissant  le  terme  dépendant  de  jj.,  nous  reviendrons  à  l'intégrale 

Vl  =   feV-z (z  —  at  )>-  ...(*  —  <xm  )*»  e™  dz, 

relative  au  lacet  qui  correspond  à  a,.  Pour  être  ramené  au  cas 
de  a,  — o,  il  suffit  de  remplacer  z  par  OLt-\-z,  et  c'est  par  suite  au 
produit 


ue  nous  avons  à  appliquer  le  résultat  qui  vient  d'être  établi.  Nous 
vons  donc  le  théorème  suivant,  qui  résume  cette  discussion  : 


En  désignant  par  y ,  /' intégrale  correspondant  à  a{,  le  produit 

a  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  pour  x  =  +  oo. 

12.   Les  m  points  singuliers  a  nous  donnent  ainsi  m  intégrales 
yu    y*>     ■••»    f>n- 

Le  théorème  précédent  va  nous  permettre  aisément  de  démon- 
trer qu'elles  sont  linéairement  indépendantes.  Supposons,  en  effel, 
que  nous  ayons  la  relation 

Rangeons  les  a  dans  l'ordre 


«i,     «2, 


en  supposant  qu'ils  soient  ainsi  rangés  par  ordre  décroissant  de  gran- 
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deur  de  leur  partie  réelle;  nous  aurons 

Ci/i  <?-a.*.r^+1-f-  G,  72  e-ai*a?V*-i-t-.. . -+■  Cmym  e-a.^^.+1  =  o. 

Faisons  tendre  x  vers  l'infini;   tous  les  termes,  sauf  le  premier,  ont 
zéro  pour  limite,  puisqu'on  a 

et  le  premier  facteur  a  une  limite  finie,  tandis  que  le  second  tend  vers 
zéro.  Nous  aurons  donc 

C,  =  o 

et,  en  continuant  ainsi,  nous  trouverions 

C2  =  . . .  =  Gm=  o. 

Le  théorème  est,  par  suite,  établi. 

13.  Nous  avons  supposé  que  nous  étions  dans  le  cas  général.  Bien 
des  cas  particuliers  peuvent  se  présenter;  leur  étude  ne  présente  pas 
de  difficultés  sérieuses.  Contentons-nous  de  considérer  le  cas  où  il  y 
aurait  deux  racines  égales  pour  le  polynôme  P(s)  (§  9).  Nous  aurions 
alors,  en  supposant  a,  =  a2, 

dv_ 

dz  Xi  Ai  X3 


v  (*_ai)ï         -  —  a,         z  —  a3 

et,  par  suite, 

V  =  eV-z  e     z  ~  a'  (  z  —  a,  )X,  (  j  —  a3  )>>. 

On  pourra  toujours  considérer  un  lacet  analogue  à  celui  que  nous 
avons  formé  tout  à  l'heure,  qui  nous  donnera  une  première  intégrale. 
On  voit  moins  immédiatement  comment  on  pourra  avoir  une  seconde 
intégrale,  celle  qui  correspond  à  un  chemin  joignant  a,  à  a2  quand 
ces  deux  points  sont  distincts.  11  est  possible  d'approcher  du  point  a< 
de  telle  sorte  que  v  tende  vers  zéro.  Soit 

z  —  aj  =  p(  cos  0  -h  i  si n  0  » 
et  soit 

—  =       —  [  cos(6  4-  a)  —  i sin(  0  -h  7.  )  I. 

z  —  y.y         0    K 

P.  —  lit.  t6 
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Il  faudra  que  cos(9  -h  a)  soit  négatif.  Il  y  aura  donc  une  certaine 
direction  a,.#,  et  d'un  certain  côté  de  celle-ci  (à  droite  par  exemple 
dans  la  figure  25)  on  aura  les  directions  pour  lesquelles 


tend  vers  zéro,  quand  z  se  rapproche  de  a(.  Si  Ton  prend  alors  un 
chemin  partant  de  a,  dans  une  de  ces  directions  et  revenant  en  oc, 

Fi2.   25. 


également  à  droite  de  a,.r,  mais  après  être  passé  à  sa  gauche,  l'inté- 
grale correspondante  ne  sera  pas  nulle  en  général  et  donnera  une 
seconde  solution  de  l'équation  linéaire  correspondant  !à  la  racine  a,. 

14.    Indiquons,    comme    exemple,    une    équation    rencontrée    par 
Bessel  dans  des  recherches  de  Mécanique  céleste  : 

d%  y  dy 

x  —r^- — h  2  m  -^ — h  x  y  =  o . 
dx-  dx 

En  appliquant  les  résultats  précédents,  on  a 

-7-  (1-4-**)  =  <ivz(m  —  i) 

et,  par  suite, 

On  a  ici 

a,  =  —  ij        a2  =  +  i- 

En  particulier,  l'intégrale  holomorphe  sera  donnée  par  l'intégrale 
définie 

/       (i-h-z2)'"-1  ezx  dz, 

qui  n'a  de  sens  d'ailleurs  que  si  la  partie  réelle  de  m  est  positive.  En 
changeant  z  en  zi,  on  ramènera  immédiatement  l'intégrale  précédente 
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à  la  forme 

/        (i  —  z2)'"-1  coszx  dz, 

dont  le  développement  en  série  entière  est  bien  facile. 
Citons  encore  l'équation,  très  voisine  de  la  précédente, 

d-  a        i   du 
dr2         r  dr 

qui  se  déduit  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d-  u        ô'1  u 

v  ôx1  o>j2 

quand  on  suppose  que  u  ne  dépend  que  de  la  distance 


L'application  de  la  méthode  de  Laplace  conduit  à  l'intégrale 

ezr  dz 


■l 


•*» 


qui  donne  la  solution  du  problème  de  l'équilibre  calorifique  d'une 
plaque  ^indéfinie  rayonnant  au  dehors,  avec  une  source  à  l'origine, 
problème  correspondant  à  l'équation  (a). 

L'intégrale  u  est  nulle  pour  r  =00,  et  1  on  démontre  aisément  que, 
pour  /•  =  o,  u  devient  infini  comme 

ce  qui  correspond  à  la  source  calorifique  placée  à  l'origine. 

15.   Cherchons  encore  ce  que  donne  la  méthode  de  Laplace  pour 
une  équation  à  coefficients  constants 


d'n  y  d»1-1  y 

«0 

En  posant 


a°  -3*ï  +  a'55^r+-  ■-*■*"  r  =  °- 


I     v  ezx  dz, 

-  a 

et  faisant  la  substitution  dans  le  premier  membre  de  I  équation  difïe- 


y 

'  a 
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rentielle,  il  vient,  comme  résultat  de  la  substitution, 

/      vf{z)e™dz, 

'   a 

en  posant 

f(z)  -  a0z'"+-alz>"-i+-...-+-am. 

Nous  ne  pouvons  pas  ici  former  l'équation  différentielle  don- 
nant v.  L'application  immédiate  de  la  méthode  ne  donnerait  donc 
que  v  =  o.  Mais  l'intégrale  précédente  sera  encore  nulle  si  nous 
prenons  ol=  [3,  et  si  nous  intégrons  le  long  d'un  contour  fermé  à 
l'intérieur  duquel  le  produit 

vf(z) 

soit    holomorphe.    Ainsi,    l'équation   proposée    sera    vérifiée    si    l'on 

prend 

P(z) 


/(*) 


P(-s)  étant  holomorphe  dans  une  aire  limitée  par  un  contour  le  long 
duquel  on  prendra  l'intégrale  qui  donne  y.  La  méthode  de  Laplace 
conduit  donc  tout  naturellement  à  la  méthode  d'intégration  des 
équations  à  coefficients  constants  développée  par  Cauchy  dans  un 
Chapitre  de  ses  anciens  Exercices. 

On  retrouve  facilement  de  cette  manière  la  forme  élémentaire  des 
intégrales  des  équations  à  coefficients  constants.  Soit  a  une  racine 
multiple  d'ordre/?  de  l'équation  caractéristique 

/(*)  =  (>, 

et  considérons  un  contour  G  n'enveloppant  que  cette  racine.  Nous 
pouvons  prendre 

A  A,  A,,-, 


(z  —  cl)I>        (  z  —  a.)P-  '  (  z  -  -a) 


G(«), 


G(z)  étant  holomorphe  dans  C  et  les  constantes  A  étant  arbitraires, 
Nous  avons  à  calculer 

/  v  ezx  dz. 
«  c 

Pour  avoir  le  résidu  de  vezx,  on  pose  z  =  cl-\-  h\  il  faut  prendre 
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le  coefficient  de  j  dans  le  développeinenl.  On  trouve  ainsi  immédia- 
tement 

e**( €b  -4-  G,  x  ■+■ .  . .-+-  Cp_, ar/»-»  ), 

expression  dans  laquelle  les  G  sont,  comme  les  A.,  des  constantes 
arbitraires.  On  obtient  donc  ainsi  les  p  intégrales  correspondant  à 
la  racine  multiple  d'ordre  p. 

Faisons  encore  une  remarque  intéressante  relative  aux  équations  à 
coefficients  constants.  Je  prends  l'intégrale 


y=l  7(1) edz 


/c  A*) 

le  long  d'un  cercle  G,  ayant  l'origine  pour  centre  et  comprenant  à 
son  intérieur  toutes  les  racines  de  f(z).  Montrons  qu'on  peut  déter- 
miner le  polynôme  P(.s)  d'ordre  m  —  i  de  telle  sorte  que 

iy  d'n-\y 


Yi     -ÏZ 


dx  <i.v"l~l 

aient  des  valeurs  données  à  V avance  pour  x  =  o.  On  a 

rV{z)  ,        (dy\        rzP(z)  /d'n-ly\        rz^-rpuy 

Or  soit,  pour  z  liés  grand^ 

pu;  =  Ai  +  ^,      ^.A^  + 

/(  z)         z  z-1        '  '  '  "*"    z'" 

V,,  ...,  A,„  seront  arbitraires  si  P(s)  est  un  polynôme  arbitraire 
d'ordre  m  —  i .  Les  valeurs  des  A  se  trouveront  déterminées  de  proche 
en  proche  en  fonction  des  valeurs  initiales  de  y  et  de  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  m —  i.  On  peut  remarquer  qu'il  résulte  de  là  que 
V ensemble  des  intégrales  correspondant  à  chacune  des  racines  de 
l'équation  caractéristique  forme  bien  un  système  fondamental. 


III.  —  Application  générale  de  la  transformation  de  Laplace  au  cas 
des  équations  linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes; 
représentations  asymptotiques  de  M.  Poincaré. 

16.   Nous  n'avons  étudié  dans  la  Section  précédente  que  !<■  cas  où 
les  polynômes  P  (§9)  sont  du  premier  degré.  Arrivons  à  l'équation 
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D   dmy  dm~ly  „ 


générale 


où  les  coefficients  P  sont  des  polynômes  de  degré  p  en  x. 
Nous  reprenons  l'intégrale 

y  —  J      v(z)  ezx  dz. 
'  a. 

\ous   avons  plus   haut  transformé,  au  moyen  de  l'intégration  par 

parties,  les  produits 

dy  dm  y 


xy,      x 


dx  '    dxm 


Considérons  maintenant  les  produits 

dy  d»1  y 

J  dx  dx"1 

Nous  nous    servirons   à   cel   effet  de   la   formule  d'intégration  par 
parties  généralisée,  à  savoir 


-, r  V  —  (—  I  )P-i   /  V  — —  dz. 

dzP-1  '       .1        dzP 


rT1dp\  ,      „dp-i\     du  di>-*y 

I   U  —. —  dz  =  U  —= - ; +  .  . 

./        dzP  dzP-î  dz    dzP-* 

On  a  ici 

/.p 

xp y  =    I      vxP  ezx  dz. 

"  a 

"Sous  poserons  donc 

U  =  v,        V  =  e»*, 
et   l'on  aura  alors 

r/»/  =  {vxP-*  ez-T)^  —  (~xP-^  ezrJ    +...  —  <—  r)/'-1    / 
Semblablement,  pour  réduire 


r3    *>., 

dzP 


XP 


on  posera 

et  l'on  a  ainsi 

dm  y 


xp    ,    ^    =  (vzmseP-'1  e**)P 
rf.r'" 


dxm 

•  a 

>zm 

.r/'  e--* 

dz. 

V  =  vz 

mi 

V 

_  gza: 

1  cz*)P_ 

-(- 

-|)P-1 

j      ezx 

•   a 

dP(vz" 
dzP 

Id. 
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Soit  maintenant 

P0    =  C0  a?/' -h..., 

Pi    =  C,  */»■+..., 


et  considérons  dans   l'équation  différentielle  transformée  l'intégrale 
définie  qui  y  figure.  Cette  intégrale  est 

I      |G°— SF"    ~Gl ^7T--—  ..]«"*■ 

"  a      L  J 

La  quantité  entre  crochets  ne  dépend  pas  de  x.  En  l'égalant  à  zéro, 
nous  obtiendrons  une  équation  linéaire  et  homogène  en  v  d'ordre  p, 
dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  de  degré  m  en  z.  Ce  sera 
l'éq  nation 

(6  )  (  C0  z'"  -+-  C,  z'h-i  -h  ...  -4-  C,„  )  -^  -f- . .  .  =  o. 

Si  l'on  peut  choisir  une  fonction  c  satisfaisant  à  l'équation  précé- 
dente, et  si  l'on  peut,  par  un  choix  convenable  de  a  et  (3,  s'arranger 
de  manière  que  les  termes  intégrés  soient  nuls,  on  aura  une  solution 
de  l'équation  proposée.  Les  termes  intégrés  sont  de  la  forme 

L     dzh  Ja-°  U  =  o,i,'2,...,-m       / 

On  voit  donc  que  la  transformation  de  Laplace  ramène  V inté- 
gration de  l* équation  proposée  d'ordre  m  à  celle  d  une  équation 
d'ordre  p. 

17.  M.  Poincaré,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a  montré  comment  on 
pourrait  réaliser  toutes  les  conditions  exigées  pour  l'application  de  la 
méthode,  et  comment,  de  plus,  on  peut  ainsi  étudier  les  valeurs  des 
intégrales  de  l'équation  proposée  pour  x  très  grand  et  s'en  allant  à 
l'infini  dans  une  direction  déterminée,  que  nous  pouvons  supposer 
d'ailleurs,  sans  diminuer  la  généralité,  être  la  direction  positive  de 
l'axe  réel. 

Nous  supposons  aussi  que  C0  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  que  les 
degrés  de  P,,  ...,  9m  ne  surpassent  pas  celui  de  I*,,.  Enfin,  il 
n'existe  aucune  relation  particulière  d'égalité  entre  les  coefficients 
des  polynômes   P. 
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Désignons  par  a,,  a2,  . ..,  a.m  les  racines  de  l'équation 
Go  ««  -4-  Gj  s'"-1  -i- ...  h-  C,„  =  o. 

Ce  sont  les  points  singuliers  de  l'équation  linéaire  (6)  donnant  ^. 
L'équation  (6)  a,  dans  le  voisinage  de  chacun  de  ces  points  singu- 
liers, m  —  i  intégrales  holomorphes  ('),  et  Ton  a  une  mu'mc  intégrale 
de  la  forme 

(z  —  a!  )>•?!(*), 

cp,(s)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a,. 

Comme  nous  l'avons  fait  dans  la  Section  précédente,  menons 
par  le  point  a,  une  parallèle  D  à  Taxe  réel  du  côté  des  Ç  néga- 
tifs (z  =  ç  -h  ir\).  Nous  allons  prendre  pour  v  l'intégrale  non  holo- 
morphe dans  le  voisinage  de  a,.  Quand  ;  s'en  va  à  l'infini  dans  cette 
direction,  nous  savons  (§  2  de  ce  Chapitre)  que  Ton  peut  trouver 
un  nombre  u.  tel  que 

dv  d'»  v 

v  eV-z,     —  eV-z,      ....      — — eV-z 
'      dz  dz"1 

tendent  vers  zéro,  quand  ;  s'éloigne  ainsi  à  l'infini,  et,  en  augmen- 
tant [a  s'il  est  nécessaire,  il  en  sera  de  même  des  produits 

dv  d"1  v 

dz  '  dz™ 

quel  que  soit  l'exposant  v. 

En  désignant,  comme  précédemment,  par  a  et  fi  le  point  à  l'infini 
sur  la  droite  D,  les  conditions  (7)  seront  vérifiées  si  x  est  positif  et 
suffisamment  grand.  On  formera  encore  le  lacet  considéré  au  para- 
graphe 10,  et  nous  obtiendrons  ainsi  un  système  de  m  intégrales 

ru    72,    ••-,    y  m 

(')  Nous  nous  appuyons  sur  ce  que  l'équation 
ci"  y  d'"—x  y 

où  les/?  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  admet  m  —  1  intégrales  holo- 
morphes autour  de  ce  point.  On  voit,  en  effet,  de  suite,  en  substituant  une  série 
entière  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  que  les  m  —  \  premiers  coefficients 
peuvent  être  pris  arbitrairement,  les  autres  se  déterminant  de  pioche  en  proche. 
Quant  à  la  convergence,  elle  se  démontre  par  les  procédés  de  comparaison  dont  nous 
avons  fait  tant  de  fois  usage. 
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correspondant  respectivement  aux  points  a4,  a2 ,  .  ..,  aw.  Nous 
n'avons  maintenant  rien  à  changer  aux  raisonnements  développés 
dans  le  paragraphe  11,  et  nous  avons  donc  encore  la  conclusion  sui- 
vante : 

Les  produits 

tendent  vers  des  limites  finies  et  différentes  de  zéro  (sauf  le  cas 
d1  un  \  entier  et  positif)  quand  x  tend  vers  +  ce. 

18.  Dans  un  second  Mémoire  sur  les  intégrales  irrégulières  des 
équations  différentielles  linéaires  (!),  M.  Poincaré  a  complété  le 
résultat  précédent  en  montrant  qu'on  pouvait  en  déduire  certaines 
expressions  asymplotiques.  Nous  avons  trouvé  au  paragraphe  11 
que  le  produit 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

xh+i   /  A0z*i  ezxdz  +.. . 

•A 

•A  «A 


(S) 


rfs: 


les  intégrales  correspondent  au  lacet  L,  dont  les  deux  extrémités  sont 
à  l'infini  dans  la  direction  indiquée  et  qui  tourne  autour  de  z  =  o. 

L'intégrale  le  long  de  L  se  compose  d'une  partie  rectiligne  et  d'une 
partie  circulaire  le  long  de  G.  Pour  la  partie  rectiligne,  nous  savons 
que  le  produit  de  l'intégrale  par  une  puissance  quelconque  de  x  tend 
vers  zéro  quand  x  augmente  indéfiniment.  Bornons -nous  donc  à 
considérer 

o?V«-i   /  A0^i  e*x  dz  -+-...  -h  a?>i+i   I   A„  z"'^>>  e**  dz  +  xM^  f  R„*>>  e™  dz. 
dc  Jc  Jc 

Rappelons-nous,  d'autre  pari,  que 

x^+i   I   A/rs>-.+/.-  e~x  dz 
•  <: 


(')   H.  PoiNGARÉ,  Sur  les  intégrales  irrégulières    des  équations  linéaires  (Acta 
mathematica,  t.  VIII). 


4lO  CHAPITRE    XIV. 

peut  s'écrire 

L±  (  e2X1w_  i)    r ( Xi  -+-  A:  -m)  —  /     yK^k  e  y  dy\. 

Or,  le  produit  de  l'intégrale 

/      y^^~k  e~y  dy 

par  une  puissance  quelconque  de  j  a  pour  limite  zéro  pour  r  infini. 
De  même  le  produit  du  dernier  terme  de  (S)  par  xn  a  zéro  pour 
limite  quand  x  augmente  indéfiniment.  Pour  le  voir,  reportons-nous 
encore  au  paragraphe  11  et  au  dernier  terme  de  la  somme  S 


Je 


Le  nombre  n  est  maintenant  déterminé.  D'après  l'expression  de  R„, 
on  voit  de  suite  que  le  module  du  produit  de 


a^i-wi-Hi    /  Rn£>t  ez-r  dz 


est,  à  un  facteur  numérique   près  indépendant  de  x,   inoindre   que 
celui  de  l'expression 

I       fJLO"+1 


Le  produit  étudié  tend  donc  bien  vers  zéro  pour  x  =  ce. 
il  en  résulte  que,  si  l'on  pose 


le  produit 


A.,1(A,+  I)H '- 


x"(Z  —  yx  «-«i^ayXt-t-i) 


xn  J 


tend  vers  zéro  pour  x  ==-+-  oo.  C'est  ce  que  l'on  exprimera  en  disant 
que  le  produit 


j,  e   a> ■'./>• 


est  représenté  asymptotiquement  par  la  suite  S. 
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19.   Reprenons  l'expression  de  l'intégrale 

yl  =   I    v  ezx  <lz. 
•  I. 

11  résulte  du  paragraphe  précédent  que 

yx  —  e*tx a— V-i  (e2*i™ —  i)  r(X!+  i) 

[At  ( Xt  -4-  i )                 A„  (X ]  -+-  i) . . -. (  À  t  -4-  n )        E0  1 
A0  H |-  ...  H ! i 
X                                                                  X"                                        X'1  \ 

£0  tendant  vers    zéro  avec  -:    nous   avons  remplacé  r(A,  +2),  ;".., 

r(A,  -{- n)  par  leurs   valeurs  en  fonction  de  T()M  -f-  1).  Ecrivons   ce 
développement  sous  la  forme 

Pi  P„        e, 


;1  =  cMarV-i    P0 


En  étudiant  de  la  même  manière  l'intégrale 


./■ 


dy 


YA=fZVe**dz, 


dx       m,L 


on  trouve  immédiatement  le  développement 


2£1  =  ^,r4,-.R^  !li  +  ...+  ^  +  IL  ), 
dx  \  x  xn        x"  / 

e,    tendant   vers    zéro  et  les  termes,,  à  l'exception  de  —  e^xx~^~K  ^ 

1  xn 

provenant   de    la  difïérentiation  de  y^   quand    on   néglige  ~  On   a 

finalement,  en  allant  jusqu'à  la  dérivée  d'ordre  />?, 


dx"1 


a?-*!-1     j  „  h h. ..h : 

\  x  x"         x"  / 


tm    tendant   vers  zéro   avec  -,  et  les   termes,    à   l'exception   de   celui 

x  r 

qui  contient    eTO,   provenant  de  la   dérivation   />?ième  de  yu  quand  on 

néglige  —  • 

Substituons  ces  valeurs  de  r,  et  de  ses  dérivées  dans  le   premier 
membre 

d'ny        Ctxl>-h...    d'"    \y  C,tx{>-h.  .  . 


(ir">        C{)Xl}  ■  . . .   dx"1-*  <:„.,-/'-+-. . 
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de  l'équation  différentielle  ;  les  coefficients  des  puissances  successives 

de  -  dans  le  résultat  de  cette  substitution  doivent  s'annuler,  puisque  n 

est  un  entier  qui  peut  être  aussi  grand  'qu'on  veut.  Les  constantes 
a,.  A,  et  les  coefficients  P  sont  donc  ceux  qu'on  obtient,  quand  on 
cherche  à  écrire  que  l'équation  est  vérifiée  par  une  série  de  la  forme 

/  P,        P2 

\  X  X1 

Or,  c'est  là  un  problème  que  nous  avons  déjà  cherché  à  résoudre 
(Chapitre  XI,  §22)  ;  nous  avons  trouvé  m  valeurs  de  a,,  et  à  chacune 
de  ces  valeurs  a  correspondu  un  développement  de  la  forme  précé- 
dente. L'expression  que  nous  gênons  de  trouver  pour  yK  coïncide 
donc  avec  un  de  ces  développements,  et  nous  avons  vu  que  ceux-ci 
sont  en  général  divergents.  Nous  arrivons  donc  au  théorème  suivant, 
dû  à  M.  Poincaré  (loc.  cit.): 

Les  m  développements  divergents  de  la  forme 

/  P        P 

\  X  x- 

représentent  asymptotiquement  m  intégrales  de  V équation  diffé- 
rentielle, quand  x  grandit  indéfiniment  en  étant  positif . 

Nous  avons,  dans  tout  ce  qui  précède,  supposé  que  x  augmentait 
indéfiniment  en  étant  réel  et  positif.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  para- 
graphe 3,  il  est  possible  d'étendre  cette  théorie  au  cas  où  x  s'éloigne 
à  l'infini  avec  un  argument  déterminé  quelconque;  mais  il  est  impor- 
tant de  remarquer  que  les  m  développements  divergents  de  la  forme 
précédente  ne  représenteront  pas  asymptotiquement, /?oj/r  tout  argu- 
ment, les  mêmes  intégrales.  Pour  certaines  valeurs  de  cet  argument, 
il  y  aura  passage  brusque  d'une  intégrale  à  une  autre,  du  moins  en 
général. 


IV.  —  Applications  des  méthodes  d'approximations  successives 
à  la  recherche  des  valeurs  asymptotiques. 

20.    Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  avec  M.  Poincaré  dans 
la   Section   précédente   pourraient  être  établis  et   même  étendus   en 
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variant  un  peu  les  procédés  d'approximation  successive  dont  nous 
avons  déjà  fait  usage  en  plusieurs  endroits  de  cet  Ouvrage.  Sans 
approfondir  complètement  la  question  à  ce  nouveau  point  de  vue, 
envisageons  une  équation  linéaire  de  second  ordre 

/  x  d2y         dr 

où,  dans  le  voisinage  de  x  =  oo,  les  coefficients  pt  et  p.2  sont  suscep- 
tibles d'être  mis  sous  la  forme 

ci]         a*> 

Pl  =  a0+   -  -h  ~  +..., 

séries  convergentes  pour  \.r\  suffisamment  grand. 

Posons 

y  —  e^xY. 

On  voit  de  suite  que,  si  l'on  prend  pour  la  constante  A  une  racine 
de  l'équation  du  second  degré 

(8)  X*-ha0XH-èo=o, 

on  a  une  équation  de  la  même  forme  (a),  mais  où  le  coefficient  rem- 
plaçant b0  sera  nul. 

Posons  ensuite 

Y  =  e\ix  z; 

on  a,  en  prenant  u.  de  telle  sorte  que 

a0ix  -h  bx  =  o, 

une  équation  encore  de  même  forme,  mais  dans  laquelle  le  coefficient 
de  z  n'aura  pas  de  terme  en  -• 

Finalement,  nous  pouvons,  sans  diminuer  la  généralité,  envisager 
l'équation 

<9)  7737  ^K^T 


En  faisant  les  réductions  précédentes,  on  obtiendra  d'ailleurs  une 
'quation  avec  un  a()  positif,  et  une  avec  un  c/0  négatif,  si  nous  sup- 
posons réelles  les  racines  de  l'équation  (8). 
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21.  Nous  allons  étudier  l'équation  (9),  en  supposant  a 0  négatif,  et 
il  est  clair  qu'on  peut  le  supposer  égal  à  —  1 .  en  remplaçants?  par  kx 
(k  convenable  et  positif). 

Nous  envisageons  donc  l'équation 

d\y        1  a, 


a*y  a,  \  ay        /  o,        os  \ 

(,o)     ^+v-l+^"H---)^  +  l^+^+---J7=o' 

et  nous  nous  proposons,  afin  d'étudier  ses  intégrales  pour  x  positif 
et  très  grand,  de  procéder  par  approximations  successives. 

22.    Commençons  par  une  remarque  préliminaire.   Soit  l'équation 

dï  y        dy 

(l0)  a* -s  =/<*>• 

oùf(x)  est  une  fonction  continue,  s'annulant  pour  x  =  H-  00,  et  telle 
que  l'intégrale 

f(x)  dx 


ait  un  sens.  On  voit  alors  bien  aisément  que  l'expression 

y  =  ex   I     f\x)exdx —    /     f{x)dx+-h         (A  étant  une  constante) 

satisfait  à  l'équation  (10),  et  que  l'on  a 

y  =  h         pour         x  =  -h  oc. 

23.   Ceci  posé,  formons  les  approximations 
d*V,         dy, 


dx1  dx  ' 


Xi; 


d*yn        dyn  _        /a,  \  dyn-x        /£,  \ 

~d&     ~ix~  ~~\ic^--')~dr~  \x^^"-)yn'u 

tous  les  y  prenant  la  valeur  h  pour  x  =  -f-  oc. 

En   appliquant   la  formule  du  paragraphe   précédent,    on  aura  de 
suite  l'expression  de  yn  à  l'aide  de  yn-\,  mais  on  peut  la  simplifier. 

en  intégrant  par  parties  les  termes  qui  renferment      ?  x ',  on  trouve 
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ainsi,  sans  aucune  difficulté, 


yn=e,£e-,{Ji^^i+...y,l_ldx+^  (|+...)r«- 


dx  -+-  h, 


les  a  et  les  S  s'exprimant  de  suite  à  l'aide  des  a  et  des  b. 

La  démonstration  de  la  convergence  uniforme  de  yu  vers  une  limite 
(à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  x)  se  fait  de  la  manière 
suivante.  On  a 

yll—yll-i  =  e^j    e- *  (?£ -+-  ^  -h. . .  j  (jk«-i—  yn-i)  dx 

Or,  soit  Mn  le  maximum  de  \yn-\  — .Yn--i\  depuis  une  valeur  suffi- 
samment grande  a  de  x  jusqu'à  -f- oo.  On  a  manifestement 

q  étant  un  nombre  fixe  inférieur  à  un,  si  a  est  assez  grand.  De  là 
résulte  la  convergence  de  la  série 

7  =  7 1  -+"  <>  2  —  r  i  )  +  •  •  •  +  ( ./  «  —  ./  «  - 1  )  -*-  •  •  • , 

à  la  manière  d'une  progression  géométrique  décroissante.  On  démontre 
enfin  que  la  limite  de  cette  série  satisfait  à  l'équation  différentielle 
proposée,  en  reprenant  un  raisonnement  déjà  fait  bien  des  fois. 

Nous  avons  donc  obtenu  une  intégrale  y  de  l'équation  (io),  ten- 
dant vers  A,  lorsque  x  tend  vers  l'infini  positif. 

Relativement  à  la  quantité  q  considérée  plus  haut,  on  voit  aisément 

que  l'on  a 

k 
q<-> 

1         x 

K  étant  une  constante  fixe;  cette  remarque  nous  sera  utile  dans  un 
moment. 

24.  Il  va  être  possible  d'obtenir  une  valeur  asymptolique  de  y. 
Soit/?  un  nombre  entier  fixe  supérieur  à  n.  Reprenons  chaque  terme 
de  la  série  y. 

(Nous  avons  d'abord  y,  =  h\  poury2  — yK  nous  avons 
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et.   en  intégrant  par  parties,  on  met  cette  expression  sous  la  forme 
A,        A2  A,.,-!        kp-hEp 

X  X'1  '  '  '  Xi>-{  .ri' 

zp  étant  nul  pour  x  =  oc.  En  prenant  ensuite  y3  — y2,  on  trouve  sans 
peine  le  développement 

Bt  B,  B/Hl-rJH 


X*  X3  xi' 

On  aura  pour  y,,  —  y3  la  forme 
G,        G,  Cp-t-ht,,-^ 

—  H '-  -+-.  .  .H 

x%        .r4  xi' 


(  lim  e/;_!  =  o  pour  x  =  oo). 


(  lim  E/j-j  =  o  pour  x  =  oo), 


et  allons  ainsi  jusqu  a  y„  —  yn_K,  qui  pourra  s  écrire 


x"-1        xn  xi'  l  ' 

Nous  avons  donc  pour y,tl  qui  est  la  somme 

J'i-t-  (j2  —  JKi  )  H-.  .  .-t-(jK„— JO/-i\ 

une  expression  de  la  forme 

H,        H,  H,,_,        H  ,,+  7},, 

/*  H h r  -H ...  H r  H » 

a?  .r1  xi'~{  xi> 

rïp  étant  nul  pour  x  =  oc.  Quant  au  reste 

(yn+i  —  yn)-*-..-, 

il  est  moindre  que 

Knh       \C+lh 

1 ; h  .  .  .. 

X"  X"^1 

Il  en  résulte  que  l'on  a 

II 1        H2  H„_2        Hn_,-+-X/l^1 

K  =  /H 1 r  -h  ...  H — -  H — > 

les  H  étant  des  constantes  que  les  calculs  précédents  déterminent,  et 
\n_i  tendant  vers  zéro  pour  x  =  œ. 

Finalement,  si  nous  revenons  à  l'équation  initiale  (a),  nous  aurons 
une  intégrale  avec  la  représentation  asymptotiquc 

\  x         x-  x"      / 
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pour  une  valeur  donnée  (quelconque)  de  l'entier  n,  les  coefficients  H 
étant  des  constantes  fournies  par  l'analyse  précédente,  et  en  tendant 
vers  zéro  pour  x  =  ce. 

C'est  la  représentation  asymptotique  analogue  à  celle  que  nous 
avons  obtenue  dans  la  Section  précédente;  le  développement  indé- 
fini 

H,        H, 

h  h 1 -h .  .  . 

x         x'1 

sera  en  général  divergent. 

2o.  Dans  les  calculs  qui  précèdent,  nous  avons  pris  (§21)  l'inté- 
grale correspondant  à  a0  négatif.  Pour  l'intégrale  correspondant 
à  a0  positif,  une  analyse  analogue  peut  être  développée,  un  peu  plus 
compliquée  toutefois  en  ce  qui  concerne  la  Jjreprésentation  asymp- 
totique; mais  je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'étudier  cette  seconde  inté- 
grale. 

J'aime  mieux  dire  un  mot  du  cas  où  les  racines  de  l'équation 

À2 -h  a0\  h-  60  =  o 


du  paragraphe  20,  que  nous  avons  supposées  réelles,  sont  imaginaires  ; 
on  suppose  toujours  que  tous  les  coefficients  a,  b  sont  réels.  Dans 
ces  conditions  on  reconnaît  que,  après  avoir  fait  les  réductions  du 
paragraphe  20,  les  nouvelles  quantités  a0  et  a{  sont  purement  ima- 
ginaires (de  la  forme  ou). 

On  aura  donc  à  partir  d'une  équation 


dx-    '     \  x  J  dx        \x 

a0  et  «,   étant  purement  imaginaires. 

J'indiquerai  la  façon  dont  les  approximations  successives  doivent 
ici  être  dirigées.  Envisageons  l'équation  linéaire  du  second  ordre  ayant 
les  deux  solutions 

elle  est  de  la  forme 


1     et     e~aox  ''1 


d- y        /  a\        a. y        a'z  \  dy 

dx"         \    '    '     x         x'1   ^~  x'6  '  '  j  dx 


Désignons   par   P(.r)  le  coefficient  de  ~  dans  celle  équation. 
P.  —  m.  7 
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INotre  équation  (S)  pourra  alors  s'écrire 


dx«-  K     '  dx        \x*  J  dx        \x*  J 


y- 


On  commence  par  rechercher  l'intégrale  de  l'équation 

se  réduisant  à  A  pour  x  =  -+-  oo,  en  supposant  comme  plus  haut  que 

|     f(x)dx 

'  .»• 

ait   un   sens.   Cette   recherche  simple  étant  laite,  les   approximations 
sont  indiquées  d'une  manière  générale  par  la  relation 

^r^F(a?)^-U2       7    ^    +U2        r"-1* 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  pour  la  convergence,  les  fonctions  e~"o;r 
et  .r-a'  restant  de  module  fini  pour  x  très  grand.  On  arrive  ainsi  à 
deux  intégrales  représentées  asymptotiquement. 

26.  On  pourra  faire  une  application  immédiate  de  ces  derniers 
résultats  à  l'équation  de  Bessel 


dx- 


+"  -   -3 H   (  » ï  )  Jv  =  O. 

.r  «#•         \         x- } 
L'équation  en  À  est  ici 


X2_4_,  =0. 

L'équation  en  y.  (§  20)  est 

9.  JJL  -h  I  =  O. 

On  a  donc  deux  représentations  asy m pto tiques 
et*  r„        Hi  e-t*  r„.        H', 


les  H'  étant  conjugués  des  H.  En  revenant  à  des  intégrales  réelles  on 
a  l'intégrale 
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où  a0  et  Jj0  sont  arbitraires.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  les  séries  entre 
parenthèses  sont  divergentes,  et  donnent  seulement  des  représen- 
tations asy m p touques,  au  sens  où  nous  l'avons  entendu  dans  tout  ce 
qui  précède.  On  voit  que  toutes  les  intégrales  tendent  vers  zéro 
pour  x  =  -h  oc. 

Cette  forme  asjmptotique  est  très  propre  à  étudier  les  très  grandes 
racines  de  l'équation 

Jv(o?)  =  o. 

On  voit  aisément  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  et  l'équation 
peut  s'écrire 

¥,        Ki  K„-h£„  ,  ,      . 

tanga-  =  K0-; h.  .  .H (  £«  =  o  pour  a?=-f-oo). 

°  X  x" 

C'est  donc,  à  peu  près,  pour  les  grandes  racines,  l'équation 

tanga?  —  K0, 
et  l'on  établira,  comme  conséquence  de  ces  indications,  que, 

X  p         CL         X  j)->r\ 

étant  deux  très  grandes  racines  consécutives,  la  différence 

Xj)-^-i  X  p 

se  rapproche  indéfiniment  de  ~,  quand  p  grandit  sans  limites. 

V.  —  Étude  d'une  équation  récurrente;  théorème  de  M.  Poincaré. 

27.  JNous  terminerons  en  disant  quelques  mots  d'une  question  pré- 
sentant une  grande  analogie  avec  quelques-uns  des  problèmes  étudiés 
au  cours  de  ce  Chapitre. 

On  a  des  relations  récurrentes  entre  un  certain  nombre  de  coeffi- 
cients des  développements  en  séries  entières  des  intégrales  d'une 
équation  linéaire  ayant  pour  coefficients  des  polynômes.  Aussi  est-ce 
d'un  problème  très  important  concernant  ces  suites  que  je  vais 
m'occuper.  Nous  allons  nous  bornera  une  relation  récurrente  entre 

//„  i  2,     W//+i     et     un, 
soit 

Pî«fl+2+  PlW/H-1-t-  P0W«=  O, 
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où  je  suppose  que  les  P  sont  des  polynômes  en  n  de  degré  p,  soit 

P0  =  aiH}  H- .  .  . , 

P2  =  cnf>  -h 

et  l'on  suppose  que  P>  ne  s  annule  pour  aucune  valeur  entière  et  posi- 
tive de  n.  En  fixant  les  valeurs  de  u0  et  u{1  on  calculera  de  proche 
en  proche  tous  les  u. 

Nous  allons  chercher  la  limite  de 

— : —  (  pour  n  =  oc). 


C'est  un  problème  que  s'est  posé  M.  Poincaré  (  '  ),  dans  le  cas  général 
d'une  relation  entre  uni  iitl+\i  •  •  •  •>  un+p.  Exposons  son  analyse,  en  la 
précisant  et  lui  donnant  plus  de  rigueur,  dans  le  cas  particulier 
indiqué. 

S' il  y  a  une  limite,  celle-ci  est  manifestement  racine  de  l'équation 

Po^-hPj-t-  ^  =  o 

pour  n  =  oc,  c'est-à-dire  de  l'équation 

(A)  cz--+-  bz  -+-  a  —  o. 

Supposons  que  l'équation  (A)  ait  ses  racines  a  et  |3  de  modules 
distincts,  et  soit 

l«l>IH 

JNous  allons  montrer  que  la  limite  (pour  n  =  oo)  de 


sera  en  général  ol,  et  exceptionnellement  (3. 
Si  nous  écrivons 


nous  avons 


P2P/M.1-+-P1-h^  =o. 


(l)  H.  Poincaré,  American  Journal  of  Mathematics,  t.  VII. 
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Posons 

_  vn  —  a 

ce  qui  nous  donne 


B 


P2lX"+1~a  +  Pt+P0    : 


En  résolvant  par  rapport  à  X„+,,  on  trouve 

P    X„(l-h  £)-+-£' 


An. 


<x     l  H-  7)  H-  r/X,i 


les  s  et  les  yj  étant  très  petits  avec  —  • 

Soit  M  un  nombre  positif  fixe,  pris  aussi  grand  qu'on  voudra  ;  on 
peut  prendre  n  assez  grand  pour  avoir 

«0  +  O- 


7)    Z 


<\.*\h, 


\z\   étant  plus  petit  que  M,  et  h  étant  un  nombre  donné  plus  grand 
que  un,  mais  tel  que 

Q 

Il    ?-    <  q'  <  I  ; 

la  limite  du  premier  membre  est  en  effet  \z\  pour  n  =  oo. 

Donc  M  étant  choisi,  et  n  étant  pris  assez  grand,  conformément  à  la 
condition  précédente,   s'il  arrive  que,  à  partir  de  cette  valeur  de  n, 


soit  moindre  que  M,  on  aura 


<?'|X„ 


Alors,  à  cause  de  cette  inégalité,  X„  tendra  évidemment  vers  zéro; 
par  suite,  vn  tendra  vers  a. 

On  n'échapperait  à  cette  conclusion  que  si  M  étant  choisi,  et  la 
valeur  correspondante  de  n  en  résultant,  il  arrivait  que  |X„|  fut  tou- 
jours supérieur  à  M  ;  mais  alors  dans  ce  cas  X„  devrait  grandir  indé- 
finiment. On  aurait  doue 

lim  X„  =  x, 


el  par  suite  lims>n  —  [3. 


c.  Q.   F.    I). 
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28.  Un  cas  très  simple  est  celui  où  les  P  sont  des  constantes  (p  =  o)  ; 
le  résultat  est  alors  intuitif,  car  l'équation  entre  X„  et  X,/+,  est  alors 


v         _  Pv 


a  el  3  étant  les  racines  de 


Co 


midi  e 


<<  i,  ou  bien  X„  est  toujours  infini,  ou  bien  il  tend  vers 


zéro. 

On  voit  en  outre,  sur  cet  ensemble  particulier,  que  le  cas  où 

l 

y. 

est  de  tout  autre  nature. 
Ainsi,  soit 


on  aura 


a 


X„  +  1   =    e"<9X; 


Donc,  quand  n  augmentera  indéfiniment,  il  n'y  aura  pas  de  limite, 
si  le  r apport 


1TZ 


est  incommensurable. 


29.  M.  Poincaré  a  fait  une  application  remarquable  de  son 
théorème  à  l'étude  des  développements  en  séries  de  polynômes. 
Soient 

Uq,       «i,       .  .  . ,       un,       ... 

des  polynômes  en  x\  liés  par  une  relation  de  récurrence 

l\  Un+z  -t-  P,  Un+.x  4-  P0  Un  —  O, 

les  P  étant  des  polynômes  en  n  el  x. 
On  considère  une  série  de  la  forme 

(î)  A0u0-\-  A]  ui  +...+  A„a/l  +  ..., 

où  les  A  sont  des   constantes.   La  limite  de  — ^-l  est  la  plus  grande 

Un 
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racine  d'une  certaine  équation,  racine  appelée  plus  haut  a.  Envisa- 
geons alors  la  série  de  puissances 


(2) 


A,* 


A„*« 


Elle  a  un  rayon  p  de    convergence.    La    condition  de    convergence 
pour  (  i  )  sera  en  général 

l*l<P- 

Si,  en  effet,  cette  condition  est  remplie,  la  série  (i)  convergera; 
car,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  on  aura 


?    <   ?: 


p'  étant  compris   entre  a  et  p,  puisque     n~*~    a  pour  limite  a.  Si,  pour 
fixer  les  idées,  ceci  commence  k  n  =  o,  on  déduira  des  inégalités 


l'inégalité 


U\ 

<p'> 

'» 

Un 

Uq 

un-\ 

|  Un 

<  Uo9' 

i  _ 

<p' 


Donc  la  série  (i)  aura  ses  termes  de  modules  moindres  que  ceux  de 
la  série 

I  u0  A„p'"  |; 

par  suite,  elle  convergera. 
Si,  au  contraire,  on  a 

I  «  |  >  p, 

un  raisonnement  analogue  montrera  la  divergence.  La  courbe  limi- 
tant la  région  de  convergence  sera  ainsi 

|a]  =  p. 
30.    Prenons,  comme  application,  le  polynôme 

Un  =  (x  -+-  }/x*  —  I  )"  -h  (a?  —  v/iP2—  i)". 

On  établit  facilement  la  relation  récurrente 

Un 207  «„_ ,  h-  Un_2  =z  o. 

L'équation  donnant  a  est  donc 

a* —  2  a  a?  -h- 1  =  o. 
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Pour  x  complexe,  on  prend  la  racine 

X  H-  y/.r-  —  [ , 

de  plus  grand  module.  Or  on  a 

i 
an —  —  ix. 
a 

Nous  avons  déjà  rencontré  (t.  Il,  p.  3 1 4 )  cette  transformation 
entre  a  et  x.  A.  la  circonférence  de  rayon  /•  dans  le  plan  de  la  va- 
riable a  correspond  une  ellipse,  ayant  les  foyers  —  i  et  -f-  i  dans  le 
plan  de  la  variable  x. 

La  courbe  |a|  =  p  est  donc  une  ellipse  clans  le  plan  de  la 
variable  x. 

Les  polynômes  de  Legendre  se  traitent  aussi  bien  aisément.  Le 
polynôme  u„  est  donné  par 

i            i          d"(x^—i)" 
u„= =- ■• 

ï"     I  .2  .  .  .71  dx" 

On  a  la  récurrence 

nun  —  (>.n  —  i  )xun—\  -+■  (n  —  i)  un-%  =  o. 

L'équation  donnant  a  est  encore 

a2 —  lax  -+- 1  =  o, 

et  les  courbes  correspondant  à  la  limitation  de  la  convergence 
d'une  série  de  polynômes  de  Legendre 

A0-h  Ai  u\ -f- . . . -+-  A,i un -h . . . 

sont  encore  des  ellipses  liomofocales. 
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CHAPITRE  XV. 

SUR  QUELQUES  CLASSES  D'ÉQUATIONS  LINÉAIRES 
INTÉGRABLES. 


I.  —  Équations  à  coefficients  constants. 

1 .  Nous  allons  indiquer  dans  ce  Chapitre  quelques  classes  d'équations 
intégrables.  Déjà  nous  avons  trouvé,  en  appliquant  la  méthode  de 
Laplace  (Chap.  XIV,  §  15),  la  forme  des  intégrales  des  équations 
différentielles  à  coefficients  constants  ;  ce  type  est  le  premier  dont 
Euler  ait  donné  l'intégrale  générale. 

Reprenons  cette  question  pour  la  traiter  d'une  manière  plus  élé- 
mentaire. Soit  l'équation  à  coefficients  constants 

d'"y  d"'-ly 

a0  -r-1 — -h  a.  -= *r-  -f- .  . .  -+-  a,„  y  =  o. 

dx»*  dx'n~l  J 

En  posant  y  =  ezx  et  faisant  la  substitution  dans  le  premier 
membre  de  cette  équation,  il  vient,  comme  résultat  de  la  substitution, 

oùf(z)  désigne  le  polynôme 


On  voit  donc  que,  pour  avoir  une  solution  ezx  de  l'équation  pro- 
posée, il  suffit  que  z  soit  racine  de  l'équation  caractéristique 

Supposons  d'abord  que  cette  équation  algébrique  de  degré  m  ait 
toutes  ses  racines  distinctes:  on  obtiendra  ///  solutions  distinctes  de 


426 


CHAPITRE    XV 


l'équation  proposée   en  prenant  pour  z  les   m   racines   de  l'équation 

caractéristique,    soit   a,,  a2 a/M.   Pour   s'en  assurer,   il    suffit  de 

considérer  le  déterminant  formé  par  ces  m  solutions  et  leurs  m  —  i 
premières  dérivées.  Ce  déterminant,  en  désignant  par  s  la  somme 
des  racines  de  l'équation  caractéristique,  peut  s'écrire 


«i 


e«n(a*— a*). 


Il  n'est  pas  nul,  puisque  toutes  les  racines  sont  distinctes,  et,  dan: 
ce  cas.  la  solution  du  problème  est  complète. 


2.  Supposons  maintenant  que  l'équation  /(:•)  =  o  ait  une  racine 
multiple  a  d'ordre  p  ;  nous  aurons  bien  encore  la  solution  eaa?,  mais 
les  [considérations  précédentes  ne  nous  donnent  que  cette  solution. 
Cherchons  à  exprimer  y  à  l'aide  d'une  fonction  de  la  forme 


y 


v  e*x 


où  c  désigne  une  fonction  inconnue  de  x.  On  trouve  immédiatement 
que  le  résultat  de  la  substitution  dans  l'équation  proposée  est 


/(«)»>  H- /'(<*) 


dv_ 
d.r 


et,  comme 


A  a 


/'  ( « )  = 


,/W(a)    d/'v 
i  .  y  .  .  .p  d;ri' 

/>-i(a)  =  o, 


puisque  la  racine  a  est  d'ordre  />,  on  voit  qu'on  satisfera  à  l'équation 
proposée  en  prenant  pour  c  un  polynôme  arbitraire  de  degré  p  —  i, 


v  =  Go  h-  C 


xi> 


où  les  C  sont  des  constantes  arbitraires.  Y  la  racine  multiple  d'ordre  p 
correspondent  donc  p  intégrales  particulières,  et,  dans  tous  les  cas, 
que  l'équation  caractéristique  ait  des  racines  simples  ou  des  racines 
multiples,  on  trouve  ainsi  m  solutions  particulières  de  1  équation 
linéaire.  Mais,  pour  que  la  ^solution  du  problème  soit  complète,  il 
importe  de  montrer  que   ces   m  solutions  forment   bien  un  système 
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fondamental,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  exister  de  relation  linéaire  et 
homogène  entre  ces  m  solutions  (  '  ), 

3.  Considérons  donc  les  racines  distinctes  a<,  a2,  . . . ,  a7i  ayant  des 
degrés  de  multiplicité  quelconques;  nous  aurons  prouvé  que  les  m  so- 
lutions précédentes  sont^distinctes,  si  nous  démontrons  qu'il  ne  peut 
pas  exister  une  relation  identique  de  la  forme 

(A)  Vx  e«.*+  P2ea^-t-..  .-h  \yn  e*n*=  o, 

où  P<7  P2,  ...,  P„  désignent  des  polynômes  entiers  en  x,  sans  que 
les  P  soient  identiquement  nuls.  La  démonstration  est  immédiate  dans 
le  cas  n  =  i  et  n :  =  2. 

Si  /i=i,  c'est-à-dire  si  L'équation  caractéristique  a  une  racine 
multiple  d'ordre  m,  la  relation  linéaire  et  homogène  précédente  prend 
la  forme 

e«i*(  G0  +  Ciir  +  ...+  C,„_i  a;'"-1  )  =  o, 

ce  qui  exige  G0  =  G,  =  . . .  =  Cm_,  =  o. 
Si  n  =  2,  on  devrait  avoir 

P,  £«.•*-+-  P2  e**x—  o, 
ce  qui  est  impossible,  car  on  aurait  alors 

Pi 

~         P2 

Or  une  fonction  rationnelle  ne  peut  être  égale  à  une  exponentielle 
qui  est  une  fonction  périodique  et  admettant  un  point  essentiel  à 
l'infini. 

il  nous  suffit  maintenant  de  démontrer  que,  si  une  identité  de  la 
forme  (A.)  est  impossible  pour  n  —  1  exponentielles,  elle  est  aussi 
impossible  pour  n  exponentielles. 

En  posant 

«*  —  «1  =  pÀr-i, 
l'égalité 

Pj  e*i*-h. .  .h-  Pn  e^-nx—  o 


(  '  )  Ce  point  a  déjà  été  établi  d'une  manière  indirecte  à  propos  de  la  méthode  de 
Laplace  ;  la  démonstration  <lu  paragraphe  suivant  est  plus  élémentaire  et  plus 
directe. 
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devient 

P,  -+-  P2  ePi*  +  ...+  P,,  eVn-t*  =  o, 

et.  dans  cette  identité,  toutes  les  lettres  [i  sont  différentes  de  zéro 
et  différentes  entre  elles.  Si  u. —  1  est  le  degré  de  P<,  différentions 
a  fois  cette  identité;  le  terme  P,  disparaîtra,  et  nous  devrons  avoir 
identiquement 

[  dxV-        '  '      cteï^-1  1.2       ri    dxV--*-  J 

Dans  cette  identité,  le  nombre  des  [3  est  égal  à  n  —  1 ,  les  coeffi- 
cients des  exponentielles  sont  des  polynômes  en  #,  qui  devront  être 
identiquement  nuls,  puisque  le  théorème  est  supposé  établi  pour  n  —  1 
exponentielles.  Donc  P2  est  un  polynôme  qui  doit  satisfaire  à  l'équation 
différentielle  à  coefficients  constants 


PPi     /   ,.    ,    ■+■••  •=  o, 


dxV-         '  r     dxï 
dont  l'équation  caractéristique  est  visiblement 

(Ç-+-Pi)l*=o. 
La  solution  générale  de  cette  équation  est 

er-P>(C<>-h  Ci x -h... -+-  Ca-txV--1). 

Elle  ne  peut  se  réduire  à  un  polynôme,  puisque  (3(  est  différent  de 
zéro,  que  si  tous  les  C  sont  nuls.  Donc  P2  est  identiquement  nul.  Il 
en  est  de  même  des  autres  polynômes,  et  le  théorème  est  démontré. 

4.  Au  lieu  d'une  seule  équation,  considérons  un  système  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  et  homogènes  du  premier  ordre  à  coeffi- 
cients constants 

-£±    =a{Xyx  -hal2yz  -+-. .  .-4-  aimym, 

~dx     =a2ijr'1    +  "**?*    -+-..".■+-  <*%m y m, 


dym  _ 

— —   —  ^hm/i+  fl/fl'2/2  +  -  •  ■"+-  Cl  m  m  Y  m- 
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C'est  le  cas  qui  se  présente  en  Mécanique  lorsqu'on  étudie  les  petits 
mouvements  au  moyen  des  équations  de  Lagrange  et  en  se  bornant 
aux  termes  du  premier  ordre. 

On  a  un  système  de  solutions  en  posant 

yx  =  A,  e'-S        y 2  =  A2  e^-t         .  . . ,        ym  =  km  e^x, 

où  les  A  désignent  des  constantes  et  \  un  nombre  convenablement 
choisi. 

En  effet,  en  substituant  dans  les  équations  proposées  et  suppri- 
mant e**,  il  vient 

Ai(au— X)-hA2a12  -h. . .-+-  A.maim  =  o, 

Aia21  -f-  A2(a22 —  X)H-...H-  kma2m  —  o, 

: 

Ai«/»i  +A2a,M2  -h. .  .4-  Am(amm  —  X)  =  o, 

ce  qui  exige  que  A  satisfasse  à  l'équation  caractéristique  de  degré  ni 


/(A)  = 


an— X         «|2  alm 

«21  M '22  —   '*•  &2/n 


(</nl  G>  ml  <li 


Si  les  /n  racines  de  cette  équation  sont  distinctes,  à  chacune  d'elles 
correspondra  un  système  de  valeurs  pour  A, ,  A2,  . . . ,  Am  et,  par  suite, 
un  système  de  solutions  pour  r,,  j2,  . . . , ym.  Aux  m  racines  dis- 
tinctes correspondent  donc  ni  systèmes  de  solutions  particulières. 

5.  Supposons  maintenant  que  l'équation /"( à)  =  o  ait  des  racines 
multiples.  Pour  traiter  ce  cas  de  la  manière  la  plus  rapide,  nous  re- 
viendrons aux  expressions  de  jr, ,  y.2,  . . . ,  ym  par  des  intégrales  de  la 
forme 


yt=   f  Vi(z)e**dz 


prises  le  long  d'un  contour  fermé,  et  dans  lesquelles  les  v  soûl  des 
fonctions  à  déterminer. 

Substituons  dans  les  équations  différentielles;  nous  aurons  ///  inté- 
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grales  qui  devront  être  nulles  : 

I   [Pi«si             +cj  («22 — s  )-K  •  •■+-  v,na-2/u]eZJL  dz  —  o, 
i 

/    [Cl«ml  +  ^2«/»2  "H--  -H"  ?//i  («»»/«  —  *)]«**<&  =  O. 

Ces  équations  seront  satisfaites  si  l'on  prend  pour  v{,v2-,  ...,  cw 
des  fonctions  telles  que  les  multiplicateurs  de  ezx  se  réduisent  à  des 
fonctions  holomorphes  de  z  à  l'intérieur  du  contour  le  long  duquel 
on  intégre.  Nous  pourrons,  par  exemple,  déterminer  les  fonctions  v 
à  l'aide  des  m  équations  linéaires  non  homogènes 

«>i («u  — *)-+-«'» ««  -+-.  •  •-+-  vmaUn  =  P(*), 

Pl  «21  "+"  ^2  («22 — «)  -H.  •  «-T-  V/naim  =  °> 


t>i  a/wi  -+-  p2  «m2  -4- ...  -i-  p„,  (  amm  —  z)  =  o, 

où  P(s)  désigne  une  fonction  holomorplie  arbitraire. 

Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  équations  est  précisément^^), 
et,  si  l'on  désigne  par  J/,  (g),  ...,  ^m(z)  les  mineurs  du  premier  ordre, 
correspondant  à  la  première  ligne,  on  tirera  des  équations  précé- 
dentes 

Il  reste  à  fixer  le  contour  d'intégration.  Soit  a  une  racine  multiple 
d'ordre  p  de  l'équation  caractéristique 

f(z)  =  o  : 

nous  considérons  un  contour  G  n'enveloppant  que  cette  racine.  Nous 
avons  alors  à  calculer,  pour  obtenir  lesy,  les  résidus  des  onctions  v. 
On  trouve  ainsi  immédiatement,  pour  la  fonction  v{  par  exemple, 
que  ce  résidu  est  de  la  forme 

<?*•*[  A,  Rt  (.*•)-+-  A.2R,(x)  -h..  .+  A^R^a?)], 

où  les  R  désignent  des  polynômes  déterminés  en  x  de  degré  p  —  i. 
On  pourra  donc  poser 

yx  =  e**[  A,  R,  (x)  -+■ . . . -+■  Ay, R,,(^)], 
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et  l'on  aura  pourri  •  ••>  y  m  des  expressions  semblables,   avec   les 
mêmes  constantes    arbitraires  A.,  mais  avec  d'autres  polynômes  R. 
On  voit  donc  ainsi  qu'à  une  racine  multiple  d'ordre  p  du  poly- 
nôme caractéristique  correspondent/^  systèmes  de  solutions. 


II.  —  Sur  une  classe  d'équations  à  coefficients  rationnels 
et  à  intégrale  générale  uniforme. 

6.  Nous  allons  considérer  maintenant  une  équation  à  coefficients 
entiers, 

o    d'nr        d    d»^y 

dx">  dxm~l  J 

où  les  P  sont  des  polynômes  en  x,  dont  le  degré  est  au  plus  égal 
à  celui  du  premier  d'entre  eux,  P0. 

On  suppose  que  V intégrale  générale  est  uniforme,  et  que  tous 
les  points  singuliers  à  distance  finie  appartiennent  à  la  classe 
particulière  étudiée  par  M.  Fuchs  (Chap.  XI,  §  9).  Seul,  le  point 
à  l'infini  peut  présenter  une  singularité  essentielle. 

Halphen  a  donné,  au  sujet  des  équations  précédentes,  une  propo- 
sition très  intéressante,  que  nous  allons  faire  connaître  (').  Remar- 
quons de  suite  que  si  l'on  pose 

y=  zR(x), 

R(.r)  étant  une  fonction  rationnelle,  l'équation  différentielle  en  z 
restera  de  même  forme,  c'est-à-dire  que  ses  coefficients  seront  encore 
des  polynômes,  le  premier  étant  de  degré  supérieur  ou  égal  à  celui 
des  autres.  Gela,  étant,  on  peut  fixer  a  priori  les  pôles  xK,  .r2,  ..  . 
de  toute  intégrale,  et  leurs  ordres  maxima  de  multiplicité,  que  nous 
désignerons  par  jji,,  uu,   ....  Si  l'on  fait  alors  la  transformée 


Y  = 


(x  —  xx  )V-\  (  x  —  x-i  )V-* . . 


(l)  Ces  équations  ont  été  considérées  par  Halphen  dans  une  Note  des  Comptes 
rendus  (t.  CI,  i885,  p.  1238);  il  les  avait  regardées  d'abord  comme  un  cas  limite  des 
équations  à  coefficients  doublement  périodiques  et  à  intégrale  générale  uniforme,  et 
les  a  ensuite  étudiées  à  un  point  de  vue  plus  élémentaire. 
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nous  aurons  une  équation 

d"lz        „    d"l-^z 


('2)  Q(W"    '    ^dx>n-i    • 

dont  l'intégrale  générale  sera  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le 
plan.  En  posant  maintenant  z  =  Zear,  où  a  est  une  constante,  on  aura 
encore  une   équation  de    même  forme,    dans   laquelle   le  coefficient 

de  Z  est 

rt'»Q0+rt'»-'Q1+...+  Q;;i. 

On  peut  choisir  a  de  manière  que,  dans  ce  coefficient,  le  terme  de 
degré  le  plus  élevé  en  x  disparaisse. 
Ecrivons  alors  l'équation  en  Z 

(3)  RoSr  +---+-R»«Z  =<>• 

Le  polynôme  R„  est  alors  d'un  certain  degré  p  ;  les  autres  poly- 
nômes R  sont  au  plus  de  degré  yj>,  sauf  Rm,  qui  est  au  plus  de  de- 
gré p  —  i .  On  aura 

—  =  a0  h-  i 1 

R0  (x  —  at) 

en  désignant  par  at  les  diverses  racines  de  R().  L'équation  fonda- 
mentale déterminante  relative  à  ai  est 

/•(/•  —  i). . .(/'  —  m  -i-  i)  -h  afr(r  —  i).  .  .(  /•  —  m  h-  *2 )-+-...=  o. 

La  somme  de  ses  racines  est 

//i  (  m  —  i  ) 


Puisque  l'intégrale  générale  est  holomorphe  autour  de  x  =  ai,  ces 
racines  sont  nécessairement  entières,  non  négatives  et  inégales  (sans 
quoi  il  y  aurait  des  logarithmes  dans  les  développements).  Leur 
somme  est  donc  au  moins  égale  à 

m  (  m  —  i  ) 

O  +  I+2+...+  lffl-l)       0  U • 


Donc  oli  est  un  entier  négatif  ou  nul  et,  par  suite. 


la  sommation  s'étendant  aux  différents  points  singuliers 
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Ceci  posé,  supposons  que  Km  ne  soit  pas  nul  identiquement.  En 

.     dZ  rj, 

posant  -7-  =  L  ,  on  a 

dm~l  7J 
Ro  dx>n-v   +•••-+-  R/«-i  z'  +  R/«  Z  =  o, 

et,  en  différentiant, 

k   dmZ'  +(n>  +n  ,d»-iZ' 


dx»1         v     u  dr'""1 

L'élimination  de  Z  entre  ces  deux  équations  donne 

dmZ'  dm-xZ' 

(4)  R.R»a?irH-[(R',+  R,)IU-B.R'«]-S=rrH— .  =  0 

et  cette  équation  est  toujours  du  même   type.  Le  rapport  des  deux 
premiers  coefficients  est  dans  cette  équation  : 

K0  Ro  Rm 

I  IV 

Le  coefficient  de  -  dans  le  développement  de  ~-  est  égal  à  /?,   et 

X  t\  n 


R' 

dans  —-  il  est  au  plus  égal  à  p  —  1 ,  puisque  Rm  est  au  plus  de  de- 

gré  p —  1.  Donc,  pour  l'équation  (4)  en  Z',  si  l'on  forme  la  somme 
analogue  à  Sa<-,  on  trouvera  une  somme  supérieure  à  celle  que  l'on 
a  trouvée  pour  l'équation  (3)  en  Z. 

On  pourra  raisonner  sur  l'équation  (4)  comme  on  a  raisonné  sur 
l'équation  (3),  pourvu  que  le  dernier  coefficient  ne  soit  pas  nul,  et 
l'on  continuera  ainsi  tant  que  l'on  ne  sera  pas  arrêté. 

Or,  on  ne  peut  continuer  indéfiniment  ces  transformations,  car  la 
somme  désignée  d'une  manière  générale  par  Sa  est  un  entier  négatif, 
qui  augmente  à  chaque  transformation.  Il  arrivera  donc  un  moment 
où  l'on  aura  une  équation  dont  le  dernier  coefficient  sera  identi- 
quement nul  ;  par  suite,  comme  ces  équations  correspondent  aux 
dérivées  successives  de  Z,  il  y  aura  une  intégrale  de  l'équation  (3) 
dont  la  dérivée  d'un  certain  ordre  se  réduira  à  une  constante.  L'équa- 
tion (3)  admettra  donc  un  polynôme  comme  intégrale  partculière,  et, 
par  suite,  en  revenant  à  l'équation  (2),  en  tenant  compte  du  facteur 
exponentiel,  on  aura  une  intégrale  de  la  forme 

eUJC  G(x), 
G(x)  étant  un  polynôme. 

P.  -  III.  28 
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Et  nous  avons  enfin,  pour  l'équation  donnée  (i),    une  intégrale 

de  la  forme 

eax  S(a?), 

S(x)  étant  une  fonction  rationnelle. 

7.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  facilement  le  théorème 
d'Halphen,  d'après  lequel  un  système  fondamental  d'intégrales  de 
V équation  (i)  est,  sous  les  conditions  indiquées,  formé  par  les 
fonctions 

eatxSl(x),     ea*xS2(x),     ...,     eamxS'm{oc), 

les  S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  les  a  étant  des  constantes 
qui  ne  sont  pas  nécessairement  distinctes. 

Admettons  que  le  théorème  soit  établi  pour  une  équation  d'or- 
dre m  —  i  ;  nous  allons  le  démontrer  pour  une  équation  d'ordre  m. 
Cette  équation  admet,  d'après  ce  qui  précède,  une  intégrale  de  la  forme 

<ri=e«i-«:Si(a?); 
si  l'on  pose 

y  =y\  I  u  dx, 

l'équation  en  u  sera  d'ordre  m  —  i,  elle  appartiendra  au  même  type, 
et  son  intégrale  générale  sera  uniforme,  puisque 

~  dx  \yx  I 
Soit  donc  une  intégrale  de  l'équation  en  w,  de  la  forme 

e^x  SO), 

S(x)  étant  rationnelle  ;  il  correspondra,  pourjK,  une  intégrale 

r=JKi  fe^S(x)dx. 

Cette  fonction  y  doit  être  uniforme  ;  or,  en  faisant  la  réduction  d'une 
intégrale 

/  e^x  S(x)dx, 

on  sait  qu'on  est  conduit  à  une  fonction  de  la  forme 

e*-*2  (a?), 
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S  élant  rationnelle,  et  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 

i^x  dx       _    C  ehx  d.r 


Ç  e>^  dx  Ç  e>*  dx 

J    x  —  a  J     x  —  0 


les  coefficients  A,  B,  ...  étant  des  constantes;  si  tous  ces  coefficients 
ne  sont  pas  nuls,  nous  aurons  des  termes  logarithmiques  dans  les 
développements  et,  par  suite,  l'intégrale  ne  sera  pas  uniforme. 
Aux  m  —  i  intégrales  de  l'équation  en  w,  formant  par  hypothèse  un 
système  fondamental,  correspondent  par  conséquent  m  —  i  intégrales 
de  l'équation  en  y  qui,  avecjKi,  forment  un  système  fondamental  de 
cette  dernière  équation,  et  le  théorème  est  démontré. 

8.  On  peut  adjoindre  bien  aisément  au  théorème  d'Halphen  une 
réciproque.  Considérons  une  équation  linéaire  dont  un  système  fon- 
damental serait  formé  par  les  m  fonctions 

e"i*Si(a?),     e«»*S2(#),     ...,     ea>*xSm(x), 

les  S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  les  a  des  constantes  qui  ne 
sont  pas  nécessairement  distinctes.  Il  est  évident  que  ces  fonctions, 
supposées  linéairement  indépendantes,  satisfont  à  une  équation  linéaire 
d'ordre  m,  dont  les  coefficients  sont  rationnels.  En  mettant  les  coef- 
ficients sous  forme  entière,  ces  coefficients  deviennent  des  polynômes, 
et  l'on  a  alors  une  équation  de  la  forme 

D    d»\y        0    d»i-iy  T) 

po  -r^ H  Pi  —. V  ■+•...-+-  Pm y  =  o, 

dx"1  dx'n~^      ,  J 

les  P  étant  des  polynômes.  Il  faut  prouver,  et  ce  sera  la  réciproque 
du  théorème  d'Halphen,  que  te  degré  de  P0  est  supérieur  ou  égal 
aux  degrés  de  Pi ,  . . . ,  Pm. 

Le  théorème  est  immédiat  pour  m  =  i,  car,  si 

y  =  e^SiO), 


on  aura 


dy 

dx  S',  (  x  ) 


U    S'  ( x) 
Or,  si  S,  (x)  représente  la  fonction  rationnelle  y»  ■— — -  est  égal  à 

V     bi  (x) 
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et  le  degré   du  numérateur  est  inférieur  à   celui  du  dénominateur. 
Si  l'on  suppose  maintenant  le  théorème  établi  pour  m  —  i  fonctions 
de  la  forme  indiquée,  nous  allons  l'établir  pour  m  fonctions  de  même 
sorte.  Considérons  les  m  fonctions 

ea^S2(x)       ea^S3(x)  ea»ixSm(x) 

obtenues  en  divisant  par  ea*xS{(x)  les  termes  de  la  suite  donnée. 
Ces  m  fonctions  satisfont  à  une  équation  à  coefficients  entiers 

^    dm  z        _    d»1-1  z  _         dz 

11  n'y  a   pas  de  terme  en  z,  puisque  l'équation  doit  être  vérifiée 
pour  z  =  const.  Or,  si  l'on  pose 


S  =  "' 


on  aura  l'équation  d'ordre  m 


qui  admet  pour  intégrales 

d   (  ,         ,    S,\  d   (  ,  .    S/n\ 

dx  \  h,/  aa?  \  Si  / 


et  ces  expressions  sont  de  la  forme  indiquée.  Le  théorème  étant  vrai 
pour  m —  i  expressions,  le  degré  de  Q0  n'est  inférieur  à  celui  d'au- 
cun des  autres  polynômes  Q<5  ...,  Qm_4. 

Si  maintenant  dans  l'équation  (5),  qui  est  du  type  cherché,  nous 
posons 

z=         y 

ea*a:Slix)' 


l'équation  transformée  en  preste  du  même  type,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit  plus  haut,  et  nous  avons  finalement  l'équation  cherchée  en  jk, 
où  le  premier  coefficient  est  d'un  degré  au  moins  égal  à  celui  d'un 
quelconque  des  autres. 
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III.  —  Des  équations  différentielles  à  intégrale  générale  uniforme 

pour  tout  point  d'une  surface  de  Riemann. 

Cas  de  p  =  i;  équations  à  coefficients  doublement  périodiques. 

9.  Considérons  une  équation  dont  l'intégrale  générale  u  serait  uni- 
forme et  régulière  dans  le  voisinage  de  tout  point  (x,  y)  dune  surface 
de  Riemann  définie  par  une  équation  algébrique  f(x,  y)  =  o.  Les 
coefficients  d'une  telle  équation,  quand  le  premier  d'entre  eux  est 
supposé  égal  à  un,  sont  des  fonctions  du  point  analytique  (a?,  y), 
restant  non  seulement  uniformes  et  régulières  dans  le  voisinage  de 
tout  point  de  la  surface,  mais  restant  de  plus  uniformes  sur  la  surface 
entière  ;  ce  sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y.  Nous  avons 
donc  une  équation  de  la  forme 


dm  a       „    d'"-i 


Pl-^7T7+---+P/»"  =  °> 


dxm  dx'n~^ 

où  les  P  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  y.  Cette  équation 
n'est  pas  quelconque,  puisque  nous  supposons  que,  dans  le  voisinage 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  l'intégrale  générale  est  uniforme. 
L'intégrale  générale  n'est  d'ailleurs  pas  uniforme  sur  la  surface  tout 
entière,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  part  d'un  point  et  qu'on  y  revienne 
après  avoir  décrit  un  contour  fermé,  l'intégrale  pourra  ne  pas  re- 
prendre la  même  valeur.  Il  n'en  serait  nécessairement  ainsi  que  si  le 
genre  p  de  f{x,  y)  =  o  était  égal  à  zéro,  auquel  cas  la  surface  de 
Riemann  se  réduit  à  un  plan  simple. 

Traçons  sur  la  surface  de  Riemann  les  p  rétrosections  (t.  II,  2e  éd., 
p.  4  12  et  suiv.)  et  le  contour  total  K,  rendant  la  surface  simplement 
connexe,  formé  par  les  p  rétrosections  et  certaines  lignes  les  joignant 
deux  à  deux  à  la  manière  d'une  chaîne.  La  surface  étant  rendue  sim- 
plement connexe,  toute  intégrale  de  l'équation  différentielle  devient 
uniforme  si  Je  point  (x,  y)  ne  traverse  pas  le  contour  K.  Si  nous 
prenons  deux  points  a  et  b  sur  une  rétrosection,  de  part  et  d'autre 
de  la  coupure  C,  par  exemple  (se  reporter  à  la  figure  de  la  page  4  1 5, 
t.  Il),  et  que 

Ml,      U,,       ...,       um 

représente  un  système  fondamental  d'intégrales,  celles-ci,  quand  on 
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passera  de  a  en  6,  sans  traverser  K,  se  retrouveront  avec  d'autres 
valeurs,  qui  seront  nécessairement  de  la  forme 

«n«i  -Ha12M2  H-. .  .+  ai,« umi 

«21  «1     +  «22^2    +...+  «2mWfli, 
•  •  : 

Cl/ul  U\  H-  Cl  ml  i*j  -+-  .  .  .-H  Clinm  ll„n 

les  a  étant  des  constantes.  Une  certaine  substitution  linéaire  corres- 
pond donc  à  la  coupure  C  ;  il  en  sera  de  même,  pour  chacune  des 
parties  des  rétrosections,  et  l'on  a  ainsi  ip  substitutions  linéaires. 
Quant  aux  lignes  joignant  deux  à  deux  les  rétrosections,  il  ne  leur 
correspond  pas  de  substitutions  nouvelles,  c'est-à-dire  que  les  substi- 
tutions correspondantes  sont  des  produits  des  substitutions  précé- 
dentes et  de  leurs  inverses.  Ainsi,  par  exemple,  supposons,  comme 
dans  la  figure  de  la  page  435  (t.  II),  que  la  rétrosection  (CD)  soit  la 
dernière  de  la  chaîne  ;  prenons  deux  points  sur  pq,  dont  l'un  est  sur 
un  bord  de  cette  coupure  et  l'autre  sur  l'autre  bord.  Désignons  par 
S  et  S  les  substitutions  linéaires  correspondant  respectivement  aux 
coupures  C  et  D,  sur  lesquelles  on  aurait  marqué  un  bord  positif  et 
un  bord  négatif,  ces  substitutions  correspondant  au  passage  du  bord 
positif  au  bord  négatif;  la  substitution  correspondant  à  pq  s'obtiendra 
en  faisant  le  produit  des  substitutions 

qui  correspond  à  la  rétrosection  (C,  D)  tout  entière.  Nous  avons  donc, 
pour  tout  chemin  tracé  dans  le  plan,  à  combiner  les  ip  substitutions 
correspondant  aux/»  rétrosections.  Jl  y  a,  entre  ces  ip  substitutions 

(G)  S],       11?       S2,      ^2,       •••»       S/;5       2/>i 

une  relation  facile  à  obtenir.  Si  l'on  décrit  le  chemin  K  tout  entier, 
la  substitution  correspondante  doit  être  la  substitution  unité,  puisque 
ce  contour  rend  la  surface  simplement  connexe. 

Soit  d'abord  p  =  i  ;  en  partant  d'un  point  de  la  coupure  pq  et  en 
y  revenant  après  avoir  décrit  le  contour  K,  nous  aurons,  en  choisissant 
convenablement  les  sens  positif  et  négatif  sur  les  rétrosections, 

s1s1S71syis2i:2S2122,  =  i. 

La  relation  a   une   forme  moins  simple,   si/?  est  supérieur  à  deux; 
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prenons  p  =  3,  et  supposons  que  les  rétro  sec  lions  se  suivent  en  chaîne 
dans  l'ordre  i,  2,  3.  On  aura,  en  dénommant  convenablement  les 
rétrosections  et  choisissant  convenablement  les  sens  positif  et  négatif, 

c     v    c-i  v-l  S    S    v    Ç-l  v-l VC     1  Y-l  , 

et  il  n'j  aura  aucune  difficulté  à  obtenir  la  relation  analogue  pour 
p  quelconque  (  '  ). 

Les  substitutions  (6)  ne  sont  pas,  en  général,  échangeables, 
c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  quelconques  d'entre  elles  dépend 
de  l'ordre  des  facteurs.  C'est  cette  circonstance  qui  fait  toute  la 
difficulté  de  la  théorie  des  équations  précédentes  et  ne  permet 
pas  d'en  faire  une  théorie  simple;  aussi  nous  nous  bornerons  au 
seul  cas  où,  en  général,  les  substitutions  sont  échangeables,  je  veux 
dire  le  cas  p  =  1 . 

JO.  Soit  donc  maintenant/?  =  1.  11  n'y  a  qu'une  seule  rétrosection 
et  deux  substitutions 

S.       v , 

Elles  sont  échangeables  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  substi- 
tution correspondant  à  la  rétrosection  est  la  substitution  unité. 

On  a  ainsi 

S.  v,  s-i  v-i  —  , 
°i  —1  0i     -'î     —  »  j 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

S1S,  =  '211Slî 

c'est-à-dire  que  le  produit  des  deux  substitutions  2t  et  S)  est  indé- 
pendant de  l'ordre  des  facteurs. 

Nous  pouvons  donner  une  autre  forme  à  l'équation  différentielle 
qui  nous  occupe;  exprimons  à  cet  effet  les  coordonnées  x  el  y  à  l'aide 
de  fonctions  doublement  périodiques  d'un  paramètre  z.  Si  u  désigne 
l'intégrale  générale  de  l'équation;  la  fonction  u  de  z  sera  uniforme 
dans  tout  le  plan  de  la  variable  complexes,  puisqu'elle  était  uniforme 
dans  le  voisinage  de  tout  point  (#,  y)  de  la  surface  de  Riemann.  Nous 


(')  A  la  (in  de  son  Mémoire  Sur  les  fonctions  à  muliplicateurs  (Acta  mathe- 
matica,  t.  XIII),  M.  AppclJ  consacre  quelques  pages  aux  équations  qui  nous  occu- 
pent et  indique  quelques  exemples. 
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avons  donc  une  équation  de  la  forme 

,_,,  d>nu  dm~lu  .    s 

dz"L  dz'"-x  r/n\    '  ' 

les/?  (z)  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  de  z  aux  pé- 
riodes cj  et  iù' ',  et  l'intégrale  générale  étant  une  fonction  uniforme 
n'ayant,  à  distance  finie,  d'autres  points  singuliers  que  des  pôles. 

Les  deux  substitutions  St  et  S1?  considérées  plus  liaut,  corres- 
pondent respectivement  au  changement  de  z  en  z  -+•  to  et  3  -4-  to'  ;  et 
dire  que  ces  substitutions  sont  échangeables  revient  à  dire  que  toute 
intégrale  reprend  la  même  valeur  quand  on  change  z  en  z  -+-  <o,  puis 
dans  le  résultat  z  en  z  -f-  to'  ou  bien  quand  on  change  z  en  z  -h  to', 
puis  dans  le  résultat  z  en  z  -4-  to,  ce  qui  est  évident  puisque  l'intégrale 
est  uniforme. 

11.  Dans  ses  mémorables  recherches  sur  quelques  applications  des 
fonctions  elliptiques  ('),  M.  Hermite  avait  considéré  une  intégrale 
particulière  du  type  (E)  :  c'est  l'équation  de  Lamé 

où  snz  désigne  la  fonction  elliptique  de  module/:,  11  un  entier  positif 
et  h  une  constante  quelconque.  M.  Hermite  avait  montré,  par  un 
calcul  direct,  que  l'intégrale  de  cette  équation  pouvait  être  obtenue 
à  l'aide  des  transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le 
résultat  qui  se  présente  pour  l'équation  de  Lamé  n'est  pas  fortuit; 
des  circonstances  analogues  se  présentent  pour  toute  équation  diffé- 
rentielle du  type  (E),  c'est-à-dire  pour  toutes  les  équations  linéaires 
à  coefficients  doublement  périodiques  et  à  intégrale  générale  uni- 
forme (2). 

Partons  donc  d'une  équation  (E)  à  intégrale  générale  uniforme,  et 
désignons  par 

<pi(s),     <p»(«),      .-.,     ©,»(*) 


(1)  Gii.  Hermite,  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques  (  Comptes 
rendus,  années  1877  et  suiv.  ). 

(2)  E.  Picard,  Comptes  rendus,  21  juillet  1879,  19  janvier  et  16  février  1880,  et 
Journal  de  Crelle,  t.  90.  Voir  aussi  le  Tome  II  du  Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques d'ilALPHEN,  et  le  Tome  III  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan. 
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un  système  fondamental  d'intégrales.  Les  fonctions 

<pi(-3H-u>),     cp2(^  +  w),      ...,     9„,(z  +  (i)) 

seront  aussi  des  intégrales,  puisque  l'équation  linéaire  ne  change  pas 
quand  on  change  z  en  z-i-io. 
On  aura  donc 

cp,  (z  -+-  (o)  =  an    ^pi(-)-f-«i2    ®i(-s)-H-.*H-«jifi    «p /«(■«), 

5 

y,„(z  -f-  to)  =  a„M  cpi(^)  4-  «hi2  çj (*)-+-.. .-+-  aOT//i  ?/«(*), 

les  a  étant  des  constantes.  D'après  le  théorème  fondamental  relatif  à 
la  réduction  des  substitutions  linéaires  (uoj'r  p.  277  de  ce  Volume), 
on  peut  trouver  une  combinaison  des  o  à  coefficients  constants 

qui  se  reproduise  à  un  facteur  constant  près,  quand  on  change  z  en 
£-f-a).  En  général,  on  aura  m  combinaisons  de  cette  forme;  mais, 
dans  tous  les  cas  possibles,  on  en  aura  au  moins  une.  Soit  fK  une 
telle  combinaison  ;  j'envisage  la  suite  des  fonctions 

qui  sont  toutes  des  intégrales  de  l'équation.  Entre  les  n  -f-  1  premières 
de  ces  fonctions,  n  étant  inférieur  ou  égal  à  jtï,  existera  une  relation 
homogène  et  linéaire  à  coefficients  constants,  puisque  l'équation  ne 
peut  avoir  plus  de  m  intégrales  linéairement  indépendantes.  En 
prenant  pour/i  le  plus  petit  nombre  possible,  nous  aurons 

/1  (^  +  n«')  =  i,/1(z)  +  è2/1(^  +  w')+..  .+  èn  /1  [z  h-  U  —  i)w'], 

bt  étant  différent  de  zéro,  puisque  autrement  on  aurait  une  relation 
linéaire  entre  les  n  premières  fonctions  de  la  suite.  Posons 

/i  (,  +  «')     =  /,(*), 

/2(*4-w')      =  /3(*), 


/B(*  +  w')     =blfx(z)-^...+  btlfn{z)         (61^0). 
En    appliquant   encore    le   même    théorème    sur   les   substitutions 
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linéaires,  on  voit  qu'il  existera  une  combinaison  linéaire 

f»U)  =  Pi /i(*ÎH-Pi/.(^) +...+  ?«/«(*), 

se  reproduisant  à  un  facteur  constant  près,  quand  on  change  s  en 
z-\-to' ;  cette  combinaison  linéaire  ne  sera  certainement  pas  identi- 
quement nulle,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  le  nombre  n.  D'autre 
part,  la  fonction  v(z)  se  reproduit  aussi  comme  fx ,  à  un  facteur 
constant  près,  quand  on  change  z  en  z-\-m.  Nous  avons  donc  pour 
intégrale  une  fonction  f(z),  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

<p(*  -+-  co  )  =  [x  cp(^), 
<i>(z  -+-  to')  =  \x'  <f  («), 

[/.  et  yJ  étant  deux  constantes.  M.  Hermite,  qui,  dans  le  travail  cité,  a 
fait  une  étude  approfondie  des  fonctions  uniformes  à  discontinuités 
polaires  jouissant  de  la  propriété  précédente,  les  appelle  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  en  réservant  le  nom 
de  fonctions  doublement  périodiques  ordinaires  ou  de  première 
espèce  aux  fonctions  de  cette  nature  correspondant  àa=  }*■' =  i .  Avec 
cette  terminologie,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  fondamental  dans  cette  théorie  : 

Toute  équation  E  admet  toujours  pour  intégrale  une  fonction 
doublement  périodique  de  seconde  espèce. 

Le  théorème  précédent  ne  souffre  aucune  exception  ;  si  l'on  se 
borne  au  cas  général,  on  pourra  aller  plus  loin.  Nous  avons  trouvé 
une  fonction  de  seconde  espèce  comme  intégrale  de  l'équation  diffé- 
rentielle; or  la  méthode  qui  nous  y  a  conduit  donnera  en  général 
m  intégrales  de  cette  nature,  et  l'on  peut  dire  par  suite  que  les  équa- 
tions E  ont  en  général  un  système  fondamental  d'intégrales  qui 
sont  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 

12.  On  peut  obtenir  facilement,  dans  tous  les  cas,  la  forme  des 
autres  intégrales  de  l'équation  donnée.  Soit  ty\(z)  l'intégrale  double- 
ment périodique  de  seconde  espèce  qu'admet  toujours  l'équation  ;  en 
posant 

y  =  ^(z)jxdz, 

on  aura  pour  Y  une  équation  d'ordre  m  —  i ,  du  type  E,  dont  Tinté- 
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grale  générale  sera  aussi  uniforme,  puisque 

d 


Y~d 


«Ui'(*)J 


Elle  admettra  donc  une  intégrale  ']>2  (z)  doublement  périodique  de 
seconde  espèce,  et  l'on  continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  de 
telle  sorte  qu'on  obtient  le  système  fondamental 

r.s  =tiW  fty%(*)d*  f^{z)dz, 


y,n=h(*)  J*t*(  =  )dz    f  ...    f<b/n(z)dz, 

^,,  (j>2j  •  •  •,  '^/«  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde 
espèce. 

43.  Si  l'on  veut  aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  d'introduire  les 
transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Je  renverrai, 
pour  l'étude  de  ces  transcendantes,  au  Cours  lithographie  de 
M.  Henni  te  ou  au  second  volume  de  ses  Œuvres  (Note  ajoutée  au 
Traité  de  Lacroix). 

La  fonction  H(s)  de  Jacobi  va  jouer  le  rôle  essentiel;  c'est  une 
fonction  entière  de  z  satisfaisant  aux  deux  identités 

H(*-t-  u>)=  —  U(z), 

2  71/   /  OV  \ 

E(z-hoi')=  —  H(z)e~  w   v  +  2  /, 

to  et  oV  étant  les  deux  quantités  que  Jacobi  désigne  par  2  K  et  2  i  Kr. 
M.  Hermite  a  montré  comment  on  pouvait  décomposer  en  éléments 
simples  toute  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce. 
Considérons  une  telle  fonction  F(s)  dont  les  multiplicateurs  \j.  et  ut/ 
ne  puissent  être  mis  sous  la  forme  [x  =  eAe0,  f//  =  ehlù\  en  désignant 
par  h  une  constante  convenable  ;  l'élément  simple  est  alors  la  fonc- 
tion 
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on  peut  choisir  les  constantes  ù  et  X  de  manière  que  les  multiplica- 
teurs de  cette  fonction,  qui  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  seconde  espèce,  soient  [a  et  y.'.  On  aura  alors 

(7)  F(j)  =  S[A0/(*  -  a) +... 4- A«D« /(*-«)], 

Ja  sommation  s'étendant  aux  différents  pôles  a  de  F  dans  un  parallé- 
logramme (o),  a/)  ;  les  A  sont  des  constantes  et  le  symbole  Da  désigne 
une  dérivée  d'ordre  a. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

ix  =  e/lb),         \x'  —  e,l0i', 

M.  Mittag-Leffler  a  montré  que  cette  formule  devait  être  modifiée  (')  ; 
on  a  alors,  comme  élément  simple, 

JK    }        H(z) 
et  il  \ient 

(8)  F(*)  =  a0«As+  M  A0/(*  —  a)  +  ...+  A.D"  f(z-a)]- 

dans  cette  expression  les  A  ne  peuvent  pas  être  des  constantes  arbi- 
traires ;  on  a  la  relation 

2(A04-  Aj/i -t-... h-  A0Lh*)e-ha=  o. 

Ce  résultat  s'applique  en  particulier  pour  A  =  o,  cas  où  la  fonc- 
tion est  doublement  périodique  de  première  espèce. 

La  dérivée  logarithmique  de  H(^)  se  présente  constamment;  on 
la  désigne  par  Ç(.s). 

En  posant  donc 

on  aura 

Ç(*4-a>)  =  Ç(*),         ç^  +  to')  =  £(*)-+-*), 

r\  étant  une  constante. 

14.  Nous  avons  dit  qu'ew  général  on  aurait  pour  une  équation  E 
un  système  fondamental  formé  d'intégrales  de  seconde  espèce.  11  est 


(')  Mittag-Lefflkr,   Comptes  rendus,  26  janvier  1880. 
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intéressant  de  rechercher  dans   tous  les  cas  possibles  la  formule  des 
intégrales. 

Prenons    une    équation   E   du    second  ordre  ;  on  a,   comme  nous 
l'avons  vu,  deux  intégrales 


ri  =  <W(-s)>        y2=<\>i(z)  j  <\>2(z)  dz, 


tyi(z)  et  ^(-s)  étant  des  fonctions  de  seconde  espèce.  Nous  devons 
nous  rendre  compte  de  la  nature  de  l'intégrale y2  qui,  par  hypothèse, 
est  uniforme. 

Si  les  deux  multiplicateurs  de  <1>2  ne  sont  pas  de  la  forme  eh{ù,  eAa)/, 
on  devra,  dans  la  formule  (8),  avoir  tous  les  A0  égaux  à  zéro,  sinon 
l'intégration  donnerait  des  logarithmes,  et  l'on  pourra  prendre,  par 
suite, 

%(*)rf*  =  S[A,/(*  — «)+... +  AaD«-»/(;;-- a)]. 


/• 


L'intégrale  y2  sera,  comme  yA,  une  fonction  de  seconde  espèce  : 
c'est  le  cas  général. 

Supposons  maintenant  que  les  multiplicateurs  de  <j/2  soient  ehoi  et 
ehui'  ;  alors  '|/2  sera  de  la  forme  (8),  et,  si  nous  supposons  /i^o,  on 
aura  d'abord  les  A0  nuls,  puis  l'intégration  donne 


/ 


[m)  dz  =  ^  «**-+-  Z[Ai/(*  -  a)  -h. .  .+  A«D«-i/(*  -  a)] 


avec  la  relation 

L(A!  +  ...h-  Axh*-1)eha  =  o. 

L'intégrale  y2  ainsi  obtenue  sera  encore  une  fonction  de  seconde 
espèce. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  le  cas  h  =  o  ;  on  a  alors 

i^(.*)==a0-{-:£[AoÇ(-3  —  a) -h... -h  AaD«Ç(z  — a)]. 

Tous  les  A0  devront  être  nuls  pour  que  l'intégrale  soit  uniforme, 
et  nous  aurons  par  suite  pour  y2  un  polynôme  du  premier  degré,  par 
rapport  à  z  et  aux  Ç(.s  —  a),  avec  des  coefficients  qui  seront  des  fonc- 
tions doublement  périodiques.  Comme  d'ailleurs  la  différence 

ft* -«)_£(,) 
est  manifestement  une  fonction   doublement  périodique,  nous  pou- 
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vons  dire  que  V intégrale  y2  S(?  présente  sous  la  forme  cV un  poly- 
nôme du  premier  degré  en  z  et  Ç  (z)  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  multiplicateurs. 

15.    Considérons  maintenant   une  équation  E  du  troisième  ordre  ; 
nous  avons  les  trois  intégrales 

ri  =  +1,        yi  —  'h  /  <W  dz,        y3  =  ^i  /  ^2  dz  j  4>3  dz, 

<|>4,  'li2,  fi>3  étant  des  fonctions  doublement  périodiques.  Nous  connais- 
sons la  forme  analytique  des  deux  premières  ;  nous  avons  à  rechercher 
la  forme  de  ys  supposée  uniforme. 
L'expression 


tyi   /  ^3  dx 


est  uniforme  ;  si  elle  est  doublement  périodique  (de  première  ou  de 
seconde  espèce),  nous  sommes  ramené  au  cas  précédent.  Dans  le  cas 
contraire,  cette  expression  sera,  d'après  ce  qui  précède,  de  la  forme 

(9)  P  +  QÇ(.z)-f-IU, 

P,  Q,  R  étant  doublement  périodiques,  et  l'on  peut  admettre  que 
z  =  o  n'est  pas  un  pôle  de  Q  et  R,  car,  s'il  en  était  autrement,  il  suffi- 
rait de  remplacer  z  par  a-}- 3,  a  étant  une  constante  arbitraire,  pour 
réaliser  la  circonstance  que  nous  venons  de  dire.  On  peut  en  outre 
supposer  que  tout  pôle  a  de  l'expression  (9)  est  distinct  de  zéro. 
Nous  avons  donc  à  chercher  la  nature  de  l'intégrale 


/ 


[P  +  QÇfz)  +  Rc]^ 


qui  est  une  fonction  uniforme.  Soit  a  un  pôle  de  (9),  et  désignons 
par  p,  q,  r  les  résidus  correspondants  de  P,   Q,  R.  On  devra  avoir 

nécessairement 

p  H-  q  l(a)  h-  ra  —  o, 

et,  comme  a  +  w  sera  aussi  un  pôle,  on  aura  pareillement 

p  -h  q  Ç(a)  4-  /-(a  -h  o> )  =  0. 

On  en  conclut  /-:=o,  et,  prenant  ensuite  le  pôle  «  +  w ',  on  aura 

p  ■+-  q[l{<*>)  -+-  *i]  =0; 
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dbnc/>  =  o,  g  =  o.  Les  résidus  des  fonctions  Q  et  R  sont  donc  nuls 
pour  tous  leurs  pôles,  et  l'on  peut,  par  suite,  écrire 

Q,  et  R,  étant  uniformes.  L'intégrale  cherchée  devient  donc 

elle  est  ramenée,  en  intégrant  par  parties,  à 

f  [P  — QiC(*)--Ri]«&. 

Si  Q  et  R  sont  des  fonctions  de  seconde  espèce,  nous  pourrons 
prendre  pour  Q<  et  R,  des  fonctions  également  de  seconde  espèce,  et 
nous  aurons  par  conséquent  une  intégrale  du  type  déjà  étudié  ;  yz  est 
encore  un  polynôme  du  premier  degré  en  z  et  Ç(s)  à  coefficients 
doublement  périodiques. 

Si  P,  Q  et  R  sont  des  fonctions  de  première  espèce,  Q(  et  R,  sont 

de  la  forme 

az  -h  6  £>{&)  -+-  çp(-z), 

a  et  b  étant  des  constantes  et  y(z)  une  fonction  doublement  pério- 
dique de  première  espèce.  Notre  intégrale  prend  alors  la  forme 

f  [A*  Ç'(*)  +  B  £(*)£'(*) +  C*+DÇ(*)  + x(*)]«fe, 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes,  et  y  (z)  une  fonction  de  première 
espèce.  L'intégration  par  parties  nous  donne  des  termes  en 

z\     Ç*(*>,    z^z), 
et  il  reste  une  intégrale  de  la  forme 

A  étant  une  constante  et  ù(z)  une  fonction  de  première  espèce,  inté- 
grale qui  se  réduit  elle-même  à  un  polynôme  en  z  et  Ç(.s), 

En  résumé,  l'intégrale  y9   se  mettra  sous  la  forme  d' un  poly- 
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nome  du  second  degré  en 


et    Ç(5) 


dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  doublement  périodiques 
dez  aux  mêmes  multiplicateurs . 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  pour  m  =  2el  w=3 
est  général,  et  il  a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  G.  Flo- 
quet  dans  toute  sa  généralité  ('  )  ;  on  peut  l'énoncer  ainsi  : 

Dans  tous  les  cas,  V intégrale  générale  d'  une  équation  E,  d'or- 
dre m,  pourra  se  mettre  sous  la  forme  d1  un  polynôme  en  z  et  Ç  (z) 
de  degré  m  —  i,  les  coefficients  de  ce  polynôme  étant  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  aux  mêmes  multiplicateurs .  On 
peut  l'établir  en  procédant  de  proche  en  proche,  comme  nous  Favons 
fait  pour  m  =  2  et  pour  m  =  3  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

16.  Comme  exemple  d'équation  E,  nous  devons  reprendre  l'équa- 
tion, déjà  citée,  de  Lamé  sous  la  forme  que  lui  donne  M.  Hermite, 

f^Z  _  [n(n  _+_  t)£2  sn2  -  +  h]y  =  o. 
dz2 

On  voit  aisément  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
uniforme.  Les  périodes  sont  ici  2K  et  'ii¥J ,  et  il  n'y  a  pour  le  coef- 
ficient de  y  que  le  seul  pôle  iK!  dans  le  parallélogramme  des  pé- 
riodes. Les  racines  de  l'équation  fondamentale  déterminante  relative 

au  point  ^K  sont 

—  n     et     n  -h  1 . 

D'après  les  théorèmes  généraux  de  M.  Fuchs,  il  y  aura  une  inté- 
grale correspondant  à  la  plus  grande  racine,  c'est-à-dire  de  la  forme 

jrl=s{z  —  »K')*+-i4j(*), 

à  (z)  étant  holomorphe,  différent  de  zéro  pour  z  =  iK.'  et  ne  renfer- 
mant que  des  termes  d'ordre  pair.  Pour  la  seconde  intégrale  y2,  il 
pourrait  y  avoir  un  logarithme,  puisque  la  différence  des  racines  de 
l'équation  fondamentale  estun  nombre  entier  ;  mais  il  est  aisé  de  voir 


(')  G.  Floquet,  Comptes  rendus,  t.  XCVIII,  p.  82.  On  pourra  aussi  consulter  à  ce 
sujet  le  Tome  II  du  Traite  des  fonctions  elliptiques  cI'Halphen  (p.  542). 
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qu'il  n'y  en  a  pas.   On  a,  en  effet,  l'équation  n'ayant  pas  de  terme 

d'y- 
en -y-, 
dz 


d'où  l'on  conclut 


d-  yx  d'2y9 


Cdz 


r  cdz 
J    y\ 


G  étant  constante.  Puisque  y\  ne  renferme  que  des  termes  d'ordre 
pair,  l'intégration  ne  pourra  donner  aucun  logarithme.  L'intégrale 
générale  de  l'équation  de  Lamé  est  donc  uniforme. 

Indiquons,  sans  approfondir  ce  sujet  qui  nous  mènerait  trop  loin, 
la  marche  à  suivre  pour  trouver  l'intégrale.  Nous  savons  que  l'on 
peut  donner  à  l'intégrale  la  forme 

A0  J(z  -  i  K')  +.  • .+  An^D'i-i/iz  -  ÎKr) 
en  posant 

*s)  =       H(z)      e^ 

û  et  \  étant  deux  constantes,  pour  le  moment  arbitraires.  En  substi- 
tuant cette  expression  dans  le  premier  membre  de  l'équation  diffé- 
rentielle, on  aura,  en  posant  3=iK/-he  et  développant  suivant  les 
puissances  croissantes  de  s,  les  termes  à  exposants  négatifs  en 


Le  premier  terme  disparaîtra  de  lui-même,  puisque  c'est  en  l'an- 
nulant qu'on  a  obtenu  l'équation  fondamentale  déterminante.  Il 
restera  donc  /i+i  relations  homogènes  et  linéaires  en  A,  dont  les 
coefficients  dépendront  de  A  et  de  û.  On  est  donc  conduit  à  deux 
équations  en  \  etQ;  et  ceux-ci  ayant  été  choisis,  on  aura  le  rapport 
des  A.  Nous  avons  écrit  que  le  premier  membre  de  l'équation  différen- 
tielle, après  la  substitution,  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  seconde  espèce,  qui  n'a  pas  de  pôle  ;  il  se  réduit  donc  nécessaire- 
ment à  zéro  et  l'on  a  alors  une  intégrale.  On  démontre  ainsi,  pour 
l'équation  de  Lamé,  l'existence  d'une  intégrale  fonction  doublement 
périodique  de  seconde  espèce,  et  Ton  a,  en  même  temps,  une  indica- 
tion des  calculs  à  faire  pour  la  recherche  effective  de  celte  intégrale. 
Soit  F(z)  l'intégrale  précédente;  F(  —  z)  sera  aussi  une  intégrale, 
puisque  l'équation  ne  change  pas  quand  on  change  z  en  — ;:  si  A 
P.  —  III.  2q 
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est  arbitraire,  cette  seconde  intégrale  sera  distincte  de  la  première,  et 
l'on  a  alors  les  deux  intégrales  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce 

F(*)     et     F(-*), 

qui  donneront  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Lamé. 
Soit,  par  exemple,  /i=i,  c'est-à-dire  l'équation 

d2  y 

En  effectuant  les  calculs  qui  viennent  d'être  indiqués,  M.  Hermite 
trouve 

Q  étant  donnée  par  l'équation 

h  -h-  i  -h  /c2  —  /v2  sn2 Q  =  o  ; 

®(z)  désigne  une  des  fonctions  introduites  par  Jacobi  en  même 
temps  que  H  (s)  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Je  citerai  encore  l'équation  du  troisième  ordre,  que  j'ai  indiquée 
autrefois  (Comptes  rendus,  1880)  et  qui  a  donné  le  premier 
exemple  d'une  équation  d'ordre  supérieur  au  second  intégrée  au 
moyen  des  fonctions  elliptiques 

d3  v  dy 

— ^-  -h  (h  —  (U-2  sn2 z)-f-  -hhtjr  =  o, 

h  et  1iK  désignant  deux  constantes  quelconques.  On  démontrera  aisé- 
ment que  son  intégrale  générale  est  uniforme.  Trois  de  ses  intégrales 
auront  la  forme 

HCarH-^P-ST^r») 

À  et  ci)  étant  des  constantes  convenablement  choisies.  La  substitution 
de  y  dans  l'équation  différentielle  donne  les  relations  sunantes,  qui 
servent  à  déterminer  À  et  co  : 

/i-(i  +  /(2)+  3(X2  —  A-2  sn2co)  =  o, 
2  A3  —  6  À  A2  sn2  to  -+-  i\  (  ih-  À- 2  )  —  4  ^"2  sn  to  en  o)  d  n  10  —  h\=.o. 
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L'élimination  de  A  entre  ces  équations  donne 

(  E  )  hx  -+-  8  Ai  /c2  sn  to  en  ou  <ln  co  h-  M  sn2  w  -+-  N  =  o  ; 

M  et  N  sont  des  polynômes  en  A,  dont  la  forme  se  simplifie  beau- 
coup quand  on  pose,  comme  l'a  fait  M.  Hermite  pour  l'intégration  de 
l'équation  de  Lamé  (dans  le  cas  de  n  =  2), 

h  —  4  (  [  +  /c2  )  —  6 k-  sn-a. 


On  a  alors 


M  =  16  /^[3/t2  sn*<«  —  2(1  +  /i2)  sn2«  -+- 1 
N  =  1 6 A- *  su'*  « (  1  h-  A2  —  2 £2  sn2 « ). 


Le  premier  membre  de  l'équation  (E),  considéré  comme  fonction 
de  w,  est  une  fonction  doublement  périodique  aux  périodes  2K  et 
2/K/,  ayant  l'infini  triple  i¥J .  L'équation  (E)  a  donc  trois  racines 
dans  le  parallélogramme  des  périodes,  et  l'on  obtient  bien  ainsi  trois 
intégrales  de  la  forme  indiquée.  En  faisant  A,  =  o,  on  retombe  sur 
les  calculs  relatifs  à  l'équation  de  Lamé  pour  n  =  2. 

On  trouvera  dans  les  Applications  des  fonctions  elliptiques  de 
M.  Hermite  (§  XXXVIII)  d'autres  exemples,  dus  à  M.  Mittag-Leffler, 
d'équations  d'ordre  supérieur  au  second  rentrant  dans  la  classe  qui 
nous  occupe. 

17.  Je  terminerai  ce  Chapitre,  en  considérant  avec  Halphen  une 
classe  d'équations  à  coefficients  doublement  périodiques,  ne  ren- 
trant pas  immédiatement  dans  la  classe  que  nous  venons  d'étudier, 
mais  pouvant  cependant  s'y  ramener  au  moyen  d'un  changement  de 
fonctions  (  '). 

Supposons  que  nous  ayons  une  équation  à  coefficients  double- 
ment périodiques 

d'n  y  dm-\  y 

dzm        r  dz»1    l  1J 

dont  l'intégrale  générale  ne  soit  pas  uniforme,  mais  pour  laquelle  le 
rapport  de  deux  intégrales  quelconques  soit  uniforme. 

Si  a,  est  un  point  singulier,  les  racines  de  l'équation  fondamentale 


(')  C.-H.   Halphen,    Mémoire    sur   la    rédaction    des    équations   différentielles 
linéaires  aux  formes  intégrables  (t.  XXVIII  des  Mémoires  des  Savants  étrangers). 
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déterminante  devront  être 


les  e  étant  des  entiers  positifs,  et,  de  plus,  aucun  développement  ne 

contiendra  de  logarithmes. 

La   somme  des  racines   de  l'équation   fondamentale  déterminante 

relative  àa(,  c'est-à-dire 

/nvj  -t-  Se, 

sera  égale  à 

///  (  m  —  i  ) 


'j\ 


a,  désignant  le  résidu  de  p  pour  le  pôle  a{.  Donc,  si  les  points  sin- 
guliers sont  «,,  a2<,  •  •  -j  #X,  dans  un  parallélogramme,  le  produit 

sera  un  nombre  entier,  puisque  la  somme  des  résidus  de  p  pour  les 
pôles  at,  . ..,  a\  est  nulle. 

Si  nous  rendons  le  parallélogramme  m  fois  plus  grand,  nous  au- 
rons des  points  singuliers  m  fois  plus  nombreux,  et  alors  la  somme 
des  v,  qui  leur  correspondent,  sera  un  entier.  Plaçons-nous  donc 
dans  cette  hypothèse  toujours  réalisable,  et,  conservant  les  mêmes 
notations  que  précédemment,  nous  aurons  cette  fois 

S  v  —  entier  =  k. 
Nous  poserons  maintenant 

r  =  Y/(*). 

L'équation  transformée  en  Y  sera  à  coefficients  doublement  pério- 

f'(z) 
diques,  si    ■  est  doublement  périodique.  Or,  on  peut  prendre 

f(z)  =  [\\(z  -  a,)]^[\\{z  -  a,)y>.  .  .[\\{z  -  ai)]n\\(z)-k- 


on  aura 

fui 


v,Ç<>  —  «0  ■+-...  H-  vxÇO  — ax)  —  *£(*), 


qui  sera  doublement  périodique,  puisque  Sv  —  Â*  =  o.  D'autre  part, 
Y  deviendra  uniforme;  on  sera  donc  ramené,  pour  l'équation  en  Y, 
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à  une  équation  à  coefficients  doublement  périodiques  et  à  intégrale 
générale  uniforme.  On  ne  doit  pas  oublier  seulement  qu'en  général 
on  doit  considérer,  pour  cette  équation  transformée,  le  parallélo- 
gramme des  périodes  comme  formé  de  m  parallélogrammes  de  l'équa- 
tion primitive. 
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CHAPITRE  XVI 


THEORIE  DES  SUBSTITUTIONS  ET  DES  EQUATIONS 
ALGÉBRIQUES. 


I.  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  et  les  fonctions  rationnelles 

de  n  lettres. 


1.  Nous  nous  proposons  d'étudier,  dans  le  Chapitre  suivant,  les 
analogies  entre  les  équations  algébriques  et  les  équations  différen- 
tielles linéaires.  11  est  donc  indispensable  que  nous  reprenions  les 
théories  algébriques,  qui  sont  les  analogues  de  celles  que  nous  déve- 
lopperons ensuite  pour  les  équations  linéaires;  c'est  ce  que  je  vais 
faire  le  plus  succinctement  possible  (  ■  ). 

Désignons  par 

il   lettres    représentant   a  grandeurs    indépendantes.    On   sait  qu'on 
peut  effectuer  sur  ces  lettres  des  permutations  en  nombre  \.i..,n. 


(')  La  bibliographie  sur  la  théorie  des  substitutions  et  des  équations  algébriques 
serait  bien  longue  à  établir.  Je  tne  contenterai  de  citer  quelques  Traités  généraux 
sur  ce  sujet;  ce  sont  tout  d'abord  le  Traité  des  substitutions  et  équations  algé- 
briques (Paris,  1870)  de  M.  Camille  Jordan,  dans  lequel  l'illustre  géomètre  expose 
les  recherches  de  ses  devanciers  et  les  siennes  propres;  les  Leçons  d'Algèbre  de. 
M.  Netto  (  Leipzig,  1900)  et  le  Lehrbuch  de  M.  II.  Webkr  (Brunswick,  1908).  Parmi  les 
Livres  français,  deux  doivent  être  signalés.  L'un,  de  MM.  Bohel  et  Dracii,  expose,  en  les 
développant,  les  leçons  de  M.  Tannery  à  l'Ecole  Normale  ;  il  est  intitulé  Introduction  à 
l'étude  de  la  Théorie  des  nombres  et  de  l'Algèbre  supérieure  (  Paris,  Nony,  189a); 
les  auteurs  se  sont  surtout  préoccupés  du  point  de  vue  philosophique  et  logique  dans 
leur  très  intéressante  exposition  des  théories  algébriques.  Le  second  Livre,  dû  à 
M.  IL  Vogt,  intitulé  Leçons  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  (Paris,  Nony, 
1895),  est  rédigé  avec  beaucoup  de  soin  et  se  recommande  particulièrement  à  ceux 
qui  veulent  étudier  ces  questions  pour  la  première  fois. 
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Ces    permutations   sont  les  résultats   qu'on   obtient   en   écrivant   ces 
lettres  à  la  suite  les  unes  des  autres  de  toutes  les  manières  possibles. 
En  posant  N  =  i  .  2  . . .  /2,  désignons  par 


les  N  permutations  dont  nous  venons  de  parler.  L'opération,  par 
laquelle  on  passe  d'une  permutation  à  une  autre,  est  dite  une  sub- 
stitution. On  peut  représenter  une  substitution  en  écrivant  entre 
parenthèses  la  permutation  de  laquelle  on  part  et,  au-dessus  de 
celle-ci,  la  permutation  nouvelle  qui  doit  la  remplacer.  Gomme  l'ordre 
des  éléments  qui  se  correspondent  n'intervient  pas  dans  le  résultat, 
on  peut  supposer  que  chaque  substitution  remplace  les  éléments 
d'une  permutation  fixe  :  par  exemple,  la  permutation  S0  qui  repré- 
sente x',,  x2f  ...,  Xni  par  ceux  de  même  rang  d'une  autre  quel- 
conque S/.  Nous  représenterons  ainsi  par 


m 


la  substitution  qui  a  pour  effet  de  remplacer  les  lettres  de  la  permu- 
tation S0  par  les  lettres  de  la  permutation  S/.  On  désigne  souvent  par 
de  simples  lettres  S,  T,  ...  les  diverses  substitutions  qu'on  a  à  envi- 
sager. Il  y  a  intérêt  à  considérer,  dans  l'ensemble  des  substitutions, 
la  substitution 


qu'on  appelle  la  substitution  identique  ou  la  substitution  unité  ; 
cette  substitution  indique  la  conservation  de  l'ordre  des  lettres.  On  a 
alors  JN  substitutions  effectuées  sur  les  n  lettres;  nous  désignerons 
ces  substitutions  par 

(0  S„     S2,     ...,     SN, 

la  première  substitution  S<  se  réduisant  à  la  substitution  unité. 

On  désigne  sous  le  nom  de  transposition  la  substitution  qui  con- 
siste à  permuter  seulement  entre  elles  deux  des  lettres,  les  n  —  2 
autres  restant  invariables.  Toute  substitution  peut  être  regardée 
comme  résultant  d'une  succession  de  transpositions.  On  le  voit  de 
suite  en  supposant  le  théorème  vrai  pour  n  —  i  lettres  et  l'étendant 
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à  n .  Soit,  en  effet, 

xu     a?2,     ...,     a?a,     ...,     a?n, 

remplacées  respectivement  par 

Va,     #p,      ...,     a?x- 

Nous  pouvons  d'abord  faire  sur  la  première  permutation  une  inver- 
sion xK  et  #a,  ce  qui  nous  donne 

^a,     ^2,      ••-,      #i,      ...,      xn, 

et  nous   n'avons  plus   affaire   ensuite  qu'à   une  substitution  relative 
à  n  —  i  lettres. 

Les  substitutions  les  plus  simples  sont  celles  qui  remplacent,  dans 
une  permutation,  chaque  élément  par  celui  qui  le  suit,  et  le  dernier 
par  le  premier;  on  appelle  circulaire  une  telle  substitution.  Toute 
substitution  de  n  éléments  est  circulaire  ou  se  décompose  en  substi- 
tutions circulaires.  Soient,  en  effet,  xK  une  lettre  quelconque,  xa  celle 
qui  la  remplace  lorsqu'on  effectue  la  substitution;  soit  de  même  x$  la 
lettre  qui  remplace  xa;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  lettre  x\  qui  sera 
remplacée  par  xK.  Nous  aurons  ainsi,  dans  la  substitution,  un  pre- 
mier cycle  ;  une  lettre  non  rencontrée  donnera  naissance  à  un  autre 
cycle  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  la  substitution  est  bien  décom- 
posée en  un  certain  nombre  de  cycles  ou  substitutions  circulaires. 

2.  Si  l'on  effectue  sur  les  x  d'abord  la  substitution  S  et  ensuite  la 
substitution  T,  on  aura  une  substitution  résultante,  qu'on  appelle  le 
produit  des  deux  substitutions  S  et  T;  nous  la  désignerons  par 

TS, 

en  indiquant  par  là  qu'o/i  fait  d'abord  la  substitution  S  et  ensuite 
la  substitution  T  (1). 

Il  ne  faut  pas  confondre  les  deux  substitutions 

TS     et     ST, 


(')  On  fait  souvent  l'hypothèse  inverse;  nous-mêmes  l'avons  faite  dans  un  .Cha- 
pitre précédent.  Nous  conserverons  jusqu'à  la  fin  du  Volume  la  convention  faite  dans 
le  texte. 
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qui  sont,  en  général,   distinctes.  Quand  elles  sont  identiques,  on  dit 
que  les  substitutions  S  et  T  sont  échangeables. 

On  appelle  substitution  inverse  d'une  substitution  S  et  l'on  désigne 
par  S-1  la  substitution  représentant  l'opération  inverse  ;  on  a 

SS-*=  S-»S=i. 

Dans  le  cas  où  les  deux  substitutions  S  et  T  sont  échangeables,  on 
a,  comme  nous  venons  de  le  dire, 

TS  =  ST; 
on  en  déduit 

TSS~1=  STS"1 
et,  par  suite, 

T  =  STS   '. 

3.  Considérons  maintenant  une  fonction  rationnelle  de  n  variables 
indépendantes 

<p(a?i,  a?2,  .  .,,3?/,). 

Quand  on  effectue  sur 


toutes  les  substitutions  (  i),  il  peut  arriver  que  la  fonction  ne  change 
pas.  On  sait  que  la  fonction  co  est  dite  alors  une  fonction  symétrique 
de  x{ ,  x2.  . . .,  xn  et  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  fonc- 
tions symétriques  élémentaires 

/?1  =  £a?1,         p2=  I>xlx^        pn— xxx2.  .  .xn. 

D'autre  part,  si  la  fonction  o  est  arbitraire,  on  obtiendra  N  fonctions 
distinctes,  quand  on  effectuera  toutes  les  permutations  possibles  sur 
les  x,  c'est-à-dire  les  substitutions  (i). 

Mais  il  peut  y  avoir  des  intermédiaires  entre  les  deux  cas  extrêmes 
dont  nous  venons  de  parler  ;  ainsi  pour  n  —  4  la  fonction 

cp  =  xt  x2  -h  x3  xk 

ne  prend  que  trois  valeurs  pour  les  vingt-quatre  substitutions 
effectuées  sur  #,,  x2l  xz,  x/(.  Ces  trois  valeurs  sont  visiblement  <p  lui- 
même  et  les  deux  expressions 

3"i  x-a  -+-  x2  x\ ,     X\  a?4  -h  a72  a?3 . 
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Considérons  donc  l'ensemble  de  toutes  les  substitutions  qui  laisse- 
raient invariable  une  certaine  fonction  ©(#,,3%,  .  ..,.r„),  et  dési- 
gnons-les par 

(G)  Si=i,         Sj,         ...,        Sr, 

la  substitution  unité  étant  évidemment  comprise  parmi  elles.  Les 
substitutions  précédentes  forment  un  groupe,  c'est-à-dire  que 
les  inverses  et  les  produits  de  deux  substitutions  quelconques  de  la 
suite  (G)  appartiennent  eux-mêmes  à  cette  suite.  11  en  résulte  qu'en 
combinant  d'une  manière  quelconque,  par  multiplication,  les  substi- 
tutions de  (G),  on  aura  toujours  des  substitutions  de  la  même  suite. 
On  appelle  degré  d'un  groupe  (G)  de  substitutions  le  nombre  des 
lettres  figurant  dans  ces  substitutions.  \J ordre  d'un  groupe  est  le 
nombre  r  des  substitutions  de  ce  groupe. 

En  particulier,  à  une  fonction  symétrique  correspond  le  groupe 
général  des  i.2...n  substitutions  relatives  à  n  lettres.  Nous  appel- 
lerons ce  groupe  le  groupe  symétrique. 

ï.  Une  fonction  rationnelle  ©  nous  a  conduit  à  la  notion  capitale 
de  groupe  de  substitutions.  On  peut  inversement  concevoir  a  priori 
la  notion  de  groupe  de  substitutions,  c'est-à-dire  d'un  ensemble  de 
substitutions  telles  que  leurs  inverses  et  le  produit  d'un  nombre 
quelconque  d'entre  elles  donnent  une  substitution  de  cet  ensemble. 
On  peut  établir  que,  pour  un  tel  groupe,  il  y  aura  toujours  des 
fonctions  rationnelles  que  laisseront  invariables  les  substitutions 
du  groupe,  tandis  que  toute  autre  substitution  modifierait  ces 
fonctions.  Considérons,  en  effet,  l'expression 

les  a  étant  des  constantes  distinctes.  Il  est  clair  que  cette  fonction 
a  ï .  2  . .  .  n  valeurs  quand  on  effectue  sur  les  x  toutes  les  permuta- 
tions possibles.  Soit  d'autre  part  G  un  groupe  de  substitutions 
d'ordre  /' ;  désignons  par 

les  /■  valeurs  que  prend  la  fonction  ©  pour  les  substitutions  de  ce 
groupe  (©,  =  ©),  et  formons  le  produit 
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C'est  une  fonction  rationnelle  de  x{,  x2l  . .  -,  ocn  que  laissent  inva- 
riable les  substitutions  du  groupe,  puisque  ces  substitutions  permutent 
seulement  les  différents  facteurs. 

D'autre  part,  toute  permutation  S,  qui  ne  fait  pas  partie  du 
groupe  G,  ne  laisse  pas  invariable  la  fonction  <I>.  En  effet,  en  effec- 
tuant sur  co  une  telle  permutation,  on  obtient  une  expression  o\ 
différente  de  ©•>,  ...,  ©r,  puisque  les  1.2...  n  permutations  donnent 
des  résultats  distincts.  Si  <I>  restait  invariable  pour  la  substitution  S, 
o\  ne  pourrait  différer  de  cp2,  ...,  z>r  que  par  un  facteur  constant. 
Mais,  si  Ton  avait 

y\  =  k<fp         (p<r), 

on    aurait  nécessairement  k  =  1,  puisque  a0  n'est  pas  nul,    et,  par 
suite,  o\  serait  égal  à  opi  ce  que  nous  venons  de  dire  être  impossible. 

O.  Supposons  qu'une  fonction  z>  prenne  p  valeurs  quand  on  effec- 
tue sur  les  x  toutes  les  permutations  possibles,  et  soient  cp1?  ©25  ••  -5 
cpp  ces  p  fonctions.  Toute  fonction  symétrique  <ï>  de  cp1 ,  cp2,  ...,  cpp 
restera  invariable  quand  on  effectuera  sur  les  x  une  permutation 
quelconque,  puisqu'une  telle  permutation  ne  peut  que  changer  l'ordre 
de  ces  fonctions. 

La  fonction  <ï>  s'exprimera  donc  à  l'aide  des  fonctions  symétriques 
élémentaires.  Il  en  résulte  que  ©,,  <p2,  ...,  cpp  peuvent  être  regardés 
comme  tes  racines  d  une  équation  de  degré  p,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  symétriques  des  variables;  nous  désignerons 
cette  équation  par 

F(cp)  =  o. 

6.  Etant  donné  un  groupe  G,  il  existe  une  infinité  de  fonctions 
rationnelles  de  xKl  x2l  ...,  x,tJ  que  laissent  invariables  les  substitu- 
tions de  ce  groupe.  Nous  allons  démontrer,  relativement  à  ces  fonc- 
tions, un  théorème  d'une  grande  importance.  Je  dis  que  : 

Deux  fonctions  appartenant  au  même  groupe  s'expriment 
rationnellement  l'une  par  l'autre. 

Soit  /•  l'ordre  du  groupe  G,  dont  nous  représentons  les  substitu- 
tions par 

{'■>■)  Si  =  1,        S2,        • . . ,        s,.. 
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Soit  d'abord  cp,  une  des  fonctions  correspondant  à  ce  groupe  :  si 
a-  désigne  une  substitution  n'appartenant  pas  à  G,  la  fonction  cp,  s'e 
changera  en  une  autre  fonction  o2  quand  on  effectuera  la  substitu- 
tion o\  Toutes  les  substitutions 

(3)  a,     aS2,      ...,     aSr 

transformeront  cp,  en  cp2,  et  ce  seront  les  seules,  car,  si  S'  désigne  une 
telle  substitution,  la  substitution 

transformera  cp,  en  elle-même;  on  aura  donc 

cr-iS'=S/         (i^r), 

ce  qui  revient  bien  à 

S'=  a  S/, 

comme  nous  voulions  le  faire  voir.  Cherchons  le  groupe  appartenant 
à  la  fonction  cp2.  Si  S"  est  une  substitution  de  ce  groupe,  la  substi- 
tution a-"-1  S"  a-  transformera  cp ,   en  elle-même.  Donc 

a-1  S"a  =  S/, 

d'où  l'on  déduit  que   le  groupe  cherché   est  formé  des  substitutions 

crS/ff-*         (**=  1,2,  .  . .,  r). 

On  désigne  ce  groupe  sous  le  nom  de  transformé  du  groupe  G  par 
la  substitution  a-.  Si  les  substitutions  (2)  et  (3)  ne  donnent  pas  l'en- 
semble du  groupe  des  permutations  de  n  lettres,  c'est-à-dire  si 

1 . 1 . . .  71 
>  2, 


il  y  aura  une  substitution  a-'  n'appartenant  pas  à  (2)  et  (3).  Cette 
substitution  transforme  cp,  en  cp3,  et  le  groupe  de  <p3  est  le  transformé 
de  G  par  a',  de  même  que  le  groupe  de  cp2  était  le  transformé  de  G 
par  tx.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que,  si  la  fonction  cp  prend  p  valeurs 
pour  l'ensemble  des  substitutions,  on  partagera  cet  ensemble  en  0 
groupes  de  r  substitutions,  tels  que  (2),  (3),  ...;  on  a  évidem- 
ment 

1.2.  .  .  n  =  r  p. 

Cela  posé,  soit  <]>,  une  seconde  fonction  correspondant  au  groupe  G 
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et  désignons  par 

<K    4*2i    •  ••,    ^P 

les    o    valeurs    de    à    correspondant    respectivement    aux    substitu- 
tions (2),  (3), Considérons  les  expressions 


<W+ 

^2  +  - 

.-H 

+p. 

?1 

^1  +  Çi 

4^2  H- • 

.+  cpp 

4^ 

¥? 

^î-'+Ts 

4*2 -H- 

•+?p2 

+P> 

?t 

^i+rt" 

14»t+. 

.+*r 

!'V 

Ces  expressions  sont  évidemment  symétriques  en  x{,  x-2l  ...,  .r„, 
puisque  toute  permutation  effectuée  sur  les  j;  ne  peut  que  changer  ©,- 
en  oa  et  <J»f-  en  <j^.  Elles  s'exprimeront  donc  à  l'aide  des  fonctions 
symétriques  élémentaires  ;  posons  donc 


?! 

*1  + 
<W  +  ?2 

4**  +  - 

•|2  +  . 

•+?P 

cpP" 

"^i  +  tS" 

'+,+. 

■+tT 

'+p=-pp. 

Nous  pouvons  tirer  de  ces  équations  du  premier  degré  les  valeurs 
de  'l{,  <Jj2,  ...,  ^p.  Considérons  en  particulier^,  ;  son  expression  sera 
symétrique  par  rapport  à  cp2,  •  ••,  <p p  ;  or,  ces  dernières  quantités 
sont  racines  de  l'équation 

^-  =  o, 

cp  —cpt 


comme  il  résulte  du  paragraphe  5.  Cetle  équation  a  ses  coefficients 
rationnels  en  <|^  et  symétriques  par  rapport  aux  x.  Il  résulte  immé- 
diatement delà  que  àt  s  exprime  rationnellement  à  l'aide  de  cp,, 
comme  nous  voulions  l'établir.  Il  est  bien  entendu  que,  dans  cette 
expression  rationnelle,  figurent  comme  coefficients  déco,  des  fonctions 
symétriques  des  x. 

La  démonstration  précédente  permet  d'établir  un  théorème  plus 
général  que  celui  que  nous  venons  d'énoncer.  Les  deux  fonctions  iL 
et  cp  n'ont  pas  besoin  d'appartenir  au  même  groupe.  Supposons 
seulement  que  à  reste  invariable  pour  toutes  les  substitutions  du 
groupe  auquel  appartient  ce.    Il  arrivera  alors  que  les  fond  ions  dési- 
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gnées  par 

«W>        «ta         •  •  •■>        typ 

» 

ne  seront  pas  toutes  distinctes,  car  il  y  aura  d'autres  permutations 
que  celles  du  groupe  G  n'altérant  pas  la  fonction  <];,.  Mais  cela 
importe  peu  pour  la  démonstration,  et  nous  avons  le  théorème 
général  suivant,  dû  à  Lagrange  : 

Sideux  fonctions  rationnelles  de  plusieurs  variables  tL  et  o  sont 
telles  que  V une  ty  reste  invariable  pour  toutes  les  substitutions  du 
groupe  auquel  appartient  cp,  la  fonction  ty  s'exprime  rationnel- 
lement au  moyen  de  la  seconde  et  des  fonctions  symétriques 
élémentaires. 

7.  Un  exemple  intéressant  de  fonctions,  ayant  plusieurs  valeurs 
pour  l'ensemble  des  permutations,  nous  est  fourni  par  les  fonctions 
entières  ayant  deux  valeurs.  Soit  une  telle  fonction  cp  et  désignons 
par 

«pi     et     cp2 

ses  deux  valeurs.  Toute  substitution  S  du  groupe  qui  change  cp,  en 
elle-même  changera  aussi  o2  en  elle-même,  car  autrement  S-1  chan- 
gerait cp,  en  cp2,  tandis  que  manifestement  S-1  change,  comme  S,  cp, 
en  elle-même.  H  y  a  donc  deux  genres  de  substitutions,  les  unes 
changeant  cp,  en  cp2  et  ©2  en  cp,,  les  autres  changeant  cp,  et  cp2  en 
elles-mêmes.  Envisageons  la  fonction 

?1  —  «?2Î 

ce  sera  une  fonction  ayant  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 
On  appelle  alternée  une  fonction  jouissant  de  cette  propriété  de 
n'avoir,  pour  l'ensemble  des  permutations,  que  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Le  carré  d'une  fonction  alternée  est  une 
fonction  symétrique. 

Toute  substitution  pouvant  être  obtenue  en  faisant  une  succession 
d'inversions  entre  deux  lettres,  il  est  clair  qu'il  y  aura  au  moins  une 
inversion  changeant  le  signe  d'une  fonction  alternée  F.  Si  cette  in- 
version est  entre  xa  et  x$,  la  fonction  F  s'annulera  nécessairement 
pour  xa  =  x$  et  sera,  par  suite,  divisible  par  x*  —  x$.  Ainsi  F2  est 
divisible  par  (xy.  — ■  xp)2  et,  comme  il  est  symétrique,  il  sera  divisible 
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par  tous  les  binômes  analogues.  Donc  F  est  divisible  par  la  fonction  u 

c         >     j    "  ( n —  Or*  i  •     '   • 

iormee  de facteurs  linéaires  : 

2 

u  =  (xl—x'.2)(xl  —  x-i).  .  .(>!  —  a?„), 


(  #«  -î  —  3"/>  )• 

On  voit  d'ailleurs,  de  suite,  que  cette  fonction  a  n'a  que  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  La  fonction  alternée  F  sera 
divisible  par  une  puissance  m  de  m,  qui  sera  impaire,  car  autrement 
le  quotient 


serait  encore  alterné  et,  par  suite,  divisible  par  u  ;  /;/  ne  serait  pas 
alors  la  plus  haute  puissance  de  m,  qui  divise  F.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

F  =  Su, 
S  étant  symétrique. 

Si  nous  revenons  alors  à  la  fonction  ©,  on  peut  écrire 

©1 Cp2  =  2  Pi  W, 

Cpl-h<p2=  2P2, 

P,   et  P2   étant  symétriques  ;  donc  toute  Jonction  à  deux  valeurs 

est  de  la  forme 

P2+Piw. 

Toutes  ces  fonctions  se  ramènent  donc  à  w,  c'est-à-dire  à  la  racine 
carrée  du  discriminant  des  n  lettres  x<,  x.2,  ...,  xn.  Il  est  clair, 
d'ailleurs,  que  la  fonction  u  n'a  que  deux  valeurs,  puisque  toute 
substitution  ne  peut  que  permuter  l'ordre  des  facteurs  linéaires  et 
changer  leurs  signes. 

Le  groupe  de  substitutions  laissant  invariable  la  fonction  u  s'appelle 
le  groupe  alterné.  Soient 

Sj  =  i,         S2,         . . . ,         Sr 

les  substitutions  de  ce  groupe.  Pour  toutes  ces  substitutions,  la  fonc- 
tion u  prend  une  même  valeur  u{. 

Raisonnons  comme  au  paragraphe  6  :  il  y  a,  dans  le  groupe  général 
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des  i .  2  . . .  n  substitutions,  une  substitution  o-  qui  n'appartient  pas  au 
groupe  alterné,  sans  quoi  a  serait  symétrique.  Nous  avons  alors  une 

seconde  ligne 

a,     aS2,      .  .  . ,     a  S,. 

de  substitutions  transformant  u{  en  une  autre  fonction  u2i  et,  comme 
u  n'a  que  deux  valeurs,  les  ir  substitutions  précédentes  donnent 
toutes  les  substitutions  du  groupe  symétrique.  Donc 

i .  i . .  .71 
r  =  > 


et,  par  suite,  le  groupe  alterné  est  (V ordre     '    "  ' —   On  voit  bien 

facilement  qu'il  est   formé  des  substitutions  du  groupe   symétrique 
se  ramenant  à  un  nombre  pair  de  transpositions. 

Un  second  exemple  nous  sera  fourni  par  la  fonction 


XyX^-\-  iC3^i, 


déjà  considérée  au  paragraphe  3.  Cette  fonction  a  trois  valeurs;  il 
y  aura  donc  trois  lignes  dans  le  Tableau  des  substitutions  du  groupe 
symétrique  mis  sous  la  forme 


Si, 

s„    . 

..,      s,., 

<7    S[, 

a  S-2, 

.,     a  S,., 

ff'Si, 

a' S,,      . 

.,     a' S,, 

où  les  substitutions  de  la  première  ligne  sont  celles  qui  laissen    in- 
variable la  fonction.  On  aura  donc 

3  /*  —  î . 2 . 3 . 4        ou        r  =  8 . 

Le  groupe  des  S  est  donc  d'ordre  huit. 

II.  —  De  la  réductibilité  des  fonctions  entières. 

8.  La  notion  de  réductibilité  des  fonctions  entières  joue  un  rôle 
capital  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Nous  devons  nous 
y  arrêter  un  moment. 

Définissons  d'abord  avec  précision,  comme  le  faisait  Kronecker  ('), 

(l)  Kronecker,  Grundzuge  einer  arithm.  Théorie  der  algebraischen  Grossen 
( '  Festschrift  zum  Kummer's  Jubilœum,   1882). 
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ce  qu'on  doit  entendre  par  domaine  de  rationalité.  Etant  donnés 
des  paramètres  Ri,  K^,  R:{,  ...,  ([ue  Ion  suppose  indéterminés  et 
indépendants  les  uns  des  autres,  nous  appellerons  domaine  de 
rationalité  l'ensemble  des  fonctions  rationnelles  de  ces  paramètres, 
les  coefficients  figurant  dans  ces  fonctions  rationnelles  étant  des 
nombres  entiers.  Le  domaine  le  plus  simple  est  formé  par  les  nombres 
rationnels  ;  il  ne  comprend  aucun  paramètre. 

Le  premier  problème  qui  se  présente  est  de  reconnaître  si  une 
équation  à  coefficients  entiers 

(D  f(x)  =  o 

le  ;  c'est  là  une  question  classique 
sur  laquelle  je  n'ai  pas  à  insister  ici.  Prenons  maintenant  une  équa- 
tion 

(2)  /O,  Ri,  Ri,  R3,  ...)  =  <>, 

dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances  de  x  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  R  à  coefficients  eux-mêmes  commensurables,  et 
cherchons  si  celte  équation  en  x  peut  être  vérifiée  par  une  fonction 
appartenant  au  domaine  de  rationalité.  Ecrivons  l'équation  sous  la 
forme 

a0(  Rt,  K2,  . .  .)#'"+  #i(Ri,  R2,  •  •  •)#'"  _1  +  --  .=  o, 

les  a  étant  des  polynômes  en  R  à  coefficients  entiers.  En  posant 

«o(Ri,  R*,  -  •  •)&  —y, 

nous  aurons  une  équation  en  y  de  même  forme,  mais  où  le  premier 
coefficient  sera  l'unité. 

S'il  existe  une  racine  x  rationnelle  par  rapport  aux  R,  l'équation 
en  y  aura  une  racine  entière,  et  nous  sommes  donc  ramené  à  la 
recherche  d'une  racine  de  l'équation 

y"1  -h  /;,  (  Ri,  R2,  .  . .  )j"1-1  ■+•...=  o 

qui  soit  une  fonction  entière  de  R,,  H2,  •  ■  -,  formée  avec  des  nombres 
rationnels.  On  trouve  immédiatement  une  limite  supérieure  du  degré 
possible  de  r  par  rapport  à  chacun  des  paramètres  R,,  R2,  . .., 
comme  le  montre,  par  exemple,  la  théorie  des  asymptotes.  On  fera 
donc  la  substitution  à  y  dans  l'équation  d'un  polynôme  en  R,,R.,«  .  .. 
P.  -  m.  3o 
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d'un  degré  déterminé,  les  coefficients  A.  de  ce  polynôme  étant  indé- 
terminés. En  égalant  à  zéro  tons  les  termes  du  résultat  de  la  sub- 
stitution, on  aura  un  certain  nombre  de  relations  algébriques  entre 
les  coefficients  A.  Il  ne  s'agira  plus  que  de  voir  si  l'on  peut  y  satis- 
faire par  des  nombres  commensurables. 

On  aura  d'abord  à  voir  si  les  équations  sont  compatibles  algébri- 
quement ;  s'il  en  est  ainsi,  la  résolution  de  ces  équations  se  ramène, 
par  des  calculs  où  n'entre  aucune  irrationalité,  à  la  résolution  d'une 
équation  unique  à  coefficients  rationnels,  et  nous  sommes  ainsi  con- 
duit de  nouveau  au  premier  problème. 

Supposons  enfin  que  nous  voulions  reconnaître  si  l'équation  (2) 
admet  un  diviseur  rationnel  de  degré  k.  Je  désigne  par 


x*. 


les  m  racines  de  l'équation,  et  je  forme  l'expression 
( 3 )  y  —  p\t\  —  p-i fi  —  •  •  •  —  p/,  tk, 

en  désignant  par/?,,/?;,,  ...,  p/{  les  fonctions  symétriques  élémen- 
taires relatives  à  xa^  jc%^  .  . .,  x%k.  Nous  représentons  par  a,,  a2,  . . .,  y.k 
k  nombres  distincts  de  la  suite  des  m  premiers  nombres,  et  les  t  sont 
des  paramètres  arbitraires.  En  prenant  pour  les  a  toutes  les  combi- 
naisons possibles  des  ni  premiers  nombres  k  à  A,  et  formant  le 
produit  des  expressions  (3),  nous  aurons 

EI(j—  piti—  p%  h  —  .  ..  —  pktk)=  F(jk,  tlt  ...,//,,  Rj.,  H2,  ...), 

et  nous  avons  à  rechercher  si  l'équation 

F(jk,  tu  . ..,  tk,  Ri,  K2,  ...)  =  o 

admet  pour  y  une  racine  rationnelle  en  t  et  R  et  à  coefficients  com- 
mensurables. 

Une  telle  racine,  que  nous  savons  trouver  d'après  ce  qui  précède, 
devra  être  nécessairement  delà  forme 

et,  si  elle  est  rationnelle,  c'est  que  les  fonctions  symétriques  p  de 
xa  1  xol->  -  —•>  xolu  appartiennent  au  domaine  de  rationalité  (R, ,  R2,  ...)-. 
L'équation  est  dite  alors  réductible,  et  nous  pouvons  obtenir  les 
différentes  équations  en  lesquelles  elle  se  décompose. 
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Une  équation  qui  n'est  pas  réductible  dans  un  domaine  donné  de 
rationalité  est  dite  irréductible  dans  ce  domaine. 

9.  Démontrons    de    suite    une    proposition    fort    simple,    mais   de 

grande  importance,  sur  les  équations  irréductibles.  Je  suppose  que, 

dans  un  certain  domaine  de  rationalité,  une   équation  algébrique  ait 

une  racine  commune  avec  une  équation  irréductible  :  je  vais  montrer 

qu'elfe  admettra  toutes  les  racines  de  cette  seconde  équation.  Soit 

donc 

F  (a-,  R,3  R2,  ...)  =-o 

la  première  équation,  et  représentons  par 

/(.r,  R,,  R,,  .  .  .)  =  o 

l'équation  irréductible  qui  a,  par  hypothèse,  une  racine  commune 
avec  F.  Nous  pouvons  former  le  plus  grand  commun  diviseur 
Q(.r,  R,,  Ho,  ...)  entre  F  et  /;  ses  coefficients  appartiendront  au 
même  domaine  de  rationalité.  11  faut  nécessairement  que  9  et  f 
coïncident,  car  autrement/ ne  serait  pas  irréductible  ;  il  est  évident 
alors  que  toutes  les  racines  de  f  appartiennent  à  F. 

10.  Nous  allons  généraliser  le  point  de  vue  auquel  nous  venons 
de  nous  placer  pour  définir  l'irréductibilité  d'une  équation,  mais  au- 
paravant établissons  une  proposition  qui  nous  sera  plus  tard  très  utile. 
Etant   donné  un   domaine   de  rationalité,    considérons  une   équation 

de  degré  n 

f(x)  =  Q, 

dont  nous  désignerons  les  racines  supposées  inégales  par 

X  i ,       X=i ,        .  .  .  .       X  n , 

et  soit 

V=  <p(a?i,  x2,  .  .  ...r„) 

une  fonction  rationnelle  telle  que  les  \.i...n  valeurs  numériques 
qu'elle  prend,  quand  on  permute  les  racines  de  toutes  les  manières 
possibles,  soient  toutes  différentes;  nous  allons  démontrer  que  les 
xK,  x2,  ...,  xn  s'expriment   en  fonctions  rationnelles  de  V  (').  Ce 

(1)  Cette  proposition  se  trouve  au  commencement  du  Mémoire  célèbre  de  Galois, 
dont  nous  allons  bientôt  nous  occuper.  Elle  est  citée  sans  démonstration  par  Abel 
dans  le  Mémoire  posthume  Sur  les  fonctions  elliptiques. 
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théorème  joue  un  grand  rôle  dans  la  théorie  de  Galois,  comme  nous 
le  verrons  bientôt,  et  nous  allons  rapporter  la  démonstration  qu'en 
donne  l'illustre  géomètre.  Mais  nous  pouvons  observer  auparavant 
que  le  théorème  est  en  quelque  sorte  «'vident,  car  V  satisfait  à  une 
équation  d'ordre  i .  2  .  .  . />  dont  les  racines  sont  distinctes,  et  à 
chaque  valeur  de  V  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  xKl  .*r2,  . . .. 
.r„,  puisque  pour  deux  permutations  différentes  des  x  on  a  deux 
valeurs  différentes  de  V. 

Ne  nous  contentons  pas  cependant  de  cette  vue  rapide,  et  cher- 
chons comment  on  pourra  trouver  effectivement  les  expressions 
rationnelles  des  racines  en  fonction  de  V.  Désignons  par  V  ,  la  valeur 
de  V  pour  une  certaine  permutation,  soit.r,,.ro,  .  ..,.r„.  Laissons.?*, 
fixe  et  permutons  de  toutes  les  manières  possibles  x2l  x-^,  ...,  xn  ; 
nous  aurons  ainsi  les  u.  =  i .  2  . .  An —  1)  valeurs  distinctes  de  V 


V„     V„     ...,     Y 


Les  coefficients   de    l'équation    donnant   ces    valeurs  de  V  seront 
symétriques  par  rapport  aux  racines  de  l'équation 


X      -  X\ 

et   seront   par  suite  rationnels  en  xK.   Désignons   cette  équation  par 

(4)  F(V,.r1)  =  o, 

F  étant  un  polynôme  en  V  et  xK .   Il  en  jésuite  que  l'équation  en  x 

(5)  F(V,,a?)  =  o 

admet   certainement    r,   pour  racine.   L'équation  (5)  en  x  et  l'équa- 
tion 

/(a?)=o 

ont  donc  une  racine  commune  .r,.  Elles  ne  peuvent  en  avoir  qu'une, 
car,  si  .r.>  était  racine  de  (5),  on  aurait 

F(V,,  x,)  =  0. 
Or  l'équation 

(6)  F(V,  -r2)  =  o 

admet  pour   racines   les   valeurs  de  V  obtenues  en  transposant  xK   et 
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j-.2  dans  les  permutations  qui  correspondaient  aux  racines  de  l'équa- 
tion (4)  ;  cette  dernière  équation  et  l'équation  (6)  n'ont  donc  pas  de 
racines  communes,  puisque  toutes  les  valeurs  de  V  sont  distinctes. 
Ainsi  l'équation  (5)  et  l'équation 

f(x)  —  o 

n'ont   qu'une   racine    commune,    et   nous   aurons    pour   cette    racine 

commune   xs     une    fonction   rationnelle  de    V,.   On   aura    de   même 

d'autres    fonctions   rationnelles    de    V,    pour   les    autres   racines  x2, 

.r3,  ...,  xni  et  le  théorème  est  par  suite  démontré,  en   même  temps 

qu'on  a  une  marche  à  suivre  pour  trouver  explicitement  ces  fonctions 

rationnelles. 

Deux  corollaires  du  théorème  précédent  joueront  dans  la  Section 

suivante  un  rôle  capital. 

Soit 

V(V)  =  o 

l'équation  donnant  les  i .  2 . .  .  n  valeurs  de  V.  Nous  venons  de  voir 
que  .r,,  jc2i  •  •  -j  xn  sont  fonctions  rationnelles  de  V,.  Comme,  d'autre 
part,  une  autre  quelconque  des  valeurs  de  V  est  rationnelle  en  ./,. 
3*2,  . . .,  xn,  elle  sera  aussi  rationnelle  en  V, .  Donc,  toutes  les  racines 
de  l'équation  W  sont  fonctions  rationnelles  de  l'une  quelconque 
d'entre  elles. 

En  second   lieu,   supposons   que   l'équation   W  soit   réductible,   et 
prenons  l'un  de  ses  facteurs  irréductibles 

dont  nous  désignerons  les  racines  par 

V,.     Y,,     ....     Vv. 
Nous    avons    trouvé    plus    haut,    pour    les    racines    de    l'équation 


RiCV,),        ■>■,    :  R,(V,  ).         ...,        xn=  RB(V,  >. 


les  R  étant   rationnels,    il    est    facile  de   voir  qu'elles    pourront  être 
représentées  aussi,  quoique  dans  un  ordre  différent,  par 

Ci  Ri  (VA),     R2(Va),     ...,     R„(V/4), 

\ /,   étant    une  quelconque    des    racines    \,,    \2 \  v.   En    effet, 


47°  CHAPITRE   XVI. 

l'équation / admet  par  hypothèse  la  racine  R)(V1  )  ;  L'équation 

/[Bi(V)]  =  o 

esl  donc  satisfaite  pour  Y  —V,  ;  il  s'ensuit  quelle  doit  être  satisfaite 
pour  V2,  ....  \v  (§9).  Les  termes  de  la  suite  (-)  sont  donc  des 
racines  ;  il  reste  à  prouver  qu'ils  sont  distincts.  Fa\  effet,  si  l'on  avait 

par  exemple 

Ri(VA)  — Rs(VA)  =  o        (A^i), 
l'équation 

Rt(V)       R2(V)  =  o 

étanl  vérifiée  pour  \  =  V /t  serait  vérifiée  pour  A  —  Y  , ,  ce  qui  n'est 
pas. 

1  1 .  Indiquons  encore  une  conséquence  de  la  proposition  pré- 
cédente :  Etant  donné  un  nombre  quelconque  d'irrationnelles 
algébriques,  on  peut  toujours  les  exprimer  toutes  en  fonction 
d'une  même  irrationnelle.  Soient,  par  exemple,  deux  équations 
algébriques  de  degré  u  et  v 

©  (  y  )  =  o ,         <\>  (  z  )  =  o  ; 

on  pourra  exprimer  y  et  z  en  fonctions  rationnelles  d'une  même 
racine  d'une  troisième  équation  algébrique  dont  les  coefficients  appar- 
tiennent au  même  domaine  de  rationalité.  En  effet,  les  racines 

r,,    jr2,     ....    y^\        zu     z,,     ....     sv 

sont  racines  dune  même  équation  algébrique 

/(*)  =  <>, 

et,  comme  rien  ne  supposait  plus  haut  i\v\.e  f  (x)  était  irréductible, 
nous  pouvons  appliquer  le  théorème  précédent,  et  exprimer  ainsi  les 
y  et  z  en  fonction  rationnelle  dune  irrationnelle  auxiliaire  \  . 

12.  Nous  pouvons  maintenant  généraliser  le  point  de  vue  auquel  nous 
nous  étions  d'abord  placé  pour  définir  l'irréductibilité  d'une  équation. 
Nous  avons  jusqu'ici  considéré  le  domaine  de  rationalité  (Rt,  R2,  •  •  •)• 
INous  pouvons  adjoindre  à  ce  domaine  des  fonctions  algébriques  de 
R,.  R2 c'est-à-dire  des  racines  d'équations  algébriques 

©(w,  R,,  R2,  ...)  =o,         >l\  c.  R,,  R,,  ..  .  i  =  o,         
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Cela  posé,  une  équation  en  x 

f(x,  w,  v,  . .  . ,  R1}  R2,  ...)  —  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  à  coefficients 
entiers  de  m,  e,  ...,  R,,  R2,  ...,  sera  réductible,  si  elle  a  une  racine 
commune  avec  une  équation  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 
D'après  le  paragraphe  précédent,  on  peut  supposer  que  l'on  adjoint 
une  seule  fonction  algébrique.  Nous  aurions  donc  l'équation 

?(M,R,,Rs,...)  =  o1 

que  l'on  peut  supposer  irréductible  au  sens  des  paragraphes  précé- 
dents, et  l'équation 

/(.r,  «,  R,,R2,  ...)  =  o, 

qui  peut  d'ailleurs  ne  pas  renfermer  u.  Il  sera  facile  de  reconnaître 
si  cette  équation  est  réductible  au  sens  généralisé  que  nous  adop- 
tons maintenant.  En  procédant  comme  au  paragraphe  8,  il  suffit 
de  reconnaître  si  l'équation  admet  une  racine  fonction  rationnelle 
de  u,  R,,  R2,  ...  à  coefficients  entiers.  Or,  si  m  est  le  degré  de  o  par 
rapport  à  w,   une  telle  racine  sera  de  la  forme 

x  =-A0-h  A,  u  -h. . .+  Am_,  a'"-1, 

les  A  étant  des  fonctions  rationnelles  des  R  à  coefficients  comnien- 
surables.  En  substituant  cette  expression  dans  l'équation  /',  nous 
aurons  une  relation  de  la  forme 

<[/  (u,  A0,  . ..,  A,„_,,  R,,  R2,  . ..)  ==o. 

On  ramènera  toutes  les  puissances  de  //  dans  'b  à  être  au  plus  de 
degré  m  —  i ,  en  se  servant  de  l'équation  <p,  et  l'on  devra  alors  avoir 
une  identité,  ce  qui  donnera  m  équations  pour  déterminer  les  A. 
On  est  ainsi  ramené  au  problème,  déjà  étudié,  de  reconnaître  si  des 
équations  peuvent  être  vérifiées  par  des  fonctions  rationnelles,  à  coef- 
ficients entiers,  de  certains  paramètres  qui  y  figurent. 

Gomme  exemple  d'une  équation  devenue  réductible  par  l'adjonc- 
tion d'une  irrationnelle,   il  suffira  de  prendre  l'équation 

Elle  est  irréductible  quand  le  domaine  de  rationalité  est 
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des  nombres  entiers.  Elle  devient  au  contraire    réductible  quand  on 
adjoint  l'irrationnelle  u  définie  par 

a- —  3  =  o, 

puisque  l'équation  peut   s'écrire 

i  x-  —  3)  (;/'--+- 1)  =  o, 

d?où  il  résulte  que  x''  —  ix- —  3  admet  le  l'acteur  x  — u. 


III.        Théorème  fondamental  de  Galois;  groupe  d'une  équation 

algébrique  (  l). 

13.  Arrivons  maintenant  aux  principes  si  féconds  introduits  par 
Galois  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Nous  commencerons 
par  la  notion  fondamentale  du  groupe  d'une  équation  algébrique. 
Nous  partons  d'une  équation  de  degré  n 

/(a?)  =  o, 

dont  les  coefficients  appartiennent  à  un  certain  domaine  de  rationa- 
lité,   et   dont    les    racines    sont    inégales.    Soit,    comme    plus    haut, 


(')  Les  Œuvres  mathématiques  d'Évariste  Galois  ont  été  publiées  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  (  i"  série,  t.  XI,  1846).  La  lettre  écrite  à  Auguste  Chevalier  par 
Galois,  la  veille  même  de  sa  mort  (29  mai  1882),  a  été  aussi  insérée  dans  ce  Volume. 
Le  numéro  de  septembre  1882  de  la  Revue  encyclopédique  contient  une  Notice 
nécrologique  sur  Evarisle  Galois,  où  l'on  trouvera  les  renseignements  les  plus  inté- 
ressants sur  la  destinée  tragique  de  ce  géomètre,  d'un  incomparable  génie,  mort  à 
>o  ans. 

Galois  est  surtout  connu  pour  ses  célèbres  travaux  sur  les  équations  algébriques. 
Il  avait  fait  en  Analyse  des  découvertes  au  moins  aussi  éclatantes.  Comme  on  le  voit 
dans  sa  lettre  à  Auguste  Chevalier,  il  avait  approfondi  l'élude  des  intégrales  de  diffé- 
rentielles algébriques,  les  avait  classées,  comme  on  l'a  fait  depuis,  en  trois  espèces 
et  avait  trouvé  le  nombre  de  leurs  périodes. 

Les  Œuvres  de  Galois  ont  été  réimprimées  par  les  soins  de  la  Société  mathéma- 
tique de  France  (Gauthier-Villars,  1897).  Un  extrait  des  principaux  manuscrits  de 
Galois,  remis  par  A.  Chevalier  à  Liouville,  et  restés  jusqu'ici  dans  les  papiers  de  l'émi- 
nent  géomètre,  vient  d'être  publié  par  M.  Tannery  (Gauthier-Villars,  1908).  La  fille 
de  Liouville,  M"10  de  Blignières,  a  fait  don  de  ces  manuscrits  à  la  Bibliothèque  de 
l'Institut. 

Une  belle  Notice  sur  la  vie  d'Evariste  Galois  a  été  écrite  par  M.  Paul  Dupuy  dans 
les  Annales  de  V École  Normale  (3e  série,  t.  XIII,  1896);  on  y  voit  que  dans  sa 
iniule  vie  la  politique  occupe  Galois  au   moins  autant  que  la  science. 
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au  paragraphe  10, 

une  fonction  rationnelle  des  racines,  dont  les  \.i...n  valeurs  sont 
différentes  quand  on  permute  les  racines  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. On  pourra,  par  exemple,  prendre,  comme  l'indique  Galois, 

V  =  <2j  Xi  -f-  a%  x.2  -f- . .  .  -\-  (In  &n  5 

les  a  étant  des  grandeurs  arbitraires  appartenant  au  domaine  de 
rationalité.  Désignons,  comme  plus  haut  (§  10),  par  '}  (  V  )  un  facteur 
irréductible  de  degré  v  de  l'équation  donnant  les  i .  2  .  . .  n  valeurs  de 
V  etsoient  toujours  Vt,  V2,  ...,  Vv  les  racines  de  ty.  D'après  ce  que 
nous  avons  dit,  les  racines  peuvent  être  représentées  par  l'une  quel- 
conque des  lignes  horizontales  du  Tableau  suivant  : 

Ri(V,),     R,(Vi),     ...,     RaCVt), 
Ri(V,),     R,(V2),     ...,     R«(V2), 


./• 


1 1 


Ri(Vv;,     Rt'(Vv),     -..,     Ri,(Vv). 

Chacune  de  ces  lignes  représente  une  permutation  des  racines 
x2  ...,  JCn.  J'ajoute  que  toutes  ces  permutations  sont  différentes, 
car,  autrement,  l'expression  a,  xK  -h  a2a?2  +  ...  -\-ct,Hxn  devrait  être 
à  la  fois  égale  à  V,  et  à  Va.  Nous  allons  montrer  qu'à  ces  permuta- 
tions correspond  un  groupe  de  substitutions.  La  première  ligne  se 
réduit  à 

x\ i    xi->     .  •  •  >     t'n- 
Désignons  par 

St=i,     S2,     ....     Sv 

les  substitutions  correspondant  au  passage  de  la  première  ligne  à  elle- 
même  et  à  chacune  des  suivantes.  Nous  savons  (§  10)  que 

VA.=  e*(v,), 

0/f  étant  une  fonction  rationnelle  ;  le  remplacement  de  Y,  par  9*  (  V{  ) 
donne  la  substitution  S*.  La  substitution  S*  donne  donc  la  permuta- 
tion 

RitMVi)],    R2|0/,(Vi)j,    ....    Rw[e*(Yi)j, 

Si   nous  voulons   maintenant   effectuer   sur  cette    permutation    la 
substitution  S*,  il  faudra  remplacer  Y,  par  G/,  (Vt)  :  nous  aurons  donc 
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la  permutation 

(8)  RitMe*)],    R^[e*(eA)] r«IM»a)]; 

niais  on  voit  immédiatement  que 

e*r«A(v,)i 

est  une  racine  de  'l  (\  ),  car  cette  expression  n'est  autre  chose  que 
$k  (Vy^.  Or,  puisqu'on  a 

+  [MVi)]  =o, 
l'équation 

ù[0/l.(Y)]  =  o 

a  une  racine  commune  avec  y(V)  =  o.  Elle  admet  donc  toutes  les 
racines  de  cette  dernière  équation  et  en  particulier  V/j.  La  suite  (8) 
fait  donc  partie  des  substitutions  de  notre  Tableau,  et  celles-ci 
forment  bien  un  groupe  qui  est  évidemment  d'ordre  y.  Galois  appelle 
ce  groupe  le  groupe  de  V équation  pour  le  domaine  considéré  de 
rationalité.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  double  propriété 
caractéristique  de  ce  groupe,  que  nous  désignerons  par  G. 

11.  Le  théorème  fondamental  peut  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Toute  fonction  rationnelle  des  racines,  invariable  par  les  sub- 
stitutions du  groupe  G,  appartient  au  domaine  de  rationalité,  et 
réciproquement  toute  fonction  rationnelle  des  racines  apparte- 
nant au  domaine  de  rationalité  reste  invariable  par  les  substitu- 
tions du  groupe. 

Il  est  essentiel  de  remarquer,  avec  Galois,  qu'on  appelle  ici  fonction 
invariable  non  seulement  une  fonction  dont  la  forme  algébrique  est 
invariable  par  les  permutations  des  racines  entre  elles,  mais  encore 
toute  fonction  dont  la  valeur  numérique  ne  varie  pas  par  ces  substi- 
tutions, alors  même  que  sa  forme  algébrique  aurait  varié. 

Démontions  d'abord  la  première  partie  du  théorème.  Toute  fonc- 
tion des  racines  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F  =  X(V), 


V  étant  une  racine  de  l'équation  <b  (V)  =  o  considérée  au  paragraph 
précédent,    et,  puisque  cette  fonction  a  la  même  valeur  numériqu 
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pour  toutes  les  substitutions  du  groupe  G,  on  aura 

X(V|)  =  X(V,)=...  =  MVV) 
et,  par  suite, 

F=  I[X(V1)-+-X(V2)h-...+  X(Vv)]; 

F  est  done  une  fonction  symétrique  de  V  , ,  Y  2,  .  .  . ,  Vv  ;  elle  appar- 
tient donc  au  domaine  de  rationalité ,  comme  les  coefficients  de 
r équation  <L. 

Passons  à  la  seconde  partie.  Soit  F  une  fonction  rationnelle  des 
racines  dont  la  valeur  numérique  appartient  au  domaine  de  rationa- 
lité ;  nous  pouvons  écrire 

X(Vi)  —  Q  =o, 

en  supposant  que  ce  soit  pour  la  disposition  des  racines  correspon- 
dant à  V  =  V,   que  la  fonction  prenne   la  valeur  ù.  Mais,    puisque 

l'équalion 

X  (  V  )  —  Q  =  o 

a  la  racine  commune  V,  avec  l'équation  <l  (V)  =  o,  elle  admet  toutes 

les  racines  de  cette  dernière  équation  qui  est  irréductible,  et  l'on  a, 

par  suite, 

XCV1)  =  X(V,)=...=  X(VV). 

La  valeur  numérique  de  F  est  donc  invariable  par  les  substitu- 
tions de  G. 

15.  Une  remarque  très  importante  est  à  faire,  relativement  au 
groupe  d'une  équation. 

Nous  avons  d'abord  formé  l'équalion 

W(\  )  =  o 

n'ayant  que  de>  racines  simples  et  donnant  les  i.  2  . . .  n  valeurs  de  \  , 
et  nous  avons  considéré  ensuite  un  facteur  irréductible  tb  (V)  de  cette 
équation.  On  doit  nécessairement  se  demander  quelle  conséquence 
entraînerait  pour  le  groupe  de  l'équation  la  substitution  d'un  facteur 
irréductible  à  un  autre.  Soit 

T(V)  =  4(V).ç(V)...xO  ). 
les  différents  facteurs  ^,  cp,  . . . ,  y  étant  supposés  irréductibles  el  !<• 
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facteur  •-!>  d'ordre  v  étant  celui  qui  nous  a  conduit  au  groupe  G.  Toutes 
les  racines  de  ^"(Y)  étant  fonctions  rationnelles  de  l'une  quelconque 
d'entre  elles,  une  racine  de  »  (V)  est  fonction  rationnelle  d'une 
racine  de  'l  (Y)  ;  en  désignant  par  \  ,  une  racine  de  -1»,  nous  avons 
pour  une  des  racines  de  es 

6(V,). 
Or,  en  posant 

V£=  0(  V/)  (l"=I,  2,    ...,V), 

les  V/ désignant  les  diverses  racines  de  »^,  les  quantités  V'.  satisfont  à  une 
équation  d'ordre  v,  dont  les  coefficients  appartiendront  au  domaine 
de  rationalité,  et  qui  ayant  une  racine  commune  avec  0,  à  savoir 
9(V|),  admettra  toutes  les  racines  de  ce  dernier  polynôme.  Donc  le 
degré  de  cp  est  au  plus  égal  à  celui  de  *i;  ;  mais  un  raisonnement  tout 
semblable  montre  que  le  degré  de  'l  est  au  plus  égal  à  celui  de  0. 
Donc  tous  les  polynômes  <!»,  cp,  . . . ,  y  sont  de  même  degré,  et  Ton 
passe  de  l'un  à  l'autre  au  moyen  d'une  transformation  rationnelle. 
jNous  avons  vu  que,  si  Ton  substitue  dans  les  expressions 

R,(V),     K,(V),     ...,     R„(V) 

les  différentes  racines  V(,  Va,  ...-,  Yv  de  l'équation  <L,  on  obtient 
l'ensemble  des  permutations  correspondant  au  groupe  G,  la  première 
permutation  étant  précisément,  si  l'on  veut, 

(S)  a71=R1(V,)ï         a?a=Rï(Vi),  ...,         ar»=  R«(Vi). 

Si  l'on  considère  maintenant  les  racines 

v;,   v;,    ....   v; 

du  facteur  cp,  la  suite 

Ri(Vi),    Ri(Vi),    ...,    R^v;), 

où  Jes  R/  représentent  des  fonctions  rationnelles,  donne  encore  la 
suite  dos  racines  de  l'équation  f( x)  =  o.  Or 

V,'=8(V/)        (t'  =  i,2,  ...,v); 
la  suite  précédente  peut  donc  s'écrire 

(s')  Ri[«(Vi)],   Riiecvo],    ...,   r;[6(v,)]. 

En  mettant  dans  la  suite  (S'),  à  la  place  de  V\,  Jes  autres   racines 
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\  j,  . . . ,  Vv,  on  obtiendra  le  groupe  G'  qu'aurait  donné  le  facteur  o. 
Soit  S  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  (S)  à  (2');  elle  fera 
passer  X/,  du  rang  II  au  rang  /,  et  l'on  aura 

Ra(V,)=  R*[0(\  ,  »],         d'où         K/,(V/)  =  Ri[6(V,,)]. 

On  en  conclut  que  la  même  substitution  S  fait  passer  d'une  ligne  de 
G  à  la  ligne  de  même  rang  dans  G'  ;  donc,  si  g  et  g'  désignent  ces 
deux  substitutions  correspondantes,  on  aura 

et  le  groupe  G'  est,  par  conséquent,  la  transformée  du  groupe  G  par 
la  substitution  S. 

Ainsi,  si  W  a  /•  facteurs  irréductibles,  nous  pourrons  formel-  r 
groupes,  qui  seront  les  transformés  de  l'un  d'entre  eux  par  /• — i 
substitutions  convenables.  En  considérant  comme  équivalents  deux 
groupes  transformés  l'un  de  l'autre,  on  peut  dire  qu'à  une  équation 
ne  correspond  qu'un  groupe. 

16.  Le  groupe  d'une  équation  se  réduira,  en  général,  au  groupe 
symétrique,  c'est-à-dire  à  l'ensemble  des  substitutions  correspondant 
aux  i.2.../t  permutations  de  n  lettres.  Ainsi,  considérons  l'équation 
générale  d'ordre  n 

X"  -+-  px  X"~  l  -4-  .  .  .  H-  pn  =  o  ; 

j'entends  par  là  une  équation  pour  laquelle  le  domaine  de  rationalité 
soit  défini  par  les  paramètres  {p{ ,  . .  . ,  pn). 

Toute  fonction  rationnelle  des  racines  v(xl,  x2l  ...,  x„)  restant 
invariable  par  les  substitutions  du  groupe  de  cette  équation  doit  pou- 
voir s'exprimer  rationnellement  en   fonction  de  /?,,  /j>2,   ...,  />„,    et 

Ion  a 

cp(.r,,  .r2,  .  .  .,  xn)  =  K(/?,,/)2, pa)\ 

mais  on  peut  considérer  ici  />,, />>•>,  ...,pn  comme  fonctions  de 
XK ,  a?2»  •  •  •  i  xni  qu'on  prendra  comme  variables  indépendantes,  et 
alors,  le  second  membre  étant  symétrique  en  x{ ,  .r2,  . . . ,  x,n  il  en  est 
de  même  du  premier. 


17.  Lorsque  le  groupe  G  d'une  équation  n'est  pas  le  groupe  symé- 
trique, cette  équation  est  une  équation  particulière.  Klle  est  caracté- 
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risée  par  ce  l'ait  qu'il  existe  nécessairement  entre  lesracines  an  moins 
une  relation  rationnelle,  cette  relation  n'ayant  pas  lieu  pour  toute 
substitution  faite  sur  ces  racines.  On  a,  en  effet,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, en  désignant  toujours  par  6  (Y)  le  facteur  irréductible  consi- 
déré plus  haut, 

^(«i  xx  H-  a2ic2-T-.  .  .-h  a„xn)  =  o. 

La  fonction  'l'(at  xs  -^-a^x-^  -+-•••  -f-  &n#n)i  dont  la  valeur  numé- 
rique est  zéro,  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G; 
mais  elle  variera  pour  toute  autre  substitution,  puisqu'à  celle-ci  cor- 
respond une  valeur  de  V,  qui  n'est  pas  racine  de  ù  (V).  La  relation 
précédente  est  donc  une  relation  rationnelle  entre  lesracines,  et  cette 
relation  cesse  d'être  vérifiée  quand  on  permute  les  x  d'une  manière 
quelconque. 

inversement,  s'il  existe  une  relation 

<p.O,,#2,  ...,#„)  =0 

entre  les  racines,  relation  qui  ne  soit  pas  vérifiée  pour  toute  per- 
mutation des  x\  il  est  aisé  de  voir  que  le  groupe  de  l'équation  ne  sera 
pas  le  groupe  symétrique.  Si  Ion  remplace,  en  effet,  les  x  par  leur 
valeur  en  fonction  de  V,  l'équation  précédente,  en  tenant  compte  de 
L'équation  W  (V),  se  réduira  à  une  équation 

*i(V)  =  o, 
d»|  étant  au  plus  du  degré 


et  elle  ne  se  réduira  pas  à  une  identité,  car  autrement  la  relation  cp  se 
trouverait  vérifiée  pour  toute  substitution  faite  sur  les  .r,  ce  que  nous 
ne  supposons  pas.  La  résolvante  de  Galois 

admet  donc  un  facteur  rationnel  de  degré  inférieur  à  1.2.  ../z,  et  le 
groupe  de  l'équation  n'est  pas  le  groupe  symétrique. 

18.  Terminons  cette  Section  par  quelques  remarques  relatives  aux 
fonctions  rationnelles  des  racines  d'une  équation.  Soit  une  fonction 
rationnelle  des  racines 
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Supposons  quelle  garde  la  même  valeur  numérique  quand  on  fait 
sur  les  x  une  substitution 

/  n*    #p     . . .     x\ 

(  o)  ( 

\  Xi      x2      •-.      xn 

ceci  veut  dire  que  l'on  aura  l'égalité  numérique 

cp(^,,.r2,  ...,xn)  =  cp(>a,  #p,  .  ..5a?x), 

égalité  qui  ne  subsisterait  pas  nécessairement  si  les  x  étaient  des 
variables  indépendantes. 

Mais  cette  définition  n'est  bien  nette  que  si  l'on  parle  d'une  fonc- 
tion cp  parfaitement  déterminée.  On  pourrait  exprimer,  d'une 
manière  ou  d'une  autre,  par  exemple  au  moyen  des  relations  entre  les 
racines  quand  il  en  existe,  la  fonction  o  (x^  x>2,  •  •  •-,  xn)  sous  une 
autre  kforme  hfxux2,  ....  xn),  et  Ton  n'aurait  pas  nécessaire- 
ment 

ty(xux%,  .  .  .;  xn)  =  ty(xa,  xp,  .  .  .,  xi). 

On  ne  peut  donc  pas,  d'une  manière  générale,  parler  dune  fonc- 
tion des  racines  restant  invariable  pour  une  substitution,  à  moins  de 
prendre  la  fonction  sous  une  forme  déterminée.  Cette  restriction, 
qui  pourrait  être  une  source  de  difficultés,  sera  heureusement  inutile 
si  la  substitution  (S)  appartient  au  groupe  de  l'équation.  Si  l'on  a, 
en  elî'et, 

o(xu  x2,  .  ..,xn)  —  <h(xux2,  .  .  .,xH)  =  o, 

on  a,  dans  le  premier  membre,  une  fonction  des  racines  dont  la  valeur 
zéro  appartient  au  domaine  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  fonda- 
mental, on  aura  encore 

<pOa,  xp,  .  .  .,x\)  —  6(>a,  xp,  .  .  .,  x\)  =  o. 

Si  donc  o  est  numériquement  invariable  pour  la  substitution  S,  il  en 
sera  de  même  de  'b.  On  pourra  donc  faire  abstraction  des  expres- 
sions multiples  que  peut  recevoir  une  fonction  rationnelle  des 
racines  si  les  substitutions  que  l' on  veut  effectuer  appartiennent 
au  groupe  de  V équation.  Cette  remarque,  que  l'on  omet  générale- 
ment, sera  d'une  grande  importance  dans  tout  le  développement  de 
la  théorie. 

Voici     maintenant    un    théorème    important    rappelant    celui    de 
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Lagrange  par  la  forme  de  l'énoncé.  Je  considère  une  fonction 

f{xx,  x2,  . .,,  xn) 

rationnelle  des  racines  gardant  la  même  valeur  numérique  pour  les 
substitutions  d'un  groupe  G'  faisant  partie  du  groupe  G  de  l'équation, 
et  pour  celles-là  seulement  ;  toute  autre  fonction  F  numériquement 
invariable  pour  les  substitutions  de  G'  s'exprimera  rationnelle- 
ment à  l'aide  de  la  première. 
Introduisons  toujours  l'équation 

il  (  V)  =  o 

et  les  expressions  de  xK ,  x2-,  .  .*. ,  xn  à  l'aide  de  V.  Le  groupe  de  sub- 
stitutions   G'  sur    les  x  correspond    à   un   échange    entre    certaines 

racines 

V,,      V2,      ...,      Va  (a<v) 

de  l'équation  précédente. 

Quant  aux  fonctions/* (xt ,  x-2j  . .  .  ,xn)  et  F  (x{,  x-,,  .  . . ,  x,t),  nous 
pouvons  les  mettre  sous  la  forme 

/(V),     F(V), 

Or,  en  désignant  par  a  la  valeur  de  /pour  \  ,,  V2,  .  • .,  Va,  l'équa- 
tion 

/(V)  =  « 

est  vérifiée  pour  V,,\  o,  .  . . ,  Va,  et  ce  sont  les  seules  racines  qu'elle 
ait  en  commun  avec  l'équation 

ù(V)  =  o. 

Or  l'équation  donnant  les  racines  communes  à  ces  deux  équations 
s'obtient  en  cherchant  un  plus  grand  commun  diviseur,  opération  qui 
n'introduit  aucune  irrationalité.  Par  suite,  V4,  V2,  . . . ,  Va  sont 
racines  d'une  équation  de  la  forme 

l(\,a)  =  o, 
où  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  a.  Or,  on  a  aussi 

F<VI)  =  F(V2)=...=  F(Va); 
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donc  nous  pouvons  écrire 

F  =  --  [  F(V,  ) -h-  F(  V2)  -+- . .  .4-  F(  Va)], 

et  par  suite  F,  symétrique  en  V,,  V2,  . . . ,  Va,  s'exprime  rationnelle- 
ment à  l'aide  de  a,  c'est-à-dire  de  /*;  c'est  ce  que  nous  voulions 
démontrer  (  '). 


IV.  —  Groupes  simples  et  groupes  composés:  groupes  transitifs. 

19.  Avant  de  montrer  l'importance  de  la  notion  de  groupe  d'une 
équation  algébrique,  approfondissons  davantage  les  généralités  déjà 
étudiées  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre  sur  les  groupes  de 
substitutions. 

On  dit  qu'un  groupe  G  relatif  kp  lettres  contient  un  autre  groupe  F 
s'il  renferme  toutes  les  substitutions  de  cet  autre  groupe.  Le  second 
groupe  F  est  appelé  sous- groupe  du  premier. 

Faisons  voir  d'abord  qu'///*  sous-groupe  d'un  groupe  donné  a 
pour  ordre  un  diviseur  de  V ordre  du  groupe. 

Désignons  respectivement  par  m  et  jj.  les  ordres  des  groupes  G  et  F, 
et  soient 

(9)  Sl>        S2,        S3,         ..-,        Sjj.  (Si=l) 

les  substitutions  de  Y  ;  ces  substitutions  appartiennent  à  G  et  l'on  a 
par  hypothèse  m  >  pi.    11  y  aura  donc  une  substitution   T  de   G,  qui 


(')  Nous  nous  sommes  placé  clans  cette  Section,  comme  d'ailleurs  clans  tout  ce 
Chapitre,  au  point  de  vue  arithmétique,  qui  est  celui  de  Galois.  En  se  plaçant  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions,  et  prenant  en  particulier  une  équation 
algébrique  en  y, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  x,  on  peut  considérer 
le  groupe  des  substitutions  relatives  aux  permutations  des  racines  quand  x  part  d'un 
point  pour  y  revenir  après  avoir  décrit  un  chemin  quelconque.  On  obtient  alors  des 
théorèmes  analogues  à  ceux  de  Galois;  on  pourra  consulter  à  ce  sujet  une  Note  de 
M.  Hermite  Sur  les  fonctions  algébriques  {Comptes  rendus,  t.  XXXII,  i85i  ). 
Dans  son  Traité,  M.  Jordan  appelle  le  groupe  dont  je  viens  de  parler  le  groupe  de 
monodromie. 

P.  —  III.  3i 
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n'appartient  pas  à  la  suite  précédente  ;  les  substitutions 
(io)  TS,,     TS2,      ...,     TSjj. 

appartiendront  donc  à  G  ;  elles  sont  distinctes  et,  de  plus,  aucune 
n'appartient  à  la  suite  (9),  car,  si  l'on  avait 

TS,=  S*, 
on  en  conclurai I 

T  =  S/A-1, 

c'est-à-dire  que  T  appartiendrait  à  la  suite  (9)  qui,  par  hypothèse, 
forme  un  groupe.  De  là  résulte  que  l'on  a  m  =  2  la  ou  m  >>  2  u.  Dans 
le  second  cas,  il  y  aura  une  substitution  T;  de  G  n'appartenant  pas 
aux  suites  (9)  et  (10),  et  nous  aurons  une  nouvelle  suite 


(11)  T'S,,     T'S,,     ....     T'S 


de  substitutions  de  G  et,  par  suite,  m  sera  égal  ou  supérieur  à  3  y.. 
En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  partager  les  m  substitutions  de  G  en 
un  certain  nombre  n  de  \j.  substitutions  données  par  les  suites  (9), 
(  10),  (  1 1  ),  ...  ;  nous  avons  donc  bien 

m  =.  ji  ijl, 

comme  nous  l'avons  énoncé. 

Un  corollaire  immédiat  est  relatif  aux  substitutions  communes  à 
deux  groupes.  Ces  substitutions  forment  évidemment  un  groupe,  et 
V ordre  de  celui-ci,  d'après  le  théorème  précédent,  est  un  diviseur 
commun  des  ordres  des  groupes  considérés. 

20.  Le  tableau  des  substitutions  de  G,  mis  sous  la  forme 

Si,  S.),     ....  S|i  J 


TiS,,         T.S.,     ....         T.Sp. 


qui  se  présente  déjà  dans  les  Exercices  d'Analyse  de  Cauchy,  est 
extrêmement  important  dans  la  théorie  des  substitutions. 

Si  une  fonction  de  p  lettres  reste  invariable  pour  les  substitutions 
de  T  et  pour  celles-là  seulement,  cherchons  le  nombre  des  valeurs 
que  prendra  cette  fonction  pour  l'ensemble  des  substitutions  de  G. 
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Soit  donc  Ja  fonction 

?i(a?i,a?t,  .  • .,  ccp), 

qui  reste  invariable  pour  les  substitutions  S,,  S2,  . . . ,  S„  ;  toutes  les 

substitutions 

TtS/ 

transformeront  cp,  eu  la  même  fonction  que  la  substitution  T,,  puisque 
la  première  substitution  à  effectuer  S/  transforme  es,  en  lui-même. 
Appelons  ç>2  ce  que  devient  ce,  par  la  substitution  T,.  De  même  la 
substitution  T2  nous  donnera  une  fonction  C2;$,  ainsi  que  tous  les 
termes  de  la  troisième  ligne.  Nous  obtenons  ainsi  n  fonctions 

correspondant  respectivement  aux  n  lignes  du  Tableau  ci-dessus. 
D'ailleurs,  toutes  ces  fonctions  sont  distinctes.  Supposons,  en  effet, 
que  Ta  et  Tp  donnent  la  même  fonction  et  que  [1  soit  plus  grand  que  a  ; 
la  substitution 

transformerait  cp,  en  lui-même,  et  l'on  aurait  par  suite 

Ta1  Tp=  S/,, 

c'est-à-dire 

Tp  =  TaSA-, 

ce  qui  est  contraire  aux  hypothèses  faites,  car  on  a  appelé  Tp  une 
substitution  de  G,  qui  ne  se  trouvait  pas  dans  les  lignes  précédentes. 

21.  Nous   venons  de  dire   que,  si  l'on  effectue  sur  es,    toutes   les 

substitutions 

T,  Si,     Ti  S2,     . . . ,     T!  Sjx, 

on  obtient  la  fonction  cp2.  11  est  facile  d'en  déduire  quelles  sont  les 
substitutions  transformant  cp2  en  lui-même.  Si  21  désigne  une  telle 
substitution,  la  substitution 

TVSTi 

transformera  es,  en  lui-même  :  on  aura  donc 

Tl>vTl=Sa 

et,  par  suite, 

2  ^TtSaTj1. 


484  CHAPITRE    XVI. 

Cette  substitution  est  donc  une  transformée  par  T,  d'une  substitu- 
tion delà  première  ligne.  Nous  avons  déjà  introduit  (§  6)  cette  expres- 
sion de  transformée  d'une  substitution  par  une  autre,  et  défini  ce 
qu'on  entend  par  transformé  d'un  groupe  par  une  substitution.  De 
ce  que  nous  venons  de  dire,  il  résulte  que  le  groupe  correspondant  à 
la  fonction 

'f'A 

est  le  groupe  transformé  de  T  par  la  substitution  T>-,  (on  doit  prendre 
T0=  i). 

22.  Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  ces  sous-groupes 
correspondant  respectivement  aux  différentes  fonctions  ©,,co2,  ... 
auraient  eux-mêmes  un  sous-groupe  commun  ;  soit  H  le  sous-groupe 
formé  par  toutes  les  substitutions  laissant  o,,  o2,  ...,  co„  invariables. 
Si  k  désigne  une  substitution  de  H,  et  que  s  représente  une  substitu- 
tion quelconque  de  G,  la  substitution 

shs~l 

transforme  'fa  en  lui-même  quel  que  soit  a.  Car  tout  d'abord  la  sub- 
stitution s~*  transformera  cpa  en  une  autre  fonction  cpp,  la  substitution 
//  conserve  cpp,  et  enfin  s  nous  ramène  à  3a.  Il  en  résulte  que  le 
groupe 

(ia)  xHr1, 

transformé  de  H  par  la  substitution  s,  est  le  groupe  H  lui-même. 
D'une  manière  générale  on  dit  qu'un  groupe  H,  sous-groupe  d'un 
groupe  G,  est  un  sous-groupe  invariant  de  ce  groupe,  quand  la 
transformée  de  H  par  une  substitution  quelconque  de  G  est  identique 
à  H. 

Un  groupe  G  qui  contient  un  sous-groupe  invariant  (non  formé 
de  la  seule  substitution  un)  est  dit  composé;  dans  le  cas  contraire, 
le  groupe  est  dit  simple. 

23.  Revenons  au  cas  général.  La  suite 

forme  l'ensemble  des  valeurs  que  prend  une  fonction  sp  pour  l'en- 
semble des  substitutions  de  G.  A  chaque  substitution  du  groupe  G 
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correspond  une  substitution  des  lettres  es,  et  l'ensemble  de  ces  sub- 
stitutions des  g  forme  évidemment  un  groupe  g.  Deux  groupes  cor- 
respondants tels  que  G  et  g  sont,  d'une  manière  générale,  désignés 
par  M.  Camille  Jordan  sous  le  nom  de  groupes  isomorphes  ;  à  chaque 
substitution  de  G  correspond  une  seule  substitution  de  g,  mais  à  une 
substitution  de  g  peuvent  correspondre  plusieurs  substitutions  de  G. 
A  chaque  substitution  de  g  correspond  le  même  nombre  de  substitu- 
tions de  G,  à  savoir  le  nombre  de  ces  dernières  substitutions  qui 
correspondent  à  la  substitution  unilé  des  cp  ;  si,  en  effet,  S  et  S'  sont 
deux  substitutions  de  G  correspondant  à  une  même  substitution  de 
g.  la  substitution 

V    -1   V' 

de  G  correspondra  à  la  substitution  unité  des  cp  et  l'on  aura  2'  ==  Sa-  en 
désignant  par  cr  une  substitution  de  G  correspondant  à  la  substitution 
unité  des  cp. 

Or  le  nombre  des  substitutions  cr  est  précisément  égal  à  celui  des 
substitutions  qui  appartiennent  à  tous  les  sous-groupes  correspondant 
respectivement  aux  fonctions  ©  ;  nous  venons  de  les  considérer  à  la 
fin  du  paragraphe  précédent,  et  nous  avons  désigné  par  H  le  groupe 
que  forme  leur  ensemble.  L'ordre  de  H  sera  le  nombre  des  substitu- 
tions de  G  qui  correspondent  à  une  même  substitution  de  g. 

On  peut  désigner  par  le  symbole 

G    r 

le  groupe  des  cp  que  nous  venons  de  définir. 

Examinons  le  cas  où  Y  est  un  sous-groupe  invariant  de  G;  le  groupe 
H  coïncidera  avec  T.   En  revenant  au  Tableau 

M         ^1  i         M         ^2?         •  •  •  i         '  1  ^5|J.) 


Th-iSj,     T„_i  Sa,     ...,     Trt_!  Sy,, 


on  voit  qu'à   chaque   substitution  des  o  correspondent  dans  G  les  v. 
substitutions  d'une  même  ligne  ;  en  effet,  les  deux  substitutions 

T/Sa    et     T,-Sp 

donnent  la  même  permutation  des  co,  à  savoir  celle  qui  correspond  à 
la  permutation  T,.  Le  groupe  g  des  es  est  d'ordre  n. 
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Si  le  groupe  des  œ  admet  un  sous-groupe  g' ,  l'isomorphisme  fera 
correspondre  aux  substitutions  de  ce  dernier  dans  G  un  sous-groupe 
Gy  formé  seulement  d'une  partie  des  substitutions  de  G.  Ge  groupe 
sera  formé  d'un  certain  nombre  de  lignes  du  Tableau,  et  il  contiendra 
la  première  qui  correspond  à  la  substitution  unité. 

On  en  conclut  que  G'  contient  le  groupe  F,  qui  en  est  un  sous- 
groupe. 

Une  application  importante  du  résultat  précédent  concerne  le  cas 
où  le  groupe  Y  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  de  G.  Nous 
entendons  par  sous-groupe  invariant  maximum  cV un  groupe  G 
un  sous- groupe  invariant  V  tel  qu'il  n'existe  aucun  groupe,  sous- 
groupe  invariant  de  G,  contenant  Y  comme  sous-groupe.  Dans  ce 
cas,  le  groupe  g  des  o  doit  être  simple,  car  autrement  il  contien- 
drait un  sous-groupe  invariant  g'  auquel  correspondrait  un  sous- 
groupe  invariant  G',  qui  admettrait  lui-même  le  sous-groupe  Y,  et 
celui-ci  ne  serait  pas,  par  suite,  un  sous-groupe  invariant  maximum. 
La  réciproque  est  évidente  :  si  g  est  un  groupe  simple,  Y  est  un 
sous-groupe  invariant  maximum. 

Si  nous  revenons  au  cas  général,  dans  lequel  Y  n'est  pas  un  sous- 
groupe  invariant,  on  montrera  de  la  même  manière  que,  si  le  groupe 
H  est  un  sous-groupe   invariant  maximum,  Je  groupe  g  est  simple. 

24.  Après  la  notion  de  groupes  simples  et  de  groupes  composés, 
introduisons  encore  une  autre  notion  jouant  dans  la  théorie  un  rôle 
capital.  On  dit  d'un  groupe  qu'il  est  transitif  quand  il  existe  dans 
ce  groupe  au  moins  une  substitution  remplaçant  un  élément  quel- 
conque xa  par  un  autre  élément  x&  arbitrairement  choisi.  Un  groupe 
qui  n'est  pas  transitif  est  dit  intransitif. 

Reprenons,  par  exemple,  la  fonction  déjà  considérée  (§7) 

Il  existe  un  groupe  de  huit  substitutions  la  transformant  en  elle- 
même,  et  parmi  ces  substitutions  on  peut  en  trouver  qui  rem- 
placent ./•,  par  une  quelconque  des  autres  lettres  x2l  xz ,  xA.  Le 
groupe  correspondant  à  cette  fonction  est  donc  transitif. 

Prenons  maintenant  la  fonction 
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Parmi  les  substitutions  transformant  cette  fonction  en  elle-même, 
il  n'y  en  aura  pas  remplaçant  x{  par  x*  ou  xk  ;  le  groupe  de  cette 
fonction  est  intransitif  ( '*  ). 

V.  —  Composition  des  groupes:  théorème  de  M.  Jordan. 

2o.  La  composition  des  groupes  forme  un  Chapitre  important  de 
la  théorie  des  substitutions.  Soit  un  groupe  composé  G;  formons 
une  suite  de  groupes 

G,     G,,     G2,     . . .,     G,,,     1 

dont  chacun  est  un  sous-groupe   invariant    maximum   du  précédent, 
et  dont  le  dernier  est  formé  par  la  substitution  unité.  Soient 


les  ordres  respectifs  de  ces  groupes.  Les  nombres 

m  mA  mp 

sont  des  entiers,  puisque  chaque  groupe  est  un  sous  groupe  du 
précédent.  On  les  appelle  les  facteurs  de  composition  du  groupe  G 

II  peut  arriver  que  les  opérations  précédentes  puissent  se  faire  de 
différentes  manières.  A  chaque  série  de  groupes  correspondra  alors 
une  suite  de  facteurs  de  composition.  M.  Jordan  a  démontré  (-)  que 
les  facteurs  de  composition  sont  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  et,  par 
suite,  sont  en  même  nombre. 

Ainsi,  si  l'on  a  les  doux  suites  de  groupes 

G,     G,,     G-2,     . .  . ,     G,,,      1, 

g,   g;,  ...    g;,.,    i, 

(  ')  Outre  la  notion  de  groupe  simple  ou  composé  et  de  groupe  transitif  ou  intran- 
sitif, une  autre  notion  est  encore  d'une  certaine  importance  dans  la  théorie  des 
groupes  :  c'est  celle  de  la  primitivité.  Quoique  nous  n'ayons  pas  à  en  faire  usage 
dans  la  suite,  indiquons  cependant  une  définition.  Un  groupe  transitif  est  dit  non 
primitif  lorsque  les  lettres  peuvent  y  être  réparties  en  systèmes  contenant  le  même 
nombre  de  lettres  et  telles  que,  dans  toutes  les  substitutions  du  groupe,  les  lettres 
de  chaque  système  soient  remplacées  par  les  lettres  d'un  même  système.  Les  groupes 
dans  lesquels  les  lettres  ne  sont  pas  susceptibles  d'être  réparties  en  de  tels  systèmes 
sont  dits  primitifs. 

(-)  G.  Jordan,  Traité  des  substitutions,  p.   '(S. 


488  CHAPITRE    XVI. 

on  aura  p  =]>',  et  les  quotients  des  m  relatifs  au  second  groupe 
seront  les  mêmes,  à  Tordre  près,  que  pour  le  premier. 

26.  Pour  démontrer  cet  important  théorème,  commençons  par  un 
lemme  préliminaire  (*  ).  Soient  G  et  (/deux  groupes  permutables, 
c'est-à-dire  tels  que  L'on  ait 

G'GG'-i=  G, 

en  entendant  par  là  que  la  transformée  du  groupe  G  par  une  substi- 
tution quelconque  de  G'  redonne  le  groupe  G,  et  inversement.  Dési- 
gnons par  m  et  m'  les  ordres  de  ces  deux  groupes.  Les  substitutions 
communes  à  G  et  G'  forment  un  groupe  V  d'ordre  u.,  et  l'on  a 

m  =  n  \x,         m'  —  ri  \x. 

En  employant  les  notations  analogues  à  celles  des  paragraphes  19 
el  20,  nous  pouvons  mettre  les  substitutions  de  G  et  G'  sous  la 
forme  des  deux  Tableaux  : 


T,S,, 

T,  S2,     . 

-,     T,  S,, 

t;  sl5 

t;s2.    . 

•■     TiS^, 

T,S,, 

T2  S„     . 

-,     T2Sj, 

et 

t;  Si, 

T2  Si,      . 

T'    S 

1  2    0{/.» 

T„S,, 

T„S2,     . 

•  ;           t  n  Ojj, 

T'„-S,, 

T„-S3,     . 

T  ,  S 

nous    introduisons    seulement,     pour    la    symétrie,    la    substitution 
T,  =  T',,  =  i  ;  on  a  aussi  S1  =  i,  comme  plus  haut. 
Montrons  que  les  substitutions 

TyTpSa 

j>       i       mm  ,        7  /-, 

J or ment  un  groupe  a  ordre  contenant  tes  deux  groupes  U 

\x 

et     G'    comme    sous-groupes     invariants ,      et     que     le     groupe 
T(S1,  S2,  .  •  -,  Su.)  est  un  sous-groupe  invariant  de  G  et  de  G'. 
Démontrons  d'abord  la  dernière  partie  de  l'énoncé;  on  a 

TpSrS«(  TpSY)-i  -  TpSySaSy1  Tp1  =  TpSa<  Tp1  =  S*-. 
La  dernière  de  ces  égalités  provient  de  ce  que  les  deux  groupes  G  et 


(  '  )  [Nous  suivons  la   même  marche   que   M.  Nktto  dans  son   Traité  des  substitu- 
tions (  p.  H-  el   sniv.). 


THÉORIE    DES    SUBSTITUTIONS    ET    DES    ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.  489 

G'  sont  permutables,  car,  Sa  appartenant  à  G',  sa  transformée  par 
la  substitution  Tp  de  G  appartient  à  Gy;  d'autre  part,  cette  trans- 
formée de  S^  par  Tp,  formée  de  substitutions  de  G,  appartient  à  G  : 
elle  appartient  dont'  à  G  et  à  G',  c'est  donc  une  substitution  S'^. 
Pour  la  première  partie  du  lemme,  faisons  le  produit  de  deux 
substitutions  de  la  forme  indiquée;  en  désignant  par  la  lettre  S 
avec  un  indice  une  substitution  de  G,  on  aura  à  faire  le  produit  des 
deux  substitutions 

(e)  TySx     et     T'r  Sx;. 

Or,  le  produit  Tv  Sx  Ty2x'  peut  s'écrire 

1  y    ly'-A"-// 

si  l'on  observe  que  l'on  a 

SxTT'=TY'£x' 

comme    conséquence    de    la  relation   Tw1  S>vT' =  ^x"  ?    qui  exprime 
que  les  groupes  G  et  G'  sont  permutables.  Or,  d'autre  pari, 


TjTr=  lys*. 

Nous  avons  donc  le  produit  des  substitutions   (e)  sous  la  forme 

y"  ^a' -a" -/,'  —    I  y" -a"  ; 

il  est,  par  suite,  de  même  forme  que  chacune  des  substitutions  (s). 
On  verrait,  par  des  transformations  analogues,  que  l'inverse  d'une 
substitution  de  la  forme  (s)  et  le  quotîentde  deux  telles  substitutions 
sont  encore  de  la  même  forme.  Ces  substitutions  forment  donc  un 
groupe;  nous  l'appellerons  le  groupe  A. 

Pour  évaluer  l'ordre  du  groupe  ainsi  obtenu,   el   montrer  qu'il   esl 
égal  au  nombre  des  T'  multiplié   par  le  nombre   des  S,   c'est-à-dire 

t  n>  m         -i  en         i         c    •  •  i  i 

///mou  ,    il    sultil    de    laire    voir    que    toutes    les   substitutions 

a  » 

TyTpSa  sont  distinctes,  a,  |j,  y  ayant  les  valeurs 


a  =  i 

,  '^,  . 

,  . ,  ;j.. 

M' 

,  '2,   . 

• ,  n , 

Y  =  ' 

,  2,    ■  . 

.  .  //'. 

Si  l'on  avait,  en  effet. 


TyTpSa^Ty.Tp-Sa', 
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on  en  déduirait 

T,Y7iTÇ=Tp,Sa'S51Tp,; 

le  premier  membre  représente  une  substitution  du  groupe  G',  le 
second  une  substitution  du  groupe  G  ;  ils  ne  peuvent  être  égaux  que  si 
leur  valeur  commune  représente  une  substitution  de  F,  c'est-à-dire 
une  substitution  S.  On  aurait  donc 

J   y  1  y  —    Sjg 

OU 

Ty=Ty.S5, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  d'après  la  loi  même  de  formation  des  deux 
Tableaux,  que  si  y  =  v'  et  S$=  i.  On  en  déduit 

Tp=  Tp/Sa'S^1 

et,  par  suite,  (3  =  fi',  a  =  y.'  pour  la  même  raison.  L'ordre  du  groupe  A 
est  donc 


ni  in 


Le  groupe  A  admet  évidemment  comme  sous-groupes  les  groupes 
G  et  G';  il  faut  faire  voir  que  chacun  d'eux,  G,  par  exemple,  est  un 
sous-groupe  invariant.  Soient  Sa  une  substitution  quelconque  de  G, 
el  TySp  une  substitution  quelconque  de  A.  La  transformée  de  la  pre- 
mière par  la  seconde  est 

TySpSaSfTy-^TySgTy-1. 

Or,  G  et  G'  étant  permutables,  la  transformée  de  Sg  par  T'  donne 
encore  une  substitution  de  G.  et  le  théorème  est  établi. 

27.  Arrivons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Jordan.  En  partant  du  groupe  G,  nous  avons,  on  le  suppose,  les 
deux  suites  définies  plus  haut 

([)  G,     G,,      G2,      .... 

"'  G,     G',,     G'2,     .... 

Les  deux  groupes  G,  et  (\\  sont  permutables,  el  nous  allons  leur 
appliquer  le  théorème  que  nous 'venons  d'établir  pour  les  groupes 
appelés  G  et  G' au  paragraphe  précédent,  Que  devient  ici  le  groupe  A? 
M  doit  se  confondre  avec  G.  Tout  d'abord,  en  effet,  A  n'admet  que 
des  substitutions  appartenant  à   G;  c'est  donc  un  sous-groupe  de  G. 
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Ensuite  c'est  un  sous-groupe  invariant,  comme  le  sont  G,  et  G, ,  ce 
que  vérifie  un  calcul  tout  analogue  à  ceux  que  nous  avons  faits  plus 
haut.  Si  donc  A  ne  se  confondait  pas  avec  G,  ce  serait  un  sous-groupe 
invariant  de  G  admettant  G,  et  G',  comme  sous-groupes,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  Gt  et  G[  sont  des  sous-groupes  maximums. 
H  résulte  de    à  que,  si  l'on  désigne  par 


m,     /»!,     nu, 
m,     m\,     m'*,, 


les  ordres  des  groupes  des  deux  suites,  on  aura 


m  |  m 

m  =  


\k  désignant  l'ordre  du  groupe  Y  formé  par  les  substitutions  com- 
munes de  G{  et  de  G[ . 

D'autre  part,  le  groupe  V  d'ordre  y.  est  un  sous-groupe  invariant 
de  G,  et  G,,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  précédent;  nous 
allons  montrer  qu'il  est  maximum.  Supposons,  en  eflet,  qu'il  existe 
un  sous-groupe  H  invariant  de  G(  contenant  I\ 

Nous  allons  montrer  que  le  groupe  H  est  permutable  à  G\ .  Dési- 
gnons respectivement  par  s,  s'  et  /^,avec  des  indices,  les  substitutions 
de  G1?  de  G[  et  de  H.  On  voit  de  suite,  en  groupant  convenablement 
les  termes,  que  la  substitution 


i  /,-i 


appartient  à  la  fois  à  G,  et  à  GJ  et,  par  suite,  à  T.  Soit  S>.  cette  sub- 
stitution. On  en  conclut 

ce  qui  montre  que  H  et  Gj  sont  permutables. 

Appliquant  alors  le  même  théorème  à  ces  deux  groupes,  on  pour- 
rait former  un  groupe  permutable  à  G  et  contenant  G\  comme  sous- 
groupe,  ce  qui  est  impossible,  puisque  G[  est  maximum.  Le  groupe  H 
n'existe  donc  pas,  et  F  est  un  sous-groupe  invariant  maximum  de  G, 

et  g;. 

Considérons  maintenant  une  suite  de  composition  du  groupe  F 


4g2 

CHAPITRE    XVI. 

les  deux  suites 

(III  i 

G, 

G,,     r,    r,,     ... 

i        r> 

(IV) 

G, 

G'tl    r.    r;,    ... 

,        I 

formeront  deux  suites  de  composition  du  groupe  G.  Pour  ces  deux 
suites  les  facteurs  décomposition  sont  les  mêmes;  la  chose  est  évi- 
dente à  partir  de  I\  puisque  les  termes  sont  identiques;  et,  pour  les 
deux  premiers  intervalles,  cela  résulte  de  la  relation  établie  ci-dessus 


m   _  m, 

ni  i  u. 


donc  Tordre  seulement  des  deux  premiers  facteurs  est  interverti. 

Puisque  les  séries  (III)  et  (IV)  ont  les  mêmes  facteurs  de  composi- 
tion, le  théorème  que  nous  avons  en  vue  sera  établi,  si  nous  prouvons 
que  (1)  et  (III),  d'une  part,  (II)  et  (IV),  d'autre  part,  ont  les  mêmes 
facteurs.  Mais,  pour  ces  deux  derniers  couples,  la  démonstration  est 
d'un  degré  moindre  de  difficulté,  car,  tandis  que  les  suites  (I)  et  (II) 
n'avaient  qu'un  groupe  commun  (le  premier),  les  suites  (I)  et  (III)  ont 
deux  groupes  communs  G  et  G,  ;  en  raisonnant  de  la  même  manière 
on  ramènera  la  démonstration  à  celle  du  théorème  pour  le  cas  de 
deux  suites  ayant  les  trois  premiers  groupes  communs,  et  ainsi  de 
suite,  de  proche  en  proche;  ce  qui  établit  le  théorème. 

28.  Dans  un  intéressant  Mémoire  ('),  M.  Holdera  étendu  le  théo- 
rème de  M.  Jordan,  en  établissant  que,  non  seulement  les  facteurs 
numériques  de  composition  forment  une  suite  invariable,  mais  que  les 
groupes  considérés  plus  haut  (§  23),  désignés  par 

G  |  Gj,     Gi  |  G2,     . . . , 


et  que  l'on  peut  appeler  les  groupes  facteurs  de  G,  forment  un* 
suite  qui  est  seulement  permutée  lorsqu'on  passe  d'une  suite  d( 
composition  de  G  à  une  autre.  INous  renverrons  pour  la  démons 
t ration  au  travail  de  M.  Holder. 


(')  O.  Holder,  Zurùckfiihrung  einer  beliebigen  algebraisclien  Gleichung  auf 
eine  Kette  von  Gleicliungen  (Math.  Annalen,  t.  XXXIV,  1889).  Ce  Mémoire  contient 
une  remarquable  et  rigoureuse  exposition  des  principaux  problèmes  concernant  le 
groupe  d'une  équation. 
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29.  Gomme  exemple,  considérons  le  groupe  symétrique  et  cher- 
chons à  le  décomposer  en  formant  la  suite  définie  ci-dessus.  jNous 
ferons  d'abord  une  remarque  générale  sur  la  transformée  d'une  sub- 
stitution par  une  autre  substitution;  soient  S  une  substitution  et 

TST-i 

sa  transformée  par  T.  Montrons  que  ces  deux  substitutions  sont 
composées  d'un  même  nombre  de  cycles  portant  respectivement  sur 
un  même  nombre  de  lettres,  ce  qu'on  exprime  souvent  en  disant 
qu'elles  sont  semblables.  En  effet,  soit 

S  =  (xx  a?2#3  . . .)  (x/e  ...)... , 
en  mettant  les  cycles  en  évidence,  et  soit  la  substitution 


/      Xr.X'AX  ;    .    .    .     X,     .    .    .     XV       \ 

T  =  '      '  )  • 

\  xx  x.2  x:i  .  .  .  Xk  .  .  .  x„   J 


En  effectuant  successivement  les  trois  substitutions  T"1,  S,  T, 
léléinent  xa  est  remplacé  par  .rt,  puis  par  x-2l  et  enfin  par  x$\  donc 
la  substitution  TST-1  transforme  xa  en  .rp,  puis  .rp  en  a.'y,  et  ainsi  de 
suite,  dentelle  sorte  que 

TST-i  =  (#a^T...)(>A...)...; 

ce  qui  établit  bienlassertion  posée  plus  haut.  Il  en  résulte  immédia- 
tement que  les  deux  substitutions  S  et  TST-1  peuvent  être  obtenues 
en  faisant  un  [même  nombre  de  transpositions,  puisque  des  substi- 
tutions circulaires  d'un  même  nombre  de  lettres  correspondent  à  un 
même  nombre  de  transpositions. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  montrer  que  le  groupe  alterné  est  un  sous- 
groupe  invariant  du  groupe  symétrique,  car  la  transformée  dune 
substitution  du  groupe  alterné  par  une  substitution  quelconque 
renferme,  d'après  ce  qui  précède,  un  nombre  pair  de  transpositions 
et  appartient,  par  conséquent,  au  groupe  alterné.  On  remarquera,  en 
outre,  que  le  groupe  alterné  est  un  sous-groupe  invariant  maximum 
du  groupe  symétrique,  puisque  l'ordre  d'un  sous-groupe  du  groupe 
symétrique,  étant  un  diviseur  de  i  .i...n,  ne  peul  être  supérieur 
,    i  .  ï  .  .  .  n 


■i 


Nous  allons  maintenant  établir  que,  si  n  est  supérieur  à  quatre,  il 


4 9 4  CHAPITRE    XVI. 

n'y  a  pas  d'autre  groupe  invariant  dans  le  groupe  symétrique 
que  le  groupe  alterné.  Nous  emprunterons  la  démonstration  de  ce 
théorème  au  Traité  de  M.  Jordan  (p.  63). 

Soit  I1  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  symétrique.  Supposons 
en  premier  lieu  que,  parmi  les  cycles  dune  de  ses  substitutions  S,  il 
en  existe  un  contenant  plus  de  deux  lettres;  comme,  par  une  substi- 
tution convenable  du  groupe  symétrique,  cette  substitution  S  se  trans- 
forme en  une  substitution  quelconque  pourvu  que  cette  dernière  ait 
ses  cycles  en  même  nombre  et  avec  le  même  nombre  de  lettres  que 
S,  nous  aurons  certainement  dans  Y  les  deux  substitutions 

S,  =  (,/;a.ct3.^ rg)  (xex9  . .  .  ) 

S2  =  (  x$XqlXv  . . .  a?g)  (.r£a?<p ...)..., 

les  cycles  non  écrits  étant  les  mêmes  dans  les  deux  substitutions.  Pre- 
nant maintenant  la  substitution 

Sï'S-2, 

elle  fera  aussi  partie  de  T;  mais  elle  se  réduit  visiblement  au  cycle 
portant  sur  trois  lettres  arbitraires 

(a?aarpa?j), 

toutes  les  lettres  autres  que  ra,  #p,  >rg  n'étant  pas  modifiées. 

Supposons  en  second  lieu  que  tous  les  cycles  de  S  contiennent  au 
plus  deux  lettres;  nous  aurons  dans  T  les  deux  substitutions 

Si  =  (xoL&p)  Of#8)  •  •  -, 
S2=  fvr)  Opa?8) 

les  cycles  non  écrits  étant  toujours  les  mêmes,  et,  par  suite,  leur  pro- 
duit S2S,  est  égal  à 

S  =  Oaa?s)Opa?r), 

toutes  les  lettres  autres  que  ara,  #g,  x$,  xy  n'étant  pas  modifiées. 
Soit  maintenant  n^>/\\  le  groupe  V  contiendra  de  même 

^  étant  une  lettre  arbitraire  différente  de  a,[j,y,ô.  On  a  enfin 

StS  ==  (x^x^xr), 
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et  nous  avons  encore  dans  T  une  substitution  circulaire  d'ordre  trois 
portant  sur  trois  lettres  arbitraires. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'un  groupe,  contenant  tous  les  cycles  de 
trois  lettres  arbitraires,  se  réduit  au  groupe  symétrique  ou  au  groupe 
alterné.  En  effet,  le  produit  T'  T  des  deux  substitutions 

T  =  fax^xz), 
est  égal  au  produit 

{X\Xk)  (x*x:i  ) 

de  deux  transpositions,  et  inversement  le  produit  de  deux  transposi- 
tions est  égal  à  un  produit  de  substitutions  circulaires  de  trois  lettres. 
Il  en  résulte  que  le  groupe  T  contient  nécessairement  le  groupe 
alterné;  si  donc  il  ne  coïncide  pas  avec  le  groupe  alterné,  il  sera 
nécessairement  le  groupe  symétrique. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  le  groupe  alterné  de  n  élé- 
ments est  simple  (n  >>  4)  et  que,  par  conséquent,  la  suite  de  compo- 
sition du  groupe  symétrique  G  est 

G,     G,,     i, 

Gt  désignant  le  groupe  alterné.  J'indiquerai  de  ce  théorème  la 
démonstration  suivante,  qui  m'a  été  communiquée  par  M.  Simart. 
Supposons  que  le  groupe  alterné  possède  un  sous-groupe  invariant  T. 
On  peut  mettre  le  Tableau  des  substitutions  du  groupe  symétrique  G 
sous  la  forme 

^h  ^2,         •  •   •  i  ^u.j        •  •  •  •  S\, 


TS,,     TS,,     ....     TSjj.,     ...,     TSN. 

2 

La  première  ligne  représente  le  groupe  alterné  G,  et  T  désigne 
une  substitution  arbitraire  de  G  n'appartenant  pas  à  G1;  par  exemple 
la  transposition  (x{  x2). 

Soient  S,,  S2,  ...,  S^  l'ensemble  des  substitutions  formant  dans  G, 
le  groupe  invariant  I\  Le  groupe  transformé  de  T  par  T,  soit  T', 
appartient  à  G<  et  est  un  groupe  invariant  de  G<.  En  effet,  en  dési- 
gnant par  S  une  substitution  quelconque  de  G,,  on  remarque  d'abord 
que  ST^TS',  puisque  ST  est  une  substitution  de  G  n'appartenant 
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pas  à  G,,  et  Ton  en  déduit 

LTSpT-12-i=  (ST)Sp(ST)-»=  TS'SpS'-iT-1  =  TSaT-i, 

Sx,  Sa  désignant  des  substitutions  du  groupe  T. 

Supposons  que  ces  deux  groupes  Y  et  V  aient  des  substitutions 
communes  :  elles  forment  un  nouveau  groupe  V  invariant  de  G,, 
dont  la  transformée  par  T  est  identique  à  F",  car  la  transformée  de  V 
estT,  comme  on  le  voit  immédiatement.  On  en  conclut  que  T"  est  un 
invariant  du  groupe  symétrique.  Mais  il  résulte  du  théorème  précé- 
dent que,  pour  n >>  4,  le  groupe  G  symétrique  n'a  pas  d'autre  invariant 
que  le  groupe  alterné  G,.  Donc  les  groupes  T  et  V  n'ont,  en  dehors 
de  la  substitution  un,  aucune  substitution  commune.  D'ailleurs,  T  et 
T7  sont  deux  groupes  invariants  de  G,,  permutables.  Appliquant  le 
lemme  du  paragraphe  26,  on  pourra  former  avec  ces  deux  groupes  un 
groupe  A  d'ordre  a2,  invariant  de  G)?  dont  le  terme  général  sera 

/et  =  1 . 2 .  .  .  u \ 
TSpT-iS-a 

r  \  [i  =  I  .  2 .  .  .  [X  / 

et  ce  groupe  A  sera  aussi  un  invariant  du  groupe  symétrique  G  :  on  a, 
en  effet, 

(ST)TSpT-tSa(2T)-'  =  SSftT-iSaTSp1SpS-»  =  STSyT-iSp2-i. 
Par  suite,  le  groupe  A  doit,  dans  le  cas  général,  coïncider  avec  le 

1  ,    /-.  •  a  •      1 5  '       1  •     '       .,         1 . 2 ...  n 

groupe  alterne  Ur,,  ce  qui  entraînerait  légalité  \*-~= — ■ >  qui   est 

impossible,  comme  on  le  voit  facilement  en  s'appuyant  sur  ce  théo- 
rème :  entre  a  et  ici —  2  il  y  a  au  moins  un  nombre  premier. 

La  proposition  est  donc  établie. 

La  conclusion  précédente  ne  s'applique  pas  à  ii^=^',[q  groupe 
symétrique  G  contient  alors  d'autres groupesinvariants  que  le  groupe 
alterné  Gi  ;  il  nous  suffira  d'en  indiquer  un.  Nous  avons  considéré 
(§  7)  le  groupe  T,  d'ordre  huit,  laissant  invariable  la  fonction 

et  ce  groupe  F  nous  a  conduit  aux  trois  fonctions  0,,  co2,  co3  en  posant 

Cp2  =  X\  X3  -f-  2?2.3"4, 
Ç>3  =  X\  X>+  ~\~  X^X-j. 
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D'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  22),  le  groupe  H,  laissant  inva- 
riables ©,,  o2,  cp3,  sera  un  groupe  invariant  dans  G.  Or,  ce  groupe  H 
contient  d'autres  substitutions  que  la  substitution  un;  il  est  formé  des 
quatre  substitutions 

qui  laissent  toutes  quatre  invariables  les  fonctions  <p.  Le  groupe  H 
est  aussi  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  alterné  G, ,  et  si,  enfin, 
nous  considérons  le  groupe  H'  formé  par  les  deux  substitutions 

ce  groupe  est  un  sous-groupe  de  H,  et  il  en  est  manifestement  un 
sous-groupe  invariant;  car  la  transformée  de  S2  Par  une  substitution 
de  H,  par  exemple  S3,  est  égal  à  S2. 

Il  résulte  de  là  que,  si  nous  considérons  la  suite  des  groupes 

G,     G,,     H,     H',     1, 

chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et  les 
ordres  de  ces  groupes  sont  respectivement 

24,     12,     4,     2,     r. 

Cette  suite  joue  un  rôle  important  dans  la  résolution  de  l'équation 
du  quatrième  degré,  comme  nous  le  verrons  au  paragraphe  40. 


VI.  —  Réduction  du  groupe  d'une  équation  algébrique. 

30.  Les  propriétés  du  groupe  d'une  équation  sont  extrêmement 
importantes  pour  l'étude  de  cette  équation.  Nous  partons  toujours 
d'un  domaine  donné  de  rationalité;  nous  considérons  une  équation 
dont  les  coefficients  appartiennentà  ce  domaine,  et  nous  commençons 
par  quelques  théorèmes  et  remarques  préliminaires.  Démontrons 
d'abord  que  toute  équation  irréductible  a  son  groupe  transitif  et 
réciproquement. 

Je  suppose,  en  effet,  que  le  groupe  G  de  l'équation 

de  degré  n  ne  soit  pas  transitif;  il  existera  alors  au  moins  un  groupe 
P.  -  III.  32 
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de  racines  .r,,  #2?  •  •  •  ?  ^a  en  nombre  inférieur  à  n,  tel  que  toutes  les 
substitutions  de  G  les  laissent  invariables  ou  les  permutent  entre  elles, 
mais  non  avec  les  autres.  Les  substitutions  de  G  n'allèrent  donc  pas 
les  fonctions  symétriques  de  #<,...,  â?a;  donc  ces  fonctions  sont 
rationnelles  et  f(x)  admet  le  diviseur  de  degré  a<  n 

(ar  — o?1)...(a?  — a?»), 

dont  les  coefficients  appartiennent  au  domaine  de  rationalité,  et 
l'équation  est  réductible. 

Réciproquement,  supposons  G  transitif  :  je  dis  que  l'équation  est 
irréductible.  En  effet,  si  elle  ne  l'était  pas,  nous  aurions  poury(^) 
un  diviseur  rationnel 

O(X)  =  {X  —  XX)..  .(X  —  Xz)  (0C<7l). 

Or  soit  :ra+,  une  racine  def(x)  autre  que  .2*,,  . . .,  xu;  G  contient  une 
substitution  S  qui  remplace  x{  par  xa+t .  Cette  substitution  transfor- 
mera donc  v(x)  en  un  autre  produit  différent  de  celui-là,  puisqu'il 
contient  le  facteur  x  —  xa+i.  Donnons  à  x  une  valeur  arbitraire  du 
domaine  de  rationalité  :  dans  ces  conditions,  o  (x)  devrait  être  ration- 
nellement exprimable,  mais  cela  sera  impossible  parce  qu'alors  il 
devrait  rester  invariable  par  les  substitutions  de  G,  ce  qui  n'a  pas 
lieu,  puisque,  après  la  substitution  S,  ®(x)  se  transforme  en  un  autre 
produit,  et  les  deux  produits  ne  peuvent  être  égaux  pour  toute  valeur 
de  x  du  domaine  de  rationalité,  car  cela  entraînerait  leur  égalité 
manifestement  impossible  pour  toute  valeur  de  x. 

31.  Nous  avons  rencontré  plus  haut  des  équations  irréductibles 
dont  les  racines  sont  fonctions  rationnelles  d'une  d'entre  elles.  Con- 
sidérons d'une  manière  générale  une  équation  de  cette  nature  et 
montrons  que  l'ordre  de  son  groupe  est  égal  à  son  degré. 

Soient,  en  effet,  xK  ,x2 , .  . . ,  xn  les  racines  de  l'équation  irréduc- 
tible 

f(x)  =  o 

et  la  fonction  Y  considérée  dans  la  théorie  de  Galois 
V  =  a{  Xi -h  a%Xi-\-. .  .-+-  anxn. 

Puisque  #2?  •  •  •  >  xn  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x{,  on  pourra 
exprimer  Y  en  fonction  rationnelle  de  x{  ;  soit 

V  =  R(*,). 
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L'ordre  du  groupe  de  l'équation  f  est  le  degré  de  l'équation  irré- 
ductible dont  V  est  racine;  il  ne  peut  donc  être  supérieur  à  n,  car 
R(#,)  ne  peut  avoir  plus  de  n  valeurs.  Mais,  puisque  ce  groupe  est 
transitif,  il  faut  qu'il  contienne  au  moins  n  substitutions  pour  que^r, 
puisse  être  remplacé  par  lui-même  et  chacune  des  autres  lettres 
X2-,  •  •  •  -,  %n-  L'ordre  du  groupe  est  donc  égal  à  n. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  donc  exacte,  c'est-à-dire  que,  si  le 
groupe  d'une  équation  est  transitif  et  si  son  ordre  est  égal  à  son 
degré,  toutes  les  racines  de  V équation  sont  fonctions  rationnelles 
d' une  quelconque  d'entre  elles.  En  effet,  d'abord  l'équation  est  irré- 
ductible, puisque  son  groupe  est  transitif.  Ensuite,  considérons  une 
des  racines  xK  et  adjoignons-la  au  domaine  primitif  de  rationalité.  Le 
groupe  de  l'équation  se  réduira,  après  cette  adjonction,  aux  substitu- 
tions laissant  xK  invariable;  mais,  puisque  le  nombre  des  substitutions 
est  égal  à  n,  il  n'y  a  d'autre  substitution  que  la  substitution  unité  lais- 
sant x i  invariable,  car,  s'il  y  en  avait  p,  l'ordre  du  groupe  serait  égal 
au  moins  à  on.  Donc  le  groupe  se  réduit  à  la  substitution  unité. 
L'équation  irréductible  •}  (V)  ==  o  de  Galois  est  donc  du  premier  degré 
et,  par  suite,  l'équation  est  résolue.  Donc  x->,  ...,  xn  sont  fonctions 
rationnelles  de  xK. 

Le  cas  où  le  nombre  n  est  premier  est  particulièrement  simple. 
Prenons  une  des  substitutions  du  groupe  qui  ne  soit  pas  la  substitu- 
tion unité;  ses  diverses  puissances  forment  un  sous-groupe  du  groupe 
considéré,  dont  l'ordre  doit  être  un  diviseur  de  n .  Ce  sous-groupe  est 
par  suite  d'ordre  n  ;  il  forme  donc  le  groupe  total  qui  est  alors  formé 
des  puissances  d'une  même  substitution.  Celle-ci  doit  se  réduire  à 
une  substitution  circulaire,  car,  si  elle  se  composait  de  plusieurs 
cycles,  l'ensemble  de  ces  puissances  formerait  un  groupe  dont  l'ordre 
serait  le  plus  petit  multiple  commun  des  nombres  de  lettres  des  diffé- 
rents cycles  et,  par  suite,  n  ne  serait  pas  premier.  Il  est  aisé  démon- 
trer que  V équation  peut  être  résolue  par  radicaux.  Soit,  en  effet, 
a  une  racine  nieme  de  l'unité;  on  voit  immédiatement  qu'en  adjoi- 
gnant a  au  domaine  de  rationalité  l'expression 


(xi  H-  aa?2  -l-  •  •  •  -+-  *fl_1  xn  )"■ 

est    rationnellement  exprimable,  car  elle  reste  invariable   quand   on 
effectue  sur  ;r,,  x->,  ...,  xu  une  permutation  circulaire.  11  en  résulte 
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que  les  n  expressions 

où  Ton  donne  à  a  les  /?  valeurs  racines  de  l'équation  xn  =  i,  peuvent 
s'exprimer  par  des  racines  nièmcs  de  quantités  connues,  et  l'équation 
est  par  suite  sol  uble  par  radicaux.  En  dehors  des  racines /zièmes  de  F  unité, 
il  suffît  d'introduire  dans  cette  résolution  un  seul  radical;  je  dis,  en 
effet,  que  si  (3  et  a  désignent  deux  racines  /2iemes  de  l'unité  distinctes 
de  l'unité,  on  pourra  exprimer 

rationnellement  au  moyen  de 

Va=  xx+  aa?2-h.  .  .-*-  a" lxn. 

On  sait,  en  effet,  que  [i  peut  se  mettre  sous  la  forme  a?,  q  étant  un 
entier  ;  considérons  alors  le  produit 

Il  ne  change  pas  quand  on  fait  la  permutation  circulaire  (3?,,. r2,...,.r,/), 
comme  on  le  reconnaît  de  suite.  Ce  produit  s'exprime  donc  ration- 
nellement et,  par  suite,  Vp  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  Va; 
nous  n'avons  donc  qu'un  seul  radical  nleme  dans  l'expression  des 
racines,  indépendamment  des  racines  ft,ùmes  de  l'unité. 

32.  Nous  avons  montré,  au  paragraphe  18,  que  l'on  pouvait  prendre 
une  fonction  rationnelle  des  racines  d'une  équation  sous  une  forme 
ou  sous  une  autre,  du  moment  que  les  substitutions  à  effectuer  appar- 
tiennent au  groupe  de  l'équation;  c'est  une  remarque  qui  nous  per- 
met, sous  la  condition  indiquée,  de  raisonner  sur  les  fonctions 
rationnelles  des  racines  comme  si  ces  racines  étaient  des  variables 
indépendantes;  soit  une  fonction  rationnelle 

<p(a?i,:r2,  .  .  .,  xn) 

des  racinesde  l'équation/(.2?)  =  o,  et  supposons  que,  pour  l'ensemble 
des  substitutions  du  groupe  G  de  cette  équation,  la  fonction  <p 
prenne  p  valeurs  numériques  (')   distinctes   que   nous   désignerons 

(')  Il  ne  s';igira  plus,  par  la  suite,  que  des  valeurs  numériques  des  fonctions  des 
racines,  et,  quand  nous  parlerons  d'une  fonction  transformée  en  une  autre  par  une 
substitution,  il  sera  toujours  question  de  la  valeur  numérique  de  la  fonction. 
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par 

Si  o  est  moindre  que  l'ordre  v  du  groupe  G,  il  y  aura  un  certain 
nombre  r  de  substitutions  transformant  cp4  en  lui-même.  En  raisonnant 
alors  comme  nous  l'avons  fait  au  paragraphe  20,  on  mettra  l'ensemble 
des  substitutions  de  G  sous  la  forme 

Ô  ]  ,  ^2  ?         •  •  •  5  ^  /■> 

T,     S,,     T,      S2,     ....     T,      Sr, 


Tp-iSj,     Tp-tS-2,     ...,     Tp_!  Sr. 

Les  substitutions  de  la  première  ligne  forment  un  groupe  qui  trans- 
forme <d{  en  elle-même.  Le  groupe  de  substitutions 

TjSxTy1         (X  =  i,2,...,  r) 

transformera  cp2  en  elle-même;  tous  les  raisonnements  sont  les  mêmes 
qu'aux  paragraphes  20,  21,  22,  23,  et  les  mêmes  considérations 
trouvent  leur  place,  quoiqu'il  s'agisse  ici  de  valeurs  numériques 
des  fonctions,  tandis  qu'on  considérait  plus  haut  des  fonctions 
variables  indépendantes. 

Nous  avons  déjà  dit  que  cp(,  <p2?  •  •  •  »  ^a  satisfont  à  une  équation 
d'ordre  p  à  coefficients  rationnellement  exprimables.  Cette  équation 
est  irréductible,  car  autrement  on  aurait  un  facteur 

(7  —  ?i  )  (7  —  ?»)■  •  -(r  —  ?*)      (*  <  p)i 


qui  serait  rationnel,  en  prenant  pour  y  une  quantité  quelconque  du 
domaine  de  rationalité.  Ce  facteur  devrait  rester  invariable  pour 
toute  substitution  du  groupe,  ce  qui  est  impossible  puisque,  par  une 
substitution  du  groupe,  on  peut  changer  ©,  par  exemple  en  ©*', 
k'  étant  supérieur  à  k.  Nous  désignerons  par 

S(cp)  =  o 

l'équation  ayant  pour  racines  cp<  ,  cp2, . . . ,  ©p.  On  peut  dire  que  son 
degré  est  égal  au  quotient  de  l'ordre  du  groupe  G  par  V ordre  du 
groupe  laissant  cp,  invariable. 

33.   Ces  remarques  faites,   arrivons  au  problème  de  la  réduction 
du  groupe  d' une  équation. 
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Quand  on  a  formé  la  résolvante  de  Galois 

T(  V)  =o 

et,  pour  un  domaine  donné  de  rationalité,  pris  un  facteur  irréduc- 
tible 

«KV)  =  o, 

la  série  des  opérations  effectuables  est  terminée.  Les  opérations  ne 
pourront  être  poussées  plus  loin  que  si  V adjonction  de  certaines 
grandeurs  non  rationnellement  exprimables  dans  le  domaine  primitif 
rend  réductible  le  polynôme  ^(V). 

Supposons  d'abord  que  l'on  adjoigne  une  fonction  rationnelle 

<pi(a?i,a?j,  ...,a?ft) 

des  racines.  On  remarque  tout  d'abord  que  les  substitutions  de  G, 
n'altérant  pas  la  valeur  numérique  deep,,  forment  évidemment  un 
groupe  T,  et  l'on  va  montrer  que  V adjonction  de  la,  valeur  de  <p, 
réduira  le  groupe  de  V équation  précédente  à  T. 

En  effet,  après  l'adjonction  de  cp,,  le  groupe  de  l'équation  ne  peut 
contenir  que  des  substitutions  du  groupe  initial  n'altérant  pas  cp,  ; 
donc  ce  groupe  ne  peut  être  que  F  ou  un  groupe  contenu  dans  T.  Mais 
il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  substitutions  de  T  feront  partie  du 
groupe  cherché;  car  toute  fonction  des  racines  exprimable  ration- 
nellement après  l'adjonction  de  <p,  sera  de  la  forme 

P  étant  rationnelle. 

Elle  restera  donc  invariable  pour  loutes  les  substitutions  qui 
laissent  o{  invariable.  Inversement,  toutes  les  fonctions  des  x  inva- 
riables par  les  substitutions  de  Y  s'expriment  rationnellement  à  l'aide 
de  cp|,  d'après  le  théorème  de  Lagrange  étendu  aux  valeurs  numé- 
riques (§  18).  Le  théorème  est  donc  établi. 

Plus  généralement,  si  l'on  adjoint  plusieurs  jonctions  des  ra- 
cines, le  groupe  de  V équation  sera  réduit  au  groupe  des  substitu- 
tions contenues  dans  G  et  n'altérant  pas  les  différentes  fonctions. 

34.  Supposons  maintenant  que  l'on  adjoigne  au  domaine  primitif 
de  rationalité  les  racines  de  l'équation  considérée  ci-dessus 

S(<p)  =  o, 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  valeurs  des  p  fonctions  ration- 
nelles ©i,  ©2,  .  . .,  ©p.  Le  groupe  de  l'équation  se  réduira  au  groupe  des 
substitutions  contenues  dans  G  et  n'altérant  pas  ces  différentes 
fonctions. 

Ceci  posé,  les  sous-groupes  correspondant  aux  différentes  fonctions©, 
considérés  au  paragraphe  32,  peuvent  n'avoir  d'autre  substitution  com- 
mune que  la  substitution  unité.  Le  groupe  H,  considéré  à  la  fin  du  para- 
graphe 22  et  qui  représente  le  plus  grand  sous-groupe  laissant  inva- 
riables©, ,©2, . .  . ,  ©p,  se  réduit  alors  à  la  substitution  unité,  et  par  suite 
l'adjonction  des  racines  de  l'équation  S  réduit  alors  à  l'unité  le  groupe 
de  l'équation.  Celle-ci  se  trouve  par  conséquent  résolue,  et  l'on  est 
assuré  de  pouvoir  exprimer  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  o  ration- 
nellement au  moyen  des  racines  de  l'équation  S.  On  n'aura  d'ailleurs 
aucune  difficulté  à  reconnaître  si  l'on  se  trouve  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  car  on  pourra,  comme  on  sait,  chercher  d'une  manière 
régulière  le  groupe  de  l'équation  en  adjoignant  ©, ,  ©2, . . .  ,  ©p,  et  l'on 
pourra  constalersice  groupe  seréduitàla  substitution  unité,  c'est-à-dire 
si  la  résolvante  de  Galois  admet  un  facteur  rationnel  en  V  du  premier 
degré.  Le  cas  que  nous  venons  d'étudier  n'amène  en  définitive  aucune 
simplification  dans  la  résolution  de  l'équalion;  la  résolution  des 
équations  f(x)  et  S(©)  sont  alors  deux  problèmes  absolument  iden- 
tiques. On  remarquera  que  ce  cas  se  présentera  toujours  quand  le 
groupe  G  est  simple. 

Il  en  est  tout  autrement  si  le  groupe  H  ne  se  réduit  pas  à  la  substi- 
tution unité.  Après  l'adjonction  de  ©,,  ©2,  ...,  ©p  le  groupe  de 
l'équation  ne  se  trouve  pas  réduit  à  la  substitution  unité,  puisqu'il  se 
réduit  à  H.  Soient  m  l'ordre  de  G  et  mt  l'ordre  de  H.  Cherchons 
l'ordre  du  groupe  de  l'équation 

S(cp)  =  o. 
On  trouvera  le  groupe  de  S  en  posant 

W=   MtCpj-j-  W2  ©2  -h  .  .  .  -+-  ^pCpp, 

les  il  étant  des  constantes  arbitraires  appartenant  au  domaine  de 
rationalité  ;  le  degré  d'un  facteur  irréductible  de  l'équation  donnant  W 
sera  l'ordre  du  groupe  de  S.  Mais,  d'autre  part,  W  peut  être  regardé 
comme  une  fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation  f(x)=  o, 
laquelle  fonction,  non  altérée  par  les  substitutions  de  H,  l'est  évidem- 
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nient  par  toute  autre  substitution  de  G.  Elle  dépend  donc,  d'après 
le  paragraphe  32,  d'une  équation  dont  le  degré  est  égal  au  rapport 
des  ordres  de  G  et  de  H.  Nous  pouvons  donc  dire  que  V équation  S 

a  un  groupe  cV ordre  — -;  nous  savons  d'ailleurs  (§  22)  que  H  est  un 

sous-groupe  invariant  de  G. 

Ainsi,  par  l'adjonction  des  racines  de  l'équation  auxiliaire  S,  dont 

le  groupe  est  d'ordre  — ,  nous  abaissons  l'ordre  du  groupe  de  l'équa- 
tion donnée  /  à  mK  ;  le  problème  de  la  résolution  de  V équation  f 
est  donc  ramené  à  deux  problèmes  d'un  caractère  plus  simple, 
puisque  les  ordres  des  groupes  des  équations  qu'on  a  maintenant 
à  considérer  sont  moindres  que  m. 

35.  Nous  avons  déjà  considéré,  au  paragraphe  23,  le  groupe  de 
l'équation  S;  les  notations  étaient  seulement  un  peu  différentes.  Ce 
groupe,  relatif  aux  <p,  y  était  désigné  par  la  lettre  g;  nous  avons  vu 
en  particulier  que,  si  H  est  un  sous-groupe  invariant  maximum,  le 
groupe  g  est  simple.  Par  suite,  le  groupe  relatif  à  l'équation  S  sera, 
dans  ce  cas,  un  groupe  simple. 

Ceci  nous  suggère  une  marche  à  suivre,  pour  réduire  à  des  pro- 
blèmes plus  simples  la  question  de  la  résolution  d'une  équation 
f(x)—  o.  Désignons  toujours  par  G  le  groupe  de  cette  équation  pour 
un  domaine  donné  de  rationalité;  nous  avons  dit,  au  paragraphe  pré- 
cédent, que  la  considération  d'une  équation  résolvante  comme  S  ne 
simplifie  rien  quand  G  est  un  groupe  simple,  car  les  résolutions  des 
équations  y*  et  S  constituent  deux  problèmes  identiques.  Mais  suppo- 
sons que  le  groupe  G  soit  composé,  et  désignons  par  G<  un  sous- 
groupe  invariant  maximum  de  G;  on  peut  former  une  fonction 
rationnelle  o  des  racines  de  f  restant  invariable  par  les  substitutions 
de  G  et  par   ces   substitutions  seulement.  Cette  fonction  dépendra 

d'une  équation  dont  le  degré  sera  le  quotient  — ?  en  désignant  par  m 

l'ordre  de  G  et  par  mK  l'ordre  de  G{  ;  soit 

cette  équation.  Son  ordre  sera  égal  à  son  degré,  d'après  la  règle  du 
paragraphe  précédent,  et  son  groupe  sera  simple.  L'adjonction  des 
racines  de  cette  équation  réduit  à  G,  le  groupe  de  l'équation/. 
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Nous  pouvons  continuer  de  la  même  manière  en  partant  de  Gi?  si 
ce  groupe  n'est  pas  simple.  Reprenons  donc  la  suite  des  groupes 

G,     Gi,     G2.     •  •  •  ?     Gp,     i, 

considérée  au  paragraphe  25,  et  soient 

m,     mu     m2,     ...,     mp,     1 

les  ordres  respectifs  de  ces  groupes;  nous  sommes  alors  conduit  au 
théorème  suivant  : 

La  résolution  de  V équation  proposée  dépendra  de  la  résolution 
d'équations  successives 

Chacune  de  ces  équations  est  irréductible  dans  le  domaine  pri- 
mitif auquel  on  adjoint  les  racines  des  équations  précédentes  et 
son  groupe  est  simple;  l'ordre  de  ce  groupe  est  égal  à  son  degré, 
et  ces  degrés  sont  respectivement 

m         m,\ 

— ,     — ,       ...,      m  p. 
m  y        m<i 

Le  groupe  de  lJ  équation  primitive  f,  après  adjonction  des 
racines  des  équations  S,  se  réduit  successivement  à 

Gi,     G2,     . . . ,     G7,,     1. 

On  voit  l'importance  que  prend  alors  le  théorème  de  M.  Jordan, 
démontré  dans  la  Section  V.  Les  degrés  des  équations  que  nous 
venons  de  signaler  sont  indépendants  de  la  façon  dont  on  formera 
la  suite  de  composition.  Le  théorème  de  M.  Hôlder  (§  28)  nous 
montre  déplus  que  non  seulement  les  ordres  des  groupes  auxiliaires, 
mais  ces  groupes  eux-mêmes,  restent  les  mêmes,  à  l'ordre  près, 

36.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  qu'on  adjoignait  une 
fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation.  Galois  suppose 
d'abord  dans  son  Mémoire  que  l'on  adjoigne  une  racine  /•  d'une 
équation  auxiliaire  irréductible  F(r)  =  o.  11  est  aisé  de  montrer  que 
le  point  de  vue  auquel  nous  nous  sommes  placé  est,  au  fond,  iden- 
tique à  celui  de  Galois. 
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Cherchons  d'abord  la  nature  des  modifications  que  pourra  amener 
l'adjonction  de  r.  Le  facteur  irréductible  ^(V)  peut  alors  devenir 
réductible;  s'il  en  est  ainsi,  on  aura  un  facteur 

X(V,  r). 

Il  n'y  a  pas,  dans  cette  réduction,  à  distinguer  une  racine  d'une 
autre  pour  l'équation  donnant  r,  et  l'on  aura  ainsi  dans  <|>(V)  un 
nombre  de  facteurs  égal  à  /?,  si  p  désigne  le  degré  de  l'équation  en  /*. 

D'après  cela,  si  l'on  représente  par  r{,  /*2,  ...,/>  les  racines  de 
l'équation  F(r)  =  o,  le  polynôme  ^(V)  sera  divisible  par  chacune 
des  fonctions 

(«)  X(V,n),     *(V,r2),     -..,     x(V,rp). 

Le  produit  de  ces  fonctions  est  une  fonction  entière  de  V  dont  les 
coefficients  appartiennent  au  domaine  primitif  de  rationalité;  dési- 
gnons-le par  II(V).  Les  racines  de  l'équation 

n(V)  =  o 

appartiennent  toutes  à  il,  et  elles  lui  appartiennent  nécessairement 
avec  le  même  degré  de  multiplicité  puisque  ^(V)  est  irréductible. 
On  aura  donc  nécessairement 

n(V)  =  c«V)]*, 

en  supposant,  comme  il  est  évidemment  permis,  que,  dans  y  et  <b,  le 
premier  coefficient  est  égal  à  l'unité. 

Les  racines  de  l'équation  <b  sont  toutes  exprimables  en  fonctions 
rationnelles  d'une  d'entre  elles.  Soient  Va  une  racine  de  l'équation 

X(V,r1)  =  o 

et  0(Va)  une  seconde  racine  de  la  même  équation,  8  étant  ration- 
nelle. Je  dis  que,  si  Vp  est  une  racine  de 

X(V,r2)  =  o, 

il  en  sera  de  même  de  6(Vp).  En  effet,  l'équation 

X:[6(Y),r1]  =  o 

est  satisfaite  par  la  racine  Va  de  l'équation  •^(V,r4)  =  o;  elle 
admettra  donc  toutes  les  racines  de  cette  dernière.  Ainsi  donc 

X[°(V);n], 


mise  sous  forme  entière,  est  divisible  par  y  (\  ,  /•,);  la  division  se  fai- 
sant exactement,  le  dernier  reste,  qui  est  un  polynôme  en  V  dont  les 
coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  r1?  sera  nul  identiquement. 
Ces  coefficients,  étant  nuls  pour  /-,,  devront  s'annuler  aussi  pour  r^ 
et  les  autres  racines  de  F(/*),  qui  est  irréductible;  ce  qui  établit  la 
remarque  énoncée. 

Il  en  résulte  que,  si  deux  polynômes  de  la  suite  (a-)  ont  une  racine 
commune,  ils  ont  toutes  leurs  racines  communes;  par  suite,  d'après 
l'identité 

n(V)  =  [<KV)]?, 

il  y  aura  seulement  -  facteurs  distincts  dans  la  suite  (a-).  A  l'adjonc- 
tion de  chacune  des  racines  de  l'équation  F  correspondra  pour 
l'équation  un  groupe  provenant  du  facteur  de  la  suite  (<r)  se  rappor- 
tant à  cette  racine.  Le  nombre  de  ces  groupes  ne  sera  pas  égal  à  p, 

mais  seulement  à  -,   et  leur  ordre   sera    égal   au  quotient  par  -  de 

l'ordre  du  groupe  initial.  Puisque  toutes  les  racines  de  l'équation  <i» 
sont  fonctions  rationnelles  d'une  d'entre  elles,  ces  groupes  sont  mani- 
festement les  transformés  de  l'un  d'eux  par  une  substitution  ration- 
nelle. Si  le  degré  p  est  un  nombre  premier  et  que  l'ordre  du  groupe 
soit  abaissé,  on  remarquera  que  q  est  nécessairement  égal  à  un;  les 
polynômes  de  la  suite  (?)  seront  alors  distincts,  et  l'ordre  du  groupe 
de  l'équation  sera  divisé  par/?,  quand  on  adjoint  une  racine. 

Dans  le  cas  où  l'on  adjoindra  toutes  les  racines  de  l'équation  en  r, 
le  groupe  de  l'équation  proposée  se  réduit  aux  substitutions  com- 
munes aux  —  groupes  dont  nous  venons  de  parler. 

Supposons  que  l'adjonction  d'une  racine  /'<  d'une  équation  irréduc- 
tible F(r)  =  o  réduise  le  groupe  d'une  équation  f{oc)  ~  o  de  G  à  G'(  ; 
je  dis  qu'on  peut  opérer  une  réduction  identique  en  se  donnant  la 
valeur  d'une  fonction  rationnelle  convenable  des  racines.  On  peut, 
en  etïet,  former  une  fonction  rationnelle  des  racines  dont  la  valeur 
numérique  reste  invariable  pour  les  substitutions  de  G,  et  pour 
celles-là  seulement.  Cette  fonction  rationnelle  cp,  (.?;,,  x2-,  ...,  x„) 
sera  racine  d'une  équation  irréductible  d'un  certain  degré  p,  soit 

S(<p)  =  o, 
qui  aura  pour  racines  cp,,  cp2,  .  .  . ,  ©p.  L'adjonction  de  la  racine  <p,  de 
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l'équation  S  produit  sur  le  groupe  G  le  même  eifet  que  celle  de  la 
racine  /*,  ;  elle  ramène  le  groupe  de  G  à  G\. 

On  peut  aller  plus  loin  et  montrer  que  l'adjonction  des  diffé- 
rentes racines  de  F(r)  =  o  peut  être  remplacée  par  V adjonction 
des  différentes  racines  de  S(«)  =  o.  Tout  d'abord  ©4,  restant  inva- 
riable parles  substitutions  de  G', ,  s'exprimera  rationnellement  à  l'aide 
de  r{  ;  écrivons  donc 

?i  =  e(rO. 

L'équation 

S[6(r)]  =  o, 

admettant  la  racine  r{,  admettra  les  racines 

ri}     r.2,     . ..,     rp 

de  l'équation  irréductible  F.  Les  quantités 

8(ri),     6(r2),      ...,     8(r>) 

sont  donc  contenues  dans  la  suite 

«pi  5     ?2,      • ..,     <pp. 

Or  l'équation  ayant  pour  racines  cp  =  0(/*i)  est  à  coefficients  ration- 
nellement exprimables  dans  le  domaine  initial  de  rationalité  ;  dési- 
gnons-la par 

P(?)  =  o. 

Toutes  ses  racines  appartiennent  à  l'équation  irréductible 

S(y)  =  o. 

Il  faut  donc  qu'elle  les  ait  toutes  et  avec  le  même  degré  de  multipli- 
cité, et,  par  suite, 

P(<p)  =  [S(o)]l*. 

Le  nombre  p  sera  donc  un  multiple  de  p  ;  u  des  valeurs  6(77)  sont 
égales  à  co,,  \x  autres  à  cp2,  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  posé,  soit  9(/*a)  =  cpa,  et  désignons  par  G^  et  G^  les  groupes 
auxquels  se  réduit  le  groupe  de  l'équation,  lorsqu'on  adjoint  respec- 
tivement ra  et  ©a.  Si  G\  désigne,  comme  plus  haut,  le  groupe  corres- 
pondant à  l'adjonction  de  ;*,,  nous  avons  dit  que  G',  et  G^  sont  de 
même  ordre.  Il  en  est  de  même  de  G'x  et  de  G\.  Gomme  oa  est 
rationnellement  exprimable  après  l'adjonction   de  ra,  le   groupe  G"x 
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contient  toutes  les  substitutions  de  G^  et,  par  suite,  ces  groupes  sont 
identiques. 

Le  théorème  est  donc  démontré.  Le  nombre  u  est  égal  à  l'entier  q 
rencontré  dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe. 

37.  D'après  ce  qui  précède,  l'adjonction  des  racines  de  l'équa- 
tion F(/)=:o   ramène  le  groupe  de  l'équation  au  groupe  commun 

aux  groupes 

G',,     G'2,     ...,     Gp, 

qui  correspondent  respectivement  aux  fonctions  cp,,  cp2,  .  .  .,  <pp.  Le 
degré  p  de  l'équation  F,  qui  est  égal  à  [i.p,  est  un  multiple  de  p,  et 
les  racines  de  cette  équation  se  partagent  en  p  groupes  de  \l  racines, 
comme  il  a  été  indiqué  plus  haut. 

Arrêtons-nous  sur  un  cas  particulier  très  important  pour  la  suite. 
Je  suppose  l'équation  F  telle  qu'une  quelconque  de  ses  racines 
s'exprime  rationnellement  à  l'aide  d'une  d'entre  elles.  Quand  on 
adjoindra  cette  racine,  il  se  trouvera  alors  qu'on  adjoindra  toutes  les 
autres;  il  en  résulte  que  les  groupes  G,,  G!,,  .  .  .,  Gp,  correspondant 
à  l'adjonction  des  diverses  racines,  coïncident.  Le  groupe  G  de 
l'équation,  après  adjonction  des  racines  de  F,  se  trouve  donc  ramené 
au  groupe  G',  ;  le  groupe  G  d'ordre  m  a  donc  été  abaissé  à  un  groupe 

d'ordre  —  .  Il  est  clair  que  G',  est  un  sous-groupe  invariant  de  G. 

Particularisons  davantage  encore  en  supposant  de  plus  que  p  soit  un 
nombre  premier  et  que  l'ordre  du  groupe  soit  abaissé.  Puisque  /?  =  jxp, 
il  faudra  nécessairement  que  \).  =  i   et,  par  suite,  V ordre  du  groupe 

de  V équation  sera  abaissé  de  m  à  —  • 
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38.  Les  généralités  qui  précèdent  sur  la  réduction  du  groupe  d'une 
équation  sont,  à  la  forme  près,  entièrement  dues  à  Galois,  en  faisant 
seulement  exception  pour  l'importante  remarque  qui  découle  des 
théorèmes  de  M.  Jordan  et  de  M.  Hùlder.  La  plus  belle  application 
qu'ait  faite  Galois  de  sa  théorie  est  relative  aux  équations  résolubles 
algébriquement.  On  dit  qu'une  équation  est  résoluble  algébriquement 
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ou  par  radicaux,  quand  on  peut  y  satisfaire  en  substituant  à  x  une 
expression  formée  au  moyen  des  éléments  appartenant  au  domaine 
de  rationalité  et  des  signes  des  opérations  suivantes  de  l'Algèbre  : 
addition,  soustraction,  multiplication,  division,  élévation  à  une 
puissance  entière,  extraction  de  racines  d'indice  entier,  ces  opéra- 
tions étant  en  nombre  limité. 

Suivons  toujours  Galois.  Pour  résoudre  une  équation,  il  faut  suc- 
cessivement abaisser  son  groupe,  jusqu'à  le  réduire  à  la  seule  sub- 
stitution unité.  Dans  le  cas  d'une  équation  résoluble  algébriquement, 
la  réduction  se  fera  par  l'adjonction  successive  des  racines  d'équa- 
tions binômes  que  l'on  peut  supposer  de  degré  premier.  Envisageons 

une  telle  équation 

/(a?)  =  o 

avec  un  certain  domaine  de  rationalité,  et  soit  alors  G  son  groupe. 
Soit  y?  le  plus  petit  nombre  premier  tel  que  l'adjonction  des  racines 

de  l'équation 

;-/;  =  A 

réduise  le  groupe  de  l'équation  ;  A  est  supposé  appartenir  au  do- 
maine initial,  auquel  on  a  pu  adjoindre  des  racines  d'équations  de 
la  forme 

r7i  =  B4,  r'ii  =  B,,  .  .  . ,  r'h  =  B„  .  .  . ,  r?l  =  B>%? 

les  q  étant  inférieurs  à  p.,  et  B/  appartenant  au  domaine  initial, 
auquel  on  a  pu  adjoindre  les  racines  des  équations  correspondant  aux 
indices  1,2,  .  .  .,  i —  1  précédents. 

On  peut,  par  conséquent,  supposer  que,  parmi  les  quantités  pré- 
cédemment adjointes,  se  trouve  une  racine  ^lèmc  de  l'unité,  car  cette 
expression  s'obtient  par  des  extractions  de  racines  de  degré  inférieur 
à  p1  et  son  adjonction  n'altérera  pas  le  groupe  de  l'équation  ('  ), 
d'après  l'hypothèse  faite  sur/?. 

L'équation  rP  =  A  va  jouer  le  rôle  de  l'équation  F  du  paragraphe 
précédent,  et  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  particulier  où  les 
racines  de  F  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  l'une  d'elles. 
Donc  l'adjonction  des   racines  de  notre   équation  binôme  réduit  le 

(')  Nous  nous  appuyons  ici  sur  cetie  proposition  de  Gauss  :  La  résolution  de 
l'équation  binôme  x>' —  1  =  0  (p  premier)  peut  être  effectuée  à  l'aide  de  radi- 
caux dont  l'indice  est  un  diviseur  de  p  —  1. 
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groupe  G  d'ordre  m  à  un  groupe  G,  d'ordre  —  >  et  ce  groupe  G,  est 

un  sous-groupe  invariant  de  G. 

Cet  ordre  ayant  été  abaissé  une  première  fois  par  l'adjonction  des 
racines  d'une  équation  binôme,  on  peut  raisonner  sur  le  nouveau 
groupe  comme  sur  le  précédent;  une  nouvelle  réduction  sera  opérée 
par  l'adjonction  des  racines  d'une  nouvelle  équation  binôme,  et 
finalement  on  aura  une  succession  de  groupes 

G,     G1:     ...,     i, 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  précé- 
dent, et  le  quotient  des  ordres  de  chaque  groupe  et  du  groupe 
suivant  étant  un  nombre  premier . 

Ce  premier  résultat  suffit  déjà  à  nous  faire  voir  que  l'équation 
générale  de  degré  n(n^>4)  n'est  pas  résoluble  par  radicaux.  En 
effet,  le  groupe  G  est  ici  le  groupe  symétrique  qui  ne  renferme 
qu'un  seul  sous-groupe  invariant,  le  groupe  alterné  G{  (voir  §  29). 
La  suite  précédente  ne  pourra  donc  être  que 

G,     G,,     i. 

Or  G  est  d'ordre   i  .2.  .  .n  et  G,  d'ordre     '  ;  le  quotient  des 

ordres  des  deux  premiers  groupes  est  égal  à  deux,  qui  est  bien 
un  nombre   premier,  mais   le   quotient  des   ordres   des  deux   autres 

est  y  qui  n'est  pas  premier.  Nous  en  concluons  que  l'équa- 

tion générale  d'ordre  n(n  >>  4)  n'est  pas  résoluble  algébrique- 
ment ;  c'est  le  théorème  démontré,  en  1828,  par  Abel,  qui  se 
plaçait,  bien  entendu,  à  un  tout  autre  point  de  vue  que  Galois(<). 

39.  Nous  avons  vu  que,  si  une  équation  est  résoluble  algébri- 
quement, on  aura  une  succession  de  groupes 

G,     G,,     ...,     G,,     1, 
chaque    groupe   étant  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et  le 


(')  On  sait  aujourd'hui  que  ce  théorème  avait  éLé  établi,  en  1799,  par  le  géomètre 
italien  Ruffini  (1760-1822).  Quelques-uns  des  résultats  fondamentaux  sur  la  théorie 
des  substitutions,  attribués  à  Cauchy  et  à  Galois,  étaient  connus  de  Ruffini,  dont  on 
va  prochainement  publier  les  OEuvres  en  Italie. 
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quotient  des  ordres  de  chaque  groupe  et  du  groupe  suivant  étant 
un  nombre  premier.  Cette  condition,  nécessaire  pour  la  résolu- 
bilité algébrique  de  V équation,  est  aussi  suffisante,  comme  nous 
allons  l'établir. 

Il  suffira  de  montrer  qu'on  peut  réduire  le  groupe  de  l'équation 
de  G  à  G,  par  l'adjonction  des  racines  d'une  équation  résoluble 
par  radicaux.    Soient  m  Tordre  du  groupe  G  et  m ,    l'ordre  de  G, , 

le  quotient  —  étant    un    nombre    premier  p.    En  désignant  par  cp, 

une  fonction  des  racines  correspondant  au  groupe  Gf,  nous  formons 

1  équation  désignée  par 

S(o)  =  o 

dans  un  paragraphe  précédent,  et   sur  laquelle   nous   nous   sommes 

longtemps  arrêté.  Cette  équation  est  de  degré  —    ou  /?,    et  Tordre 

de  son  groupe  sera  (§  34)  égal  aussi  à  /;,  puisqu'ici  le  groupe  H 
est  égal  à  G<,  ce  dernier  étant  un  sous-groupe  invariant  de  G. 
L'équation  S  est  donc  une  équation  irréductible  de  degré  premier, 
et  l'ordre  de  son  groupe  est  égal  à  son  degré  ;  or  nous  avons  vu, 
à  la  lin  du  paragraphe  31,  qu'une  équation  satisfaisant  à  ces  conditions 
est  résoluble  par  radicaux.  D'autre  part,  l'adjonction  des  racines  de  S 
ramène  le  groupe  de  l'équation  proposée  de  G  à  G,  ;  par  suite,  cette 
réduction  peut  se  faire  par  l'adjonction  de  radicaux,  et,  en  continuant 
ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  le  groupe  de  l'équation  peut 
être  réduit  à  l'unité  et  l'équation,  par  suite,  sera  résolue  en  adjoignant 
successivement  des  radicaux,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

40.  Nous  pouvons  vérifier,  à  l'aide  du  théorème  précédent,  que 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  sont  résolubles 
par  radicaux.  Pour  le  cas  du  troisième  degré,  la  suite 

G,     Gu     i, 

G  étant  le  groupe  symétrique  et  G,  le  groupe  alterné,  est  telle  que 
chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  et,  l'ordre 
de  G  étant  six  et  celui  de  G<  trois,  les  quotients  des  ordres  des 
groupes  sont  des  nombres  premiers. 

Pour  le  quatrième  degré,  prenons  la  suite 

G,     G,,     H,     H\     i, 
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que    nous  avons    considérée   au   paragraphe    29;   les   ordres    de    ces 
groupes  étant  respectivement 

24,     12,    4,    2.     1, 

les  quotients   de   chaque   nombre   par  le   suivant   sont   des   nombres 
premiers,  et  l'équation  est  bien  résolue  algébriquement. 

41.  Les  applications  du  théorème  général  relatif  à  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  soit  résoluble  algébri- 
quement sont  particulièrement  simples  dans  le  cas  où  V équation  est 
de  degré  premier. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  l'étude  de  ce  cas,  qui  a  été 
approfondi  par  Galois,  et  nous  renverrons,  pour  les  équations  de 
degré  composé,  aux  Mémoires  de  M.  Jordan  et  de  Kronecker. 

Commençons  par  un  lemme  préliminaire.  Soit 

f(x)  =  o 

une  équation  irréductible  de  degré  premier  n.  Je  suppose  qu'elle 
devienne  réductible  par  l'adjonction  des  racines  d'une  équation  irré- 
ductible de  degré  premier/? 

F(/-)  =  o, 

telle  que  ses  racines  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  l'une 
d'entre  elles.  En  raisonnant  sur  l'équation  f(&),  comme  nous  avons 
raisonné  au  paragraphe  36  sur  l'équation  'j'(V),  on  montrera  que  les 

p  racines  de  l'équation  F  se  partagent  en  -  groupes  de  q  racines  cor- 
respondant à  une  même  valeur  d'une  certaine  fonction  rationnelle  9(/*) 
des  racines.  Puisque/?  est  premier,  on  devra  avoir  q  =  1 ,  et  par  suite, 

en  désignant  par 

X(ar,  r) 

le  facteur  irréductible  correspondant  à  l'adjonction  de  /•,  on  aura 

Xa>>  rO  *(*»  M-  •  -xOt  ri>)  =/(a?)- 

Les  facteurs  du  premier  membre  sont  distincts  et  du  même 
degré.  Donc,  puisque  le  degré  n  de  f(x)  est  supposé  premier,  le 
polynôme  %(#,  /')  est  nécessairement  du  premier  degré,  et  l'on  a 

p  =  n. 
P.  —  III.  33 
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De  plus,  V équation  se  trouve  résolue  par  L'adjonction  des  racines 
de  F.  Ainsi,  une  équation  irréductible  de  degré  premier  reste  irré- 
ductible tant  que  les  adjonctions  ne  réduisent  pas  son  groupe  à 
L'unité.  Avant  l'adjonction  des  racines  de  F,  qui  va  résoudre  l'équa- 
tion, son  groupe  est  d'un  ordre  v  qu'il  est  facile  de  trouver.  D'après 

le  paragraphe  37,   cette  adjonction  réduit  le  groupe  à  l'ordre  —   et, 

puisque  ce  groupe  est  l'unité,  on  a 


Nous  pouvons  donc  dire  qu'avant  la  dernière  adjonction,  l'équa- 
tion f(x)  a  son  ordre  égal  à  son  degré,  et  par  suite,  puisque  n  est 
premier,  son  groupe  est  formé  des  puissances  d'une  substitution 
circulaire  (§  31). 

Appliquons  ceci  à  la  réduction  du  groupe  d'une  équation  /'(#)==  o 
de  degré  premier/?,  résoluble  algébriquement.  Après  des  adjonctions 
successives  de  radicaux,  nous  arriverons  à  l'avant-dernier  groupe  G^ 
(§39).  Il  résulte  du  lemme  précédent  que  l'équation  reste  irréduc- 
tible tant  qu'elle  n'est  pas  résolue,  et  nous  pouvons  appliquer  la 
conclusion  précédente  :  le  groupe  G^  est  d'ordre  n  et  est  formé  des 
puissances  d'une  substitution  circulaire  de  n  lettres.  Or,  le  groupe 
initial  G  contient  évidemment  G^  comme  sous-groupe.  Le  groupe 
initial  relatif  aux  n  racines  de  notre  équation  contient  donc  une 
substitution  circulaire  d'ordre  n. 

42.  Nous  allons  rechercher  les  groupes  relatifs  à  n  lettres  (ai  étant 
toujours  premier)  jouissant  de  la  propriété  précédente.  Mais  il 
nous  faut  auparavant  dire  un  mot  de  la  représentation  analytique  des 
substitutions. 

Désignons  par 

Xq,       X\,        .  .  .  ,       3"«— 1 

n  lettres.  Si  l'on  a  un  polynôme  f{z)  à  coefficients  entiers,  et  si 
pour  z  =  o,  i ,  .  .  . ,  n  —  i  ce  polynôme  prend  n  valeurs  non  congrues 
suivant  le  module  /?,  c'est-à-dire  n  valeurs  telles  que  la  différence  de 
deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soit  pas  multiple  de  /*,  on  pourra 
considérer  la  substitution 
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comme  définissant  une  substitution  de  n  lettres,  en  convenant  que 

xz        (z  =  o,  i,  2,  ...,  n  —  [) 
est  remplacé  par 

l'indice  /(z)  étant  pris  suivant  le  module  n1  c'est-à-dire  étant  rem- 
placé par  le  reste  que  donne  sa  division  par  n.  Toute  substitution 


a  i      ^oi 


■ri, 


x,, 


Xq,       X[ 

peut  être  obtenue  de  cette  manière  ;  il  suffit  de  poser 
f{z)--a 


z"—  z 

—  b 

z" —  z 

Z [ 

z 

.—  k 


z  —  n  -+-i 


en  désignant,  d'une  manière  générale,  par 


le  quotient  de  la  division  de  zn  —  z  par  z  —  a.   On  voit  facilement 
que 


f(ct)  =  h         (mod.  ti). 

-  z  =  (z  —  Ol)<b(z)-\-OL,l—CL 


z"  —  z 


=  <K*). 


On  a,  en  effet, 
et,  par  suite, 

Soit  (3  yé  cl  ;  on  aura 

(3"—  p  =  (P-a)^(p)  +  a»-  a. 

Or,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  a"  —  a  et  fin  —  ^  sont  multiples 
de  n  ;  donc  ^((3)  sera  multiple  de  n.  Par  suite,  dans  f(z),  tous  les 
termes,  sauf  celui  qui  renferme  z  —  a  en  dénominateur,  seront  mul- 
tiples de  n  pour  z  =  a.  Il  reste  à  trouver  la  valeur  de 


pour  c-  =  a.  Or,  on  a 
nz 


donc 


-i  = +(*)-+-(*  —  a)f  («); 
<|/(a)  —  na"-1  —  i 
et  la  congruencet/(a)  =  A  (mod.  n)  en  résulte  immédiatement. 
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On  doit  à  M.  Hermite  d'importants  théorèmes  sur  la  représentation 
analytique  des  substitutions  [Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  LVII,  et  Œuvres,  t.  II,  p.  280).  Nous  y  renverrons  le 
lecteur,  n'ayant  ici  besoin  que  de  la  notion  précédente  pour  trouver, 
avec  Galois,  la  forme  de  la  fonction  /(z)  correspondant  à  une  substi- 
tution appartenant  au  groupe  d'une  équation  résoluble. 

43.  Nous  avons  dit  que  toutes  les  substitutions  du  groupe  G^  sont 
les  puissances  d'une  substitution  circulaire  et,  par  conséquent,  de  la 
forme 

(*  +  M); 

soit  donc  S  une  telle  substitution,  p  étant  un  des  nombres 
1,  2,  ...,  n —  1.  Si  maintenant  T  désigne  l'une  quelconque  des 
substitutions     du    groupe    QS-\     précédant    immédiatement    G,?,     la 

substitution 

T2T   '  =  S' 

appartient  encore  à  Gs.  A  la  substitution  T  correspond  une  certaine 
fonction  y  (5),  telle  que  nous  pouvons  écrire 

T  =  [/(*),  *], 
et  l'on  a  de  même 

E=(*H-fc*),         r=(s  +  a,z). 

Exprimons  que 

TE  =  S  T 

Or 

TS  =  [/(«  +  P),*]         et         S'T  =[/(*)-+-«,*]■ 

On  aura,  par  conséquent,  la  congruence  suivant  le  module  n 

a    ne    dépendant    pas    de   z  ;    en    changeant    successivement    z    en 

z  -+-  P,  z  -f-  2  p,  .  . . ,  z  -f-  \  43,  on  a 

Si  nous  prenons  p  =  1   et  que    nous  posions  z  =  o,  /*(<))  =  0,  on 

aura 

/(X)sô  +  Xa. 

Ainsi  la  fonction  f(z)  est  une  fonction  linéaire  az  -f-  6.  Le  groupe 
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GS-\  ne  peut  donc  renfermer  que  des  substitutions  de  la  forme 

(az-hb,  z), 

et  a  sera  différent  de  l'unité,  si  la  substitution  T  n'appartient  pas 
au  groupe  G^.  Le  groupe  Q*S-\  contient  des  substitutions  d'ordre  n, 
à  savoir  les  substitutions  de  Gs',  il  est  aisé  de  voir  qu'il  ne  contient 
pas  d'autres  substitutions  d'ordre  /*,  ce  qui  revient  à  dire  que  la 
substitution  ci-dessus  est  d'ordre  inférieur  à  n  quand  a  est  différent 
de  un  ou  n'est  pas  congru  à  un  (mod.  n).  En  effet,  la  puissance  h 
de  cette  substitution  est  obtenue  en  remplaçant  z  par 

ahz-+-b(a'l-{-h  a/l-2-h.  ..+  1). 

On  aura  l'ordre  de  la  substitution  en  prenant  le  plus  petit  entier  A, 
tel  que 

ah=  1         (mod.  ai), 

b(a,l~l  -+-.  .  .-+-  1)  =  o         (mod.  ai), 

a  étant  différent  de  un;  la  seconde  condition  sera  vérifiée  quand 
la  première  le  sera,  et  ceci  arrivera  pour  h  =  n  —  i  ou  un  de  ses 
diviseurs. 

Cherchons  maintenant  la  nature  des  substitutions  du  groupe  G^_2. 
11  est  clair  que  Gs  est  un  sous-groupe  de  Gs_2  ;  montrons  qu'il  en  est 
un  sous-groupe  invariant.  Si  T'  désigne  une  substitution  de  G^_2, 
et  S  une  substitution  de  GSl  et  par  suite  de  Gj_(,  la  transformée  de  S 
par  T'  appartiendra  à  Gj_,,  puisque  Gs~t  est  invariant  dans  G*_2. 
Mais,  S  étant  d'ordre  /i,  sa  transformée  par  T'  est  aussi  d'ordre  n  et 
elle  appartient  par  suite  à  G^,  ce  qui  montre  bien  que  Gs  est  invariant 
dans  Gç_o.  Par  suite,  les  substitutions  de  G^_2  sont  de  même  forme 
que  celles  de  G^_1?  et  l'on  continuera  ainsi  de  suite  jusqu'à  G.  Nous 
avons  donc  le  théorème  suivant,  dû  à  Galois  : 

Quand  une  équation  irréductible  de  degré  premier  est  résoluble 
algébriquement,  toutes  les  substitutions  de  son  groupe  sont,  de  la 
forme 

(az  +  b,  z). 

44.  La  réciproque  du  théorème  précédent  est  exacte,  c'est-à-dire 
que,  si  le  groupe  d'une  équation  irréductible  de  degré  premier 
ne  renferme,  en  dehors  des  substitutions  du  système   circulaire 
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(z,  z  -f-  i),  que  des  substitutions  de  la  forme 

(az-hb,  z), 

l'équation  est  résoluble  algébriquement. 

Remarquons  d'abord  que  toute  substitution  du  groupe  précédent 
sera  le  produit  d'une  puissance  de  la  substitution 

(S)  O  +  i,  z) 

par  une  puissance  d'une  substitution 

(S')  (rz,z). 

Si  r  est  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  /*,  c'est-à-dire 

si  les  puissances 

/•°,     r,     /•*,      ...,     r«-2 

sont  congrues  dans  un  ordre  quelconque  à 

I,      2,      ...,      Al  — i, 

le  groupe  formé  à  l'aide  des  substitutions  (S)  et  (S;)  combinées  entre 
elles  de  toutes  les  manières  possibles  sera  formé  des  n{n  —  i)  substi- 
tutions 

(az-hb,  z), 

où  l'on  donne  à  a  les  valeurs  i,  2,  . . .,  n  —  i  et  à  b  les  valeurs  o,  i , 
2,  . . .,  n  —  i . 

Si  r  n'est  pas  une  racine  primitive  pour  le  nombre  n,  les  puis- 
sances de  /•  écrites  ci-dessus  ne  représenteront  pas  les  n  —  i  pre- 
miers nombres,  mais  seulement  un  nombre  d  de  nombres  congrus 
différents,  suivant  le  module  //,  et  le  groupe  sera  seulement  alors 
d'ordre  nd. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  allons  supposer  que  le  groupe  G  de 
l'équation  soit  le  groupe  d'ordre  //(/?  —  j),  c'est-à-dire  que  ;*  est 
racine  primitive  ;  mais  un  raisonnement  analogue  s'appliquera  aux 
autres  cas.  Désignons  par  a  une  racine  de  l'équation 

X"  —  i 

=  °5 

X  —  I 

et  formons  les  expressions 

Xj  =  (x0-\-  ax'i  -f-  a2a?2  -+-...-+-  a"-1  xn-\)n, 
X2=  Oo-H  aa?,.-f-  a2^r2/.-i-.  .  .+  a" ~1.r(„_1)r)", 

X„_i=    (x0~h  0£  07,.»-»-+-  0C-X2rn-2-^.  .  .-f-  0L"-lX(n-l)rn-u)'l. 
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Les  quantités  X  se  permutent  évidemment  circulairement  quand 
on  fait  la  substitution  !>' .  On  peut,  d'autre  part,  les  écrire  sous  une 
autre  forme;  prenons  par  exemple  X^+i, 

Si  l'on  pose 


on  aura 


luV-  =  k     (  mod.  /i  ),         o  <  k  ^  /i  —  i , 

hrV~  kr!l-1,         d'où         /i  =  Àv'-1^. 

Nous  pourrons  alors  écrire 

Xp+i  =  (a?0  +  .  •  -H-  a*'-1-1-1* a?/,-!-.  •  .)*■ 

Or,  ar'l_1_IJ'  représente  une  certaine  racine  ,3  de  l'équation  xn  =  1,  et, 
par  suite,  X^,  a  la  forme 

Xjjh-,  =  (a?0H-  Pa?,-^-. . .+  p*^  +  . .  .)"• 

Après  cette  transformation,  il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  X 
ne  changent  pas  par  la  substitution  S,  c'est-à-dire  quand  on  fait  sur 
les  x  une  substitution  circulaire 

(.r0.r,.  .  ,xn-x). 
Ainsi  les  fonctions 

X-i,     X2.     A3,     . . . ,     Xrt_j 

sont  invariables  par  la  substitution  de  S,  et  elles  sont  déplacées  cir- 
culairement par  la  substitution  Y! . 

Les  fonctions  X  sont  les  n  —  1  valeurs  que  prend  une  fonction 
rationnelle  des  racines  pour  les  substitutions  du  groupe  G  ;  elles 
satisfont  donc  à  une  équation  d'ordre  n  —  1  dont  les  coefficients  sont 
rationnels  dans  le  domaine  primitif.  Les  racines  n[èmcs  de  l'unité  ne 
figurent  pas  dans  ces  coefficients,  puisque  toute  fonction  symétrique 
des  X  est  symétrique  par  rapport  aux  n  —  1  racines  de 

x'<  —  1 
=  o. 


Soit 

F(X)  =  o 

cette  équation;  son  groupe  est  formé  des  //  —  1  puissances  de  la  sub- 
stitution circulaire  effectuée  sur  les  X.  Une  telle  équation  est   réso- 
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lubie  par  radicaux,  car,  si  nous  désignons  par 

Xi,     X2,     . . . ,     Xn_i 
les  racines  de  F,  l'expression 

( Xi  -+-  X X2  -+- . . .  -\-  X»-2  X„_i  )»-i, 

où  A  désigne  une  racine  n —  iième  de  l'unité,  restant  invariable  par 
les  substitutions  du  groupe,  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  ~k 
qu'on  doit  supposer  adjoint.  En  donnant  à  ),  ses  n  —  1  valeurs,  on 
aura  donc  les  X  pour  radicaux,  et  enfin 

s'exprimera  par  suite  aussi  au  moyen  de  radicaux.  En  donnant  à  a  ses 
n  —  i  valeurs  et  en  prenant  la  somme  des  racines,  on  aura  n  équa- 
tions donnant  Xq,  xtl  ...,  xn_K  exprimés  algébriquement;  c'est  le 
théorème  que  nous  voulions  établir. 

45.  Dans  les  deux  paragraphes  précédents,  nous  avons  trouvé  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  irréductible 
de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux,  à  savoir  que  le  groupe 
de  l'équation  ne  doit  contenir  que  des  substitutions  de  la  forme 

(az-h  b,  z). 

Galois  a  encore  donné  une  autre  forme  à  cette  condition;  nous 
terminerons  ce  Chapitre  en  montrant  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  est  que  les  racines  soient  toutes  exprimables  en  fonc- 
tion rationnelle  de  deux  quelconques  d'entre  elles. 

D'abord  la  condition  est  nécessaire,  car,  si  l'équation  est  résoluble 
par  radicaux,  toutes  les  substitutions  de  son  groupe  sont  de  la  forme 
ci-dessus.  Or  une  telle  substitution,  qui  ne  se  réduit  pas  à  l'unité, 
déplace  les  n  indices  si  â  =  i,  et  elle  déplace  n  —  i  indices  si  a  est 
différent  de  un.  11  résulte  de  là  que,  si  l'on  adjoint  deux  racines  xa 
et  xa,  le  groupe  de  l'équation  ne  contiendra  plus  que  la  substitution 
unité,  car,  xa  et  x$  devant  rester  invariables  par  les  substitutions  du 
groupe,  celles-ci  ne  peuvent  déplacer  xa  et  x§.  Donc  toutes  les  ra- 
cines sont  fonctions  rationnelles  de  xa  et  x$. 
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Passons  à  la  réciproque  (1).  Nous  supposons  que  toutes  les  racines 
d'une  équation  irréductible  de  degré  premier  s'expriment  rationnel- 
lement à  l'aide  de  deux  quelconques  d'entre  elles  ;  il  faut  montrer 
que  l'équation  est  résoluble  par  radicaux.  Soient  G  le  groupe  de  l'équa- 
tion et  pi  son  ordre  ;   quand  on  adjoint  une  racine  x^  de  l'équation 

elle-même,  le  groupe  G  se  réduit  à  un  groupe  Fa  dont  l'ordre  est  — 

(§36).  A  chaque  racine  xa  correspond  un  groupe  Ta,  et,  d'après  les 
théorèmes  généraux  étudiés  précédemment,  les  substitutions  du 
groupe  G  se  décomposent  en  un  Tableau  de  n  lignes  dont  la  première 
sera,  si  l'on  veut,  le  groupe  T0,  et  les  autres  lignes  seront  les  produits 
des  substitutions  de  ro  par  des  substitutions 

T] ,     T5,     . . . ,     T/j-!. 

Les  groupes  Ya  sont  les  transformés  de  T0  par  les  substitutions 
précédentes  ;  on  doit  remarquer  que  deux  groupes  Y  n'ont  d'autre 
substitution  commune  que  la  substitution  unité,  car  autrement  il  y 
aurait  une  substitution  laissant  deux  racines  invariables.  Après  avoir 
adjoint  xa  et  réduit  le  groupe  à  Ta,  adjoignons  maintenant  3?p,  c'est- 
à-dire  une  racine  de 

f(.oc) 
=  o 

X        xa 

ou  d'un  diviseur  rationnel  de  ce  quotient,  s'il  n'est  pas  irréductible. 
Le  groupe  Ta  de  l'équation  deviendra  un  nouveau  groupe  dont  l'ordre 
est  égal  au  quotient  de  l'ordre  de  Ta  par  un  diviseur  du  degré  de 
l'équation  précédente.  L'ordre  du  groupe  après  l'adjonction  de  x^  et 
de  x$  sera  donc 

(m -n  —  i). 
n .  m 

et,  puisque  l'équation  est  résolue,  on  a 

\x  —  ni. n. 

Evaluons  le  nombre  des  substitutions  de  G  qui  déplacent  tous  les 


(')  La  démonstration  de  cette  réciproque  est  seulement  indiquée  très  succincte- 
ment dans  le  Mémoire  de  Galois;  nous  suivons  ici  le  commentaire  qu'en  donne 
Serret  dans  son  Algèbre  supérieure.  On  trouvera  aussi  dans  cet  Ouvrage  une 
analyse  de  M.  Hermite  donnant  une  démonstration  directe  du  même  théorème. 
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indices.  En  ne  comptant  pas  la  substitution  unité,  les  groupes  Y  ren- 
ferment 

(  m  —  i)  n 

substitutions;  le  nombre  des  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  toutes 
les  lettres  n  est  donc 

(  m  —  1  )  n  -+- 1 . 
Il  y  a  donc  dans  G 

mn  —  (  m  —  i  )  n  —  i         ou         n  —  i 

substitutions  qui  déplacent  tous  les  indices;  nous  allons  voir  aisément 
que  ces  n  —  i  substitutions  sont  circulaires  et  puissances  les  unes  des 
autres.  Soit  T  une  telle  substitution;  décomposons-la  en  cycles; 
aucun  de  ces  cycles  ne  sera  formé  d'une  seule  lettre,  et  ils  ne  con- 
tiendront pas  tous  le  même  nombre  de  lettres,  puisque  n  est  pre- 
mier. Si  la  substitution  ne  se  composait  pas  d'un  seul  cycle,  il  y 
aurait  un  cycle  d'ordre  minimum  8,  et  la  substitution  T5  laisserait 
8  lettres  en  place  (8>>  i)  sans  se  réduire  à  la  substitution  unité;  or, 
le  groupe  G  de  l'équation  ne  peut  manifestement  contenir  une  telle 
substitution,  puisque  par  l'adjonction  de  o  racines  le  groupe  ne  serait 
pas  réduit  à  l'unité.  Les  n  —  i  substitutions  trouvées  plus  haut  sont 
donc  les  n  —  i  premières  puissances  d'une  substitution  circulaire. 

Cela  étant,  distribuons  les  indices  dans  les  racines  de  manière  que 
les  n  —  i  substitutions  de  G,  qui  déplacent  tous  les  indices,  soient 
les  puissances  de  la  substitution  circulaire 

T  =  (*  +  !,*) 

et  soit  S  une  substitution  quelconque,  que  nous  représentons  par 

S  =  [/(*),  z]. 

La  transformée  de  T  par  S  est  encore  une  substitution  circulaire 
et  déplace,  par  suite,  tous  les  indices;  elle  doit  donc  être  une  puis- 
sance de  T  : 

T'=(*  +  a,*). 
En  écrivant  que 

STS-i  =  T'         ou         ST  =  T'S, 

on  aura,  en  raisonnant  comme  au  paragraphe  43, 


THÉOHIE    DES    SUBSTITUTIONS    ET    DES    ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES.  523 

a  et  p  étant  des  entiers,  et,  par  suite,  le  groupe  ne  renfermant  que  des 
substitutions  linéaires,  l'équation  est  résoluble  par  radicaux . 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ces  questions;  le  lec- 
teur, désireux  d'approfondir  ces  théories,  pourra  consulter  le  Traité 
de  M.  Jordan  et  les  travaux  de  Rronecker.  Une  partie  de  ceux-ci 
sont  très  bien  exposés  dans  le  Livre  de  M.  Vogt  [voir,  en  particulier, 
le  Chapitre  XII).  On  lira  aussi  avec  grand  intérêt,  dans  l'Ouvrage  de 
MM.  Borel  et  Drach,  le  Chapitre  VI,  sur  les  groupes  résolubles. 
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CHAPITRE  XVII. 

ANALOGIES  ENTRE  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES  ET  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


I.  —  Généralités  sur  les  groupes  continus  (*). 

1.  Bien  que  nous  ne  puissions  faire  ici  une  exposition  complète 
des  résultats  fondamentaux  de  M.  Soplius  Lie  dans  la  théorie  des 
groupes  continus  de  transformation,  il  est  indispensable  cependant 
que  nous  fassions  quelques  remarques  générales  sur  cette  notion  de 
groupes  continus,  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  la  Science  de  notre 
époque.  Considérons  les  n  équations 

Y\  =  /i  (yuy*i  •••>  fn,  au  <72,  .  ..,  a,.), 

;  y 2  =ft(yuy%,  •■  ^ y>i,  au  a.2, . . .,  ar), 

i 

I  y'a=/n(yu y^  -..,.r,„  au  a^  ■•■>  «/■), 

les  f  dépendant  de  r  paramètres  a,,  a2,  . . .,  ctr.  Ces  n  équations  dé- 
finissent une  transformation  entre  les  y  et  les  y\  et  l'on  suppose, 
bien  entendu,  que  le  déterminant  fonctionnel  des/ par  rapport  auxj 
n'est  pas  identiquement  nul.  De  plus,  on  suppose  que  les  r  para- 
mètres a  ont  été  réduits  au  moindre  nombre,  c'est-à-dire  qu'il  n'est 
pas  possible  de  trouver  r'  fonctions 

Ai,     A2,     ...,     A,.'        (/*'</') 

(')  Pour  ces  généralités  on  se  reportera  aux  trois  Volumes  de  M.  Sophus  Lie,  Sur 
les  groupes  de  transformations  ;  on  trouvera  aussi  une  exposition  très  condensée  et 
très  nette  des  théorèmes  fondamentaux  dans  les  Leçons  de  M.  Lie,  rédigées  par 
M.  Scheffers  (1893),  aux  pages  366  et  suivantes.  On  doit  aussi  recommander  les 
leçons  de  M.  Bianchi  sur  la  Théorie  des  groupes  continus  finis  de  transformations 
(Pise,  1903),  et  les  Leçons  de  M.  Vivanti,  traduites  par  M.  Boulanger  (Gauthier- 
Vil  la rs,   1 90  |  ). 
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de  #l5  a2<,  .  •  -,  cir-,  telles  qu'on  ait 

fiiyuy*,  --,yn,  «i,  «2,  • .-,  «#■)  =  F/(.ri,  jk2,  .  ■  .,yn,  Al5  a2,  . . .  a,.-) 

(ï=I,   2,   ...,   /l), 

circonstance  qui  amènerait  la  réduction  du  nombre  des  paramètres. 
Si  cette  circonstance  se  produisait,  on  aurait  évidemment  une  rela- 
tion de  la  forme 

Xi(«i,  «2.  •  •-,  a>-)j^-  +  X.2(«i,«2,  •  ■-,  ar)-^-  -+-•••/ 

2  /  (i  =i,a,  .  ..,«)r 

et  la  réciproque  est  immédiate,  c'est-à-dire  que,  si  les  f  satisfont 
tous  à  une  relation  de  cette  forme,  il  y  aura  au  plus  r  —  i  paramètres 
distincts. 

Ceci  posé,  les  équations  (i)  définissent  un  groupe  de  transfor- 
mations à  r  paramètres  si,  ayant  successivement 


y'i=Wyuyi,  ■•>,yn,  «i,«2, ...,«,.) 


(1  =  1,  2 ,  . . . ,  n  ) , 


/<?s  a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires,  on  a 

y"i=fi{yur*,  --,yn,  cu  c2, ...,  cr), 

/es  c  rce  dépendant  que  des  a  et  des  b.  On  a  donc 

c*=  ^/t(«i,  ...,  a,.,  &i,  . ..,  br)         (k  =  i,  2,  ...,  r). 

Faisons  de  suite  la  remarque  que  les  c  considérés  comme  fonctions 
des  6,  par  exemple,  seront  des  fonctions  indépendantes.  On  a,  en 
effet, 

fi(y'i>y't,  ■■■;  y'm  bu  &2,  •  ••,  br)  =  ft{yu  y2,  .  ..,yni  tyu  4^2, ...,  <Vr). 

En  différentiant  par  rapport  aux  b  successivement,  on  voit  qu'on 
aurait,  si  le  déterminant  fonctionnel  des  ty  par  rapport  aux  b  était 
nul,  une  relation  de  la  forme 

X,(a,,  .  .  .,  an  bu  ..  .,  br)  -f—  -H.  ..+  Xr(ai,  .  .  .,  an  bu  .  . . ,  br)  -^  —  o, 
quel  que  soit  if,  et,  en  donnant  aux  a  des  valeurs  fixes  arbitrairement 
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choisies,  on  animait  une  relation  de  la  forme  (a),  et,  par  suite,  les  pa- 
ramètres ne  seraient  pas  réduits  au  moindre  nombre. 

Nous  n'allons  considérer  que  les  groupes  de  transformations  com- 
prenant la  substitution  identique.  Nous  supposons  donc  que,  pour 
certaines  valeurs  a,,  . . .,  a°r  de  a, ,  . . .,  an  on  a 

OC  4  ■ — ■  OC  \  ;  OC  t)  ' —  oc^  ?  m  •  •  }  OC 'ji  — ■  3/  fi» 

2.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'un  seul  paramètre,  le  problème  de 
la  recherche  des  groupes  est  extrêmement  simple.  Il  nous  suffira  de 
prendre  deux  variables  ;  la  recherche  serait  la  même  pour  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Considérons  donc  le  groupe  à  un  para- 
mètre a 


D'après  la  notion  même  de  groupe,  nous  aurons 

(2) 


f{oc',y',  b)  =/(x,y,c), 
<pO',y,  b)  =  cpO,  y,  c), 


c  étant  une  fonction  de  a  et  b,  soit 

c  =  <\>(a,  b). 

Des  lettres  «,  6,  c,  deux  sont  indépendantes,  et  la  troisième  est 
fonction  des  deux  premières.  Nous  allons,  pour  un  moment,  regarder 
b  comme  fonction  de  a  et  c.  En  différentiant  par  rapport  à  a  les  deux 
membres  des  équations  (2),  on  a 


ôf   ôx'         ôf   ôy' 
ôx1   ôa         ôy'    ôa 

ôf  ôb 
ôb  ôa 

-  0 

ôo    ôx'         ô®    ôy' 
ôx'    ôa     '    Oy'   Oa 

ôf  ôb 
*"  ôb  Ta'  = 

=  0 

On  tire  de  là,  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à 


ôy' 
et  -f- 

ôa 


ôx' 
Ha 


-r—  =  F  (  x  ,  y  ,  b  )  —  , 
ôa  J        ;  ôa 

-f-  =  <b(x  ,  y',  b)  —  . 

ôa  1  j  ■     >  da 

Or,  de  l'équation  c  =  <h(a,  b)  on  tire  la  valeur  de  ~9  soit  y  (a,  b). 
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Nous  avons  donc 

dx' 

—  =F(x',y,  b)i{a,  b), 

•¥-  =  <P(x',y',  b)x(a,b). 

Les  équations  étant  écrites  sous  cette  forme,  nous  pouvons  regar- 
der a  et  b  comme  indépendants,  et  nous  avons  un  système  d'équa- 
tions auxquelles  satisfont  x'  et  y'  considérées  comme  fonctions  de  a. 
Donnons  à  b  une  valeur  fixe,  d'ailleurs  arbitrairement  choisie  ;  les 
deux  équations  pourront  s'écrire 

Ut 

—  =8(a)  \(.v',/), 

Si  l'on  fait  enfin  un  changement  de  paramètre,  en  introduisant  au 
lieu  de  a  un  paramètre  t  lié  à  a  par  la  relation 


nous  aurons  le  système 


0(a)Wa  =  dt, 

àx         „ ,    . 

et,  pour  une  certaine  valeur  de  «,  on  a,  par  hypothèse, 

x'  =  x,      y'  =  y- 

On  peut  supposer  que  cela  a  lieu  pour  t  =  o.  Donc  notre  groupe 
s'obtiendra  en  considérant  le  système  d'équations  différentielles  ordi- 
naires 

dx'  y.  , 

et  en  cherchant  la  solution  (x' ,  y')  se  réduisant  à  (x,  y)  pour  l  =  o. 
Cette  solution  donnera  les  deux  fonctions 

x'  =  f(x,  y,  t), 

r'=  ?<>>  y  y  o, 

qui  correspondront  au  groupe  cherché. 
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La  réciproque  est  exacte,  c'est-à-dire  que  deux  équations 

d.v'       ,  ,    ,      , . 

-£=*(*, y), 

prises  arbitrairement,  peuvent  être  regardées  comme  définissant  un 
groupe  à  un  paramètre.  Ceci  résulte  de  ce  que  £  et  r\  ne  dépendent 
que  de  x'  et  y' .  Concevons,  en  effet,  qu'on  ait  trouvé  l'intégrale  de 
ce  système  telle  que  x'  =  x,  y!  =  y  pour  t  =  o,  et  soit 

x'=f(x,y,  0, 

y=<p(x9jr,  t) 

cette  intégrale;  je  dis  que  ces  équations  définissent  un  groupe. 
Ecrivons 

v'=f{x,y,  ti), 
y=(?(x,y,  tt). 

Les  expressions  précédentes  se  réduisent  à  x  et  y  pour  ^  =  o. 
D'autre  part,  les  équations 

x"=f(x\y',t—tx), 
y"  =  cp(a?',  y\  t—tx) 

définissent  les  intégrales  x"  et  y"  se  réduisant  à  x',  y'  pour  £=  /,.  Il 
en  résulte  que  x" ',  y"  représentent  les  intégrales  se  réduisant  à  (x,  y) 
pour  t  =  o.  Donc 

ce  qui  revient  à  dire  que,  des  égalités 

^'=f(x,y,tl),       x"  —  f(x',y',  h), 
y'—<?(x,y,ti),      y"=<?(x',y',h) 

af  =  f(v,y,ti-htt), 
y"=<?(x,y,  *i+*i), 


on  déduit 


et  l'on  a  donc  bien  un  groupe. 

Pour  un  accroissement  infiniment  petit  ô£,  donné  à  t  à  partir  de 
t  —  o,  x'  et  y'  prennent  à  partir  de  x  et  y  des  accroissements  dont 
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les  parties  principales  ox  et  Zy  sont  évidemment 

ox  =  jj  (a™,  y)  ot, 

Zy  =  ri(x,y)ùt; 

aussi  appelle-t-on 

\  &t     et     rt  &t 

la  transformation  infinitésimale  du  groupe,  et,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, un  groupe  à  un  paramètre  est  défini  par  une  transformation 
infinitésimale. 

Nous  avons  considéré  le  cas  de  deux  lettres  ;   il  est  clair  qu'un 
groupe  à  un  paramètre  pour  n  lettres  peut  être  défini  par  le  système 

dxx 

—  =  Çi(ari,a?»,  .  ..,a?„), 

dx2        t   ,  s 

— —   _  ç,  (  xx ,  x.2 ,  .  . . ,  xn  ), 


où  les  £  sont  des  fonctions  de  x{,  x.2l  . ..,  ^//,  d'ailleurs  quelconques. 
3.  Considérons  maintenant  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  pa- 
ramètres. En  nous  bornant  d'abord  uniquement,  pour  avoir  des  nota- 
tions plus  simples,  à  deux  variables,  nous  envisageons  le  groupe 

y=  ?(*>/,  «i, .-.,  m, 

à  /•  paramètres.  Écrivons,  comme  plus  haut, 

(3)  /(a?',/,  &i,  ••  -,  6,.)  =  /(#,  y,  cu  ...,  cr), 

où  l'on  a 

C*=Wal'",i«r,*l *r)  (A:  =  1,2,  ...,      ) 

avec  l'identité  de  même  forme  pour  cp. 

Nous  considérons  encore  les  c  et  les  a  comme  des  arbitraires,  les 
b  étant  des  fonctions  de  ces  quantités.  En  difîerentiant  l'identité  (3) 
par  rapport  à  a^  il  vient 


r\ 


df   d.r'          df    ôy'          df    ôb{ 
dx'  da/i        ôy'  âa/t        db\  àa/t 

df   db,.  _ 
àbr  àa/t 

(h  =  i 

,  '2,   .  . 

P    —  III. 

34 
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el  pareillement 

dœ    dx'         do    à  y'         do    db\  do    dbr 

T^   "5 1"  ^7   -jL~  -+■   T7-   "T^  +••  •"+-  T7^  -ï =  °  (A  =  I,  2,   .  ..,  /•)• 

dx    dciit        dy    Ocih        Obi  da/t  dbr  da/t 

On  tire  de  ces  deux  équations,  en  calculant  les  dérivées  partielles 
des  b  par  rapport  aux  <7,  au  moyen  des  relations  Ck=  <]>*, 


-  =  \Zj^/ch(ai,  •  •  -,  «/■,  &i,  .-.,  br)Vk{x',  y',  bu  ...,  6,.;, 


dx' 
dah 

ci)       ^  ;    *=- 

f    *    A=1 

\  (A=i,a,  •••,'•). 

Le  déterminant  formé  par  les  X^h  n'est  pas  identiquement  nul,  car 
autrement  on  aurait  une  relation  de  la  forme 

^  1h(au  ...,  ar,  bu  ...,  br)-^~  =0, 

et  la  même  relation  pour  y'  ;  par  suite,  les  paramètres  ne  seraient 
pas  réduits  au  moindre  nombre.  Comme  les  c  ne  figurent  pas  dans 
les  identités  (4),  celles-ci  sont  vérifiées  quels  que  soient  a  et  h.  Don- 
nons aux  b  des  valeurs  arbitraires  mais  fixes;  les  équations  précé- 
dentes deviendront 


/, 
dx' 


]  àah 
(*>)  \  k~'r  (A==i,_2,  ...,  r). 

1  A  =  1 

Nous  avons  la  un  système  de  -ir  relations  auxquelles  satisfont  xi 
et  y'  considérés  comme  fonctions  de  «,,  ...,  a,. 

Nous  avons  déjà  dit  que  le  déterminant  |  6/^  |  n'était  pas  identique- 
ment nul;  il  en  résulte  qu'on  pourra  écrire 

h-r 

dx' 


\k{x'%y'~)  =2^{fl;,  ■  •-,  a'-)-£- 


àv' 


dau 


m  (  •7/>  y  ) = 2d a/ch  ( rt  *  '  "  *  ' a'-  ) 
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et  le  déterminant  |  a^  |  ne  sera  pas  identiquement  nul.  Nous  pouvons 
conclure  de  là  que  les  deux  relations 

k  =  r  k  =  r 

2  eiAk(x\  y)  =  o,  2  éhf\k{x\  y)  =  o, 

k=l  A-l 

où  les  e  seraient  des  constantes  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  ne 
peuvent  avoir  lieu  simultanément.  Elles  entraîneraient,  en  effet,  les 
relations 

k-r    h  =  r 

1  z* 


àa 
k^\    A  =  i 


ace 
*kh  -, —  =  o 


et  la  relation  analogue  en  remplaçant  x'  par  y'.  Mais,  les  paramètres 
étant  réduits  au  moindre  nombre,  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

k=r 

2  ek*kh  =0  (h  =  1 ,  2,   .  .  . ,  /■), 

À-  =  l 

d'où  l'on  conclut  que  le  déterminant  \&kh\  devrait  être  nul. 

4.  Les  équations  (5)  jouent,  dans  la  théorie  des  groupes,  un  rôle 
extrêmement  important.  M.  Lie  démontre  à  leur  sujet  un  théorème 
réciproque,  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer. 

Supposons  qu'on  ait  un  ensemble  de  transformations  à  r  para- 
mètres (je  ne  dis  pas  un  groupe) 

x'  =  f(x,  y,  a,,  ...,  ar), 

y'  =  y(x,  j,  au  ...,  a,.), 


tel  que,  pour  certaines  valeurs  des  paramètres,  on  ait  x'  =  x,  y* '  =  y, 
et  que  les  x'  et  y'  considérés  comme  fonctions  des  a  satisfassent  à 
un  système  de  la  forme  (5),  avec  les  conditions  indiquées  plus  haut 
relatives  à  certains  déterminants  différents  de  zéro.  Dans  ces  condi- 
tions, on  peut  affirmer  que  r  ensemble  des  transformations  précé- 
dentes formera  un  groupe  :  c'est  la  réciproque  du  théorème  du 
paragraphe  précédent. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la  démonstration  de  cette  réciproque, 
et  nous  allons  montrer  immédiatement  ce  qu'on  entend  par  trans- 
formations infinitésimales  d'un  groupe. 
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Nous  avons  dit  que,  pour  certaines  valeurs  des  a,  soil 


on  a  x'=x,  y!=y.  Donnons  aux  a  des  accroissements  infiniment 
petits  ùa  à  partir  de  a0.  Les  parties  principales  ox'  et  ùy'  des  accrois- 
sements de  x'  et  y'  seront 


»     ,         fùx'\     .  /^'X     -x 

^         \àaj0 


oar, 
<)ar  /o 

et,  par  suite,  en  désignant  par  e,,  e2 er  des  quantités  infiniment 

petites  qui   sont  des   combinaisons  linéaires   et  homogènes  à  coeffi- 
cients constants  de  o«,,  oa2,  ...,  %an  on  aura 

8a?'  =  e,  J,  (a?,  7)  -+-. . .+  s,.  £,.(.r,  jk), 

°y  =  £i*)i(^>  r)  ■+■•  •  •  +  2/-vO,  r)> 

en  calculant,   à  l'aide  des   équations  (5),   les    valeurs    des    dérivées 

\àai/o         \àai/0 

On  dit  alors  que  le  groupe  admet  r  transformations  infinitési- 
males, dont  l'ensemble  représente  la  partie  principale  de  l'accroisse- 
ment des  x'  et  y'  à  partir  de  x  et  y,  pour  des  accroissements  arbi- 
traires des  a  à  partir  des  «°.  Ces  /•  transformations  infinitésimales 
sont 

(e  =  i,2,  ...,r)« 

£/*)*0,  .T)  ) 

Elles  sont  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  que,  pour  des 
valeurs  convenables  des  constantes  <?,  on  ne  peut  avoir 

k=r 

2  «A  £*(<*)  y)  =  °, 

k  =  \ 
k  =  r 

^  ek -f\k{ x,  y)  =  o, 
*  =  i 

comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

o.   Les    équations   (5)    vont   nous    oermettre    d'obtenir   les    sous- 
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groupes  à  un  paramètre  contenus  dans  le  groupe  donné.  Cherchons 
à  cet  effet  comment  nous  devons  déterminer  «,,  ...,  ar  en  fonction 
d'un  paramètre  /,  pour  que  l'ensemble  des  transformations  corres- 
pondantes forme  un  groupe  à  un  paramètre.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  paragraphe  2,  le  paramètre  t  peut  être  choisi  de  telle 
manière  que  le  groupe  soit  défini  par  des  équations  de  la  forme 

%  =  v«,y),      $  =  Q(*',/). 

D'autre  part,  les  équations  (5)  nous  donnent 

h  =  r  h  —  r   k  =  r 

dx'       ^   dx'   dah       V?    V  û      ,  \  t   ,    i      ,,dah 


Il  résulte  de  là  que  le  second  membre  ne  dépendra  pas  de  t.  Les 
coefficients  de  ^(x'^y')  sont  donc  des  constantes,  et  l'on  aura,  par 
suite, 


^Wl(fl|,   ...,  «r)-J^   =  *A  (/C  =  I,2,   ...,  r), 


les  X  étant  des  constantes.  D'ailleurs,  bien  évidemment,  en  prenant 
pour  les  X  des  constantes  quelconques,  et  en  prenant  pour  les  a  des 
fonctions  satisfaisant  au  système  précédent  d'équations  différentielles, 
on  obtiendra  un  groupe  à  un  paramètre  contenu  dans  le  groupe 
donné,  et  défini  par  les  équations 

Idx'       .    „  •     ,  ,    „  , '   , 

f   ~di  =1ir\^x'  i  y'  )  -*••  >  --^^rririx' ,  y'). 

Pour  trouver  ce  groupe,  on  doit  intégrer  ces  équations  en  prenant 
les  conditions  initiales 

x' —  x,        y' =  y         (pour  £  =  o). 
On  voit  que  ces  intégrales  se  présenteront  sous  la  forme 
;'=  ¥  (x,  y,  lit,  l2t,  . . .,  à,./), 


1  y ***(*, y,  M,  i2t,  ...,  irt), 


(°) 
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comme  le  montre  le  développement  de  xf,  y'  suivant  les  puissances 
de  t. 

En  même  temps  que  la  réciproque  admise  au  paragraphe  précé- 
dent (5),  M.  Lie  démontre  que,  du  groupe  à  un  paramètre  que  nous 
venons  d'obtenir,  on  peut  déduire  le  groupe  général,  défini  par  les 
équations  (5),  en  remplaçant  A,/,  "k2f:  •*••>  "K-t  Par  r  arbitraires 
ax ,  cf-2i  ...,«/•,  qui  ne  représenteront  pas  en  général  les  mêmes 
quantités  que  les  a  primitifs. 

Le  groupe  donné  pourra  donc  s'écrire 

x'  =  F  (x,  y,  au  ....,  ar), 
y'=  &(x,  y,  «,.  ...tar), 

la  substitution  identique  correspondant  à  at  =  . .  .  =  ar  =  o,  et  l'on 
aura  le  développement 

[x'=x-i-al%i(xiy)-+-...-\-ar%ï(to1jr)-\-.i.f 

I  y==y-+-  ciiTti(.T,y)-h.  ..-*-ari\r(x,jr)-+-..  ., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier  par  rap- 
port aux  a. 

6.  11  est  important  de  remarquer  que  les  £  et  les  t\  ne  peuvent  être 
pris  arbitrairement,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  prend  dans  le  système  (6) 
les  Ç  et  les  r\  arbitrairement,  les  équations  (7)  qu'on  en  déduit  ne 
définiront  pas  un  groupe  aux  /•  paramètres  \\t7  X2'£,  ••-,  Xr£.  Un 
point  capital  de  cette  théorie  consiste  donc  à  trouver  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  qui  doivent  exister  entre  les  \  et  7|,  pour 
qu'on  soit  conduit  à  un  groupe  de  transformations  en  opérant  comme 
ci-dessus. 

11  est  aisé  de  trouver  des  conditions  nécessaires;  c'est  ce  que  nous 
montrerons  de  la  manière  suivante  : 

Prenons  le  groupe  à  un  paramètre  défini  par  les  équations 

dx'       y   ,    ,      , ,  dy'  .    ,      , 

obtenues  en  faisant,  dans  les  équations  (6),ÀI  ==  i,X2  =  . . .  =  V—  °- 
Il  pourra  être  représenté  par  le  développement 

xf=af-¥-ltii(xtjr)+  -LAi(51)h--;-^A1[À1(J,)]  +..., 

/  =  /+^,i(^/)+  —  A1(ril)-h  — -  Ai  [  A,  (r,,  >]+..., 
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en  posant 

et  en  regardant  A{  (/*)  comme  un  symbole  d'opération  à  effectuer 
sur  une  fonction  y.  De  même  un  second  groupe  à  un  paramètre  cor- 
respondant aux  équations 

sera  représenté  par  le  développement 

t'2 


en  posant 


M/)=ïSg^f 


Désignons  par  Sf  la  première  substitution  et  par  S1'  la  seconde, 
el  faisons  successivement  sur  (x,y)  les  substitutions 

S',     S'',     S-',     S-''. 

Un  calcul  un   peu  long,  mais  très  simple,   nous  donne  le  résultat 
suivant  : 

a?  4- «'[A,  ($0  -A,  (^2  )]+..., 


(   JK+  «'[A2(7)i  )   -  A,  (7)9)]  4- 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  second  en  t  et  l'. 
Cette  substitution  doit  être  comprise  dans  le  groupe  (t)  du  para- 
graphe précédent,  en  prenant  pour  les  a  des  séries  entières  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  t  et  t' .  Ces  séries  devront  nécessairement 
commencer  par  des  termes  du  second  degré  en  t  et  tf,  car,  s'il  y  avait 
des  termes  du  premier  degré,  leur  ensemble  devrait  être  identique- 
ment nul  et  les  /•  transformations  infinitésimales  ne  seraient  pas 
linéairement  indépendantes  (§4).  En  identifiant  (a-)  et  (a-'),  on  voit 
donc  que  les  développements  de  a,,  .  .  . ,  ar  doivent  commencer  par 
des  termes  du  second  degré  et  sont  nécessairement  de  la  forme 

a{  =  c,  tt'  -\- . . ., 

a ,.  ==  crtt'  -+-..., 
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les  c  étant  des  constantes,  et  l'on  a,  par  suite, 

A2(£i)— .Ai.(&)  =  Citi  +csÇï-+-...-i-c/.{r, 

A2(ï]i)—  A,  (7),  )  =  CjT)!  +C,  7)2  4-...-+-  Cr7)r. 

On  peut  écrire  ces  deux  identités  sous  une  forme  plus  condensée. 
On  a,  quelle  que  soit  la  fonction  /, 

A2[A1(/)]-A1[A2(/)]  =  [A2(^)-A1(b)]^ 

-}-fA2(r)1)-A1(ri2)]X 

On  aura  donc,  quelle  que  soit  la  fonction/,  la  relation 

A2[A1(/j]-A1[A2(/)]-c1A1(/)  +  c2A2(/)-+-...+  crAr(/), 

qui  revient  aux  deux  égalités  ci-dessus.  La  combinaison  qui  figure 
dans  le  premier  membre  se  présente  dans  de  nombreuses  questions 
d'Analyse,  notamment  dans  la  théorie  des  équations  linéaires  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles.  On  l'appelle  le  crochet  de  A{  et  A2,  et 
on  la  désigne  souvent  par  la  parenthèse  (A2A,);  c'est  un  symbole 
d'opération  à  effectuer  sur  une  fonction  y. 

Nous  avons  raisonné  sur  A,  (/)  et  A2(f);   en  considérant  d'une 
manière  générale 


les  crochets 


(A/ A*) 


devront  être  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  à  coefficients 
constants  des  /'  expressions 

A,(/),     A2(/),      ...,     A,,(/). 

Nous  trouvons  donc  ainsi  un  ensemble  de  conditions  nécessaires 
pour  que  les  r  couples  de  fonctions  (H,  t\)  correspondent  à  un  groupe 
de  transformations. 

5^7.  Ces  conditions  nécessaires  sont  en  même  temps  suffisantes. 
La  démonstration  de  ce  théorème  fondamental  de  M.  Lie  nous  entraî- 
nerait trop  loin,  et  nous  nous  contenterons  de  cette  affirmation.  Aussi 
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bien,  il  suffira  souvent  de  savoir  l'énoncé  de  ce  théorème  pour  pou- 
voir faire  des  applications  de  la  théorie. 

Nous  avons  supposé  qu'il  n'y  avait  que  deux  variables.  Dans  le  cas 
de  n  variables  .r,  r,  .  .  . ,  z  et  d'un  groupe  à  /•  paramètres,  ce  groupe 
sera  défini  par/-  transformations  infinitésimales  qui  correspondent 
aux  /'  expressions 


-4-t   ^ 

tant  des  fonctions  de  x. 

y,  ...,*. 

les  5,  t„    .  .  ., 

Ces  r  transformations  infinitésimales  définiront  un  groupe  si 

tous  les  crochets 

(A/  A/,) 

so/*£  t/es  combinaisons  linéaires  et  homogènes  de  A,,   .  .  .,  Vr. 

Pour  obtenir  ce  groupe,  on  considérera  les  équations  différentielles 
ordinaires 


=  Xj  7) i  -\-  X2ÏI2  "+- •  •  «  H"  X 


/'  1  /'  : 


dz 

—    _A1T1+-À2T,+...+  À,.T,, 

où  les  X  sont  des  constantes  arbitraires.  On  intégrera  ce  système  en 
prenant  comme  conditions  initiales 

x  =  xQ,       y—y0,        ...,        z  —  Z0  (pour£  =  o). 

L'intégrale  générale  sera  de  la  forme 

#  =  /l  Oo,  J'd.   ••  .,  «o,  X,  /,  X2/,   .  .  .,  A,./  ), 

7  =/2(.r0,  70,  • .-,  -0,  >.|/,  X2* X,.*), 


«   =/«(^0,  J'o,   •  ..,«80,  X,  /,  ÀW.    .  .  .,  À,./  ). 

lui     mettant    à    Ja     place    de    Â, /,/_,/,    .  .  . ,  lrt    des    constantes 
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€L\y  a2.  .  ...  an  nous  aurons  un  groupe  à  r  paramètres  entre 
(#0,^0,  .  .  . ,  z0)  et  (x,  y,  .-.'.,  z).  Rappelons  que  les  A(/)  ont  été 
supposés  linéairement  indépendants,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  entre 
eux  de  relation  de  la  forme 

e1A,(/)+...+  e,Ar(/)  =  o, 
les  e  étant  des  constantes  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

8.  Faisons  encore  une  remarque  applicable  à  tous  les  groupes  de 
transformations  dépendant  d'un  nombre  fini  de  paramètres  arbitraires. 
Soit  le  groupe  G  à  /*  paramètres 

Yi=Myuy2,  ••  -,  j'«;«i,  «s,  •  •  -,  «/•)      (*  =  1,2,  ••  -,  n). 

Considérons  une  fonction  F(y{,yz,  ...,y„);  il  arrivera,  en 
général,  si  l'on  forme  l'expression 

F(Y1,  Y,,...,Y„), 

qu'elle  dépendra  réellement  de  r  paramètres,  c'est-à-dire  ne  pourra 
pas  être  considérée  comme  une  fonction  dépendant  d'un  nombre 
moindre  de  paramètres.  Nous  voulons  examiner  le  cas  où  il  en  serait 
autrement,  c'est-à-dire  où  l'on  aurait 

F(Y1}  Y2,  . ..,  Y„)  =  <p(jki,  jk2,  .  .  .',>»>  Ai,  A»,  , . .,  Ap), 

les  A  dépendant  des  a  et  p  étant  moindre  que  r.  Désignons  par 
A"'.  .  .  . ,  AJ  les  valeurs  des  A  pour  a°{,  a?2,  .  .  .,  aQn  (valeurs  de  para- 
mètres correspondant  à  la  substitution  identique);  si  l'on  pose 

A1=Ao,         A2  =  A°,         ...,         Ap=Ap°, 

on  établira  entre  les  a  des  relations  qui  en  laisseront  au  moins  /•  —  p 

arbitraires.  Pour  ces  relations  entre  les  a,  on  aura,  d'après  l'identité 

ci-dessus, 

F(Y„Y„  ...,Y„)  =  'F(tri,j2,  ...,/„). 

11  existera  donc  un  sous-groupe  du  groupe  donné,  dépendant  d'au 
moins  r  —  p  paramètres,  qui  laissera  invariable  la  fonction  F. 

Traitons  maintenant  la  question  inverse,  et  supposons  qu'il  y  ait 
dans  le  groupe  G  un  sous-groupe  F  à  /'  —  p  paramètres,  qui  laisse 
invariable  la  fonction  F;  je  dis  que  la  fonction 

F(Y!,Y2,  ...,Y„), 
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où  les  Y  correspondent  à  la  substitution  générale  du  groupe  G, 
dépend  au  plus  de  p  paramètres. 

Le  sous-groupe  F  correspondra  à  des  valeurs  a,,  ou,  .  .  . ,  ar  des 
paramètres  «,  liées  par  p  relations  convenables,  de  telle  sorte  qu'il  y 
ait  seulement  parmi  les  a  un  nombre  d'arbitraires  égal  à  r —  p.  En 
effectuant  successivement  sur  les  y  une  substitution  du  groupe  G  et 
une  substitution  du  groupe  T,  on  obtiendra  des  expressions 

Vi=fi{yuy*,  ■.••7«,B1)B2)...,B,,), 

où  les  B  dépendent  des  a  et  des  a.  Pour  des  valeurs  fixes,  d'ailleurs 
arbitraires,  données  aux  «,  on  pourra  choisir  les  a  de  telle  sorte 
qu'au  moins  /•  —  p  des  B  puissent  prendre  des  valeurs  arbitrairement 
données,  car,  dans  le  cas  contraire,  le  groupe  Y  ne  serait  pas  à  r  —  p 
paramètres.  Ceci  posé,  dans 

F(Y„Y2,  ...,¥„), 

effectuons  sur  les  Y  une  substitution  du  groupe  T,  en  posant 

Y't=ft(YuY%i  r.;,Y„,ai,a2,  ,..,ar)=/t(jrujrt jrnt  B„  B2,  ...,Br); 

on  aura 

f(y1,y2,  ...,y/?)  =  f(y;,y:2,  ...,y;), 

d'après  la  propriété  du  sous-groupe  T.  Mais,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  on  peut,  pour  des  valeurs  arbitraires  des  «, 
donner  dans  les  Y'  à  /•  —  p  des  B  au  moins  telles  valeurs  fixes  qu'on 
voudra.  Il  en  résulte  que  la  fonction  F(Y4,  Y2,  .  .  .,  Y„)  dépend  au 
plus  de  p  paramètres. 

En  rapprochant  les  deux  remarques  que  nous  venons  de  faire,  on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  (*)  : 

Etant  donné  le  groupe  G  à  r  paramètres,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  fonction 

F(Yl5Y2,  ...,Y„) 

dépende  seulement  de  p  paramètres  (p>  r)  est  que  la  fonction 
^(y^  }rïi  ...}/«)  reste  invariable  pour  les  substitutions  d\un 
sous -groupe  Y  de  G,  à  r  —  p  paramètres. 

(')  On  trouvera  dans  la  Thèse  de  M.  Vessiot  (Annales  de  l École  Normale,  1891) 
une  autre  démonstration  de  ee  théorème. 
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Ce  théorème  peut  être  regardé  comme  l'analogue  de  celui  que  nous 
avons  établi  au  paragraphe  20  du  Chapitre  précédent.  Nous  avions  là 
une  fonction  prenant  n  valeurs  pour  les  substitutions  d'un  groupe  G 

d'ordre  m  ;  il  y  avait  alors  un  groupe  T,  sous-groupe  de  G  et  d'ordre  —  > 
laissant  la  fonction  invariable.  Dans  la  question  actuelle,  c'est  la  dif- 
férence r —  p   qui  remplace  le  quotient  —  ;  c'est    ce    qui    arrivera 

généralement  par  la  suite,  où  nous  trouverons  des  différences  au  lieu 
de  quotients  dans  des  énoncés  par  ailleurs  de  même  forme. 


II.  —  Des  groupes  de  transformations  homogènes  et  linéaires, 
et  des  fonctions  symétriques  dans  la  théorie  des  équations 
linéaires. 


9.  Une  classe  très  spéciale  de  groupes  de  transformations  sera  pour 
nous  particulièrement  intéressante  :  ce  sont  les  groupes  de  transfor- 
mations linéaires  et  homogènes  et,  de  plus,  renfermant  algébriquement 
les  paramètres.  Considérons  donc  la  substitution  linéaire 

Y2  =  au  jKi-H«22  72  +  .-  .-hainyni 


Y„  =  a,llyi-haniy2-*-...-h  annyn. 


Si  tous  les  a  sont  arbitraires,  ces  équations  définiront  évidemment 
un  groupe  continu  de  transformations  à  ri1  paramètres. 

En  considérant  les  y  comme  des  fonctions  arbitraires  d'une 
variable  #,  nous  allons  étudier  d'abord  les  fonctions  rationnelles  desj' 
et  de  leurs  dérivées,  qui  restent  invariables  quand  on  effectue  sur 
les  y  et  en  même  temps  sur  leurs  dérivées  des  différents  ordres  la 
transformation  du  groupe  précédent.  Nous  les  appellerons  par  ana- 
logie fonctions  symétriques  des  y  et  de  leurs  dérivées. 

Il  est  tout  d'abord  facile  de  former  des  fonctions  de  cette  nature. 
Étant  données  n  fonctions  arbitraires 

yu   y*,    •••<   y  n 

de  x,  on  peut  former  l'équation  linéaire  d'ordre  n  dont  ces  fonctions 
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seraient  un  système  fondamental.  Soit 

dny  d»-ly 

cette  équation.  Les  /?  sont  des  fonctions  rationnelles  de  fK^yi, 
y„  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  «,  et  il  est  évident  qu'elles 
restent  invariables  quand  on  effectue  sur  les  yt,  y2,  •••?  JK«  une 
substitution  linéaire  quelconque.  Ces  fonctions  jouent  le  même  rôle 
que  les  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation  algébrique; 
nous  allons  en  effet  établir  le  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  rationnelle  des  y  et  de  leurs  dérivées,  invariable 
par  les  substitutions  du  groupe  linéaire  général,  s} exprime  ration- 
nellement à  l'aide  des  fonctions  p  et  de  leurs  dérivées. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  la  fonction  considérée,  on  peut 
toujours  ramener  l'ordre  de  dérivation  des  y  à  ne  pas  dépasser  n —  i. 
Il  suffît  pour  cela  de  se  servir  de  l'équation  différentielle  linéaire 
écrite  ci-dessus.  Après  cette  réduction,  nous  avons  donc  une  fonction 
rationnelle 

dont  les  coefficients  sont  eux-mêmes  fonctions  rationnelles  des  p  et 
de  leurs  dérivées.  Nous  allons  montrer  que,  sous  cette  forme,  R  ne 
peut  dépendre  des  y.  On  a,  en  effet, 

=  R(Y„  ...,Yn,Y'u  ...,Y'/n  ...,¥<»->>,  ...,Y',r1}), 

les  p  et  leurs  dérivées,  dans  les  coefficients  de  R,  n'ayant  pas  changé. 
Or,  pour  une  valeur  donnée  d'ailleurs  arbitraire  de  x,  nous  pouvons 
choisir  les  constantes  a  de  manière  que 

Y,  Y          Y'  Y'  yui-D  Y»»-D 

prennent  telles  valeurs  que  l'on  voudra.  Si  donc  R  dépend  d'une 
des  lettres  précédentes,  l'égalité  ci-dessus  est  impossible,  puisque  le 
premier  membre  est  indépendant  des  a,  tandis  que  le  second  a  une 
valeur  variable  avec  ces  paramètres. 

Il  résulte  de  là  que  R  ne  dépend  pas  dej^, ,  .  .  .  <y,n  y\ ,  .  .  . ,  y{£    x\ 
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et  la  fonction  se  réduit,  par  suite,  à  une  fonction  rationnelle  des  p 
et  de  leurs  dérivées  (*).  C'est  le  théorème  que  nous  voulions  établir. 

10.  Parmi  les  fonctions  symétriques  élémentaires,  que  nous  avons 
désignées  par/?,  il  en  est  une  qui  est  particulièrement  intéressante  : 
c'est  la  première,  /?,.  En  posant 


D  = 


yx 

y* 

y  a 

ri 

y* 

y  a 

dyx 

dyn. 

dyn 

dyx 
dx 

dyi 

dx 

dyn 
dx 

,        D1  = 

dx 
dn-*yy 

dx 
d"-\y2 

dx 
d*-*yn 

dn~  \yx 

d»-\y2 

d"~\yn 

dxn~* 

dx"-* 

dx"-* 

dx'1'1 

dx"-1 

dx"~l 

d"yx 
dx'1 

dny* 

dx11 

d'lyn 

dx1 

on  a 


/>.  =  -d 


or  D,  est  précisément  la  dérivée  de  D  par  rapport  à  x.  Admettons, 
en  effet,  que  ce  fait  soit  exact  pour  n  —  i  fonctions;  on  va  voir  immé- 
diatement qu'il  est  encore  exact  quand  on  passe  de  n  —  1  à  n. 
Concevons  D  développé  suivant  les  termes  de  la  dernière  ligne,  et 
écrivons 


D  =  A, 


d"~\yx 

dx"-1 


d"-\y<> 


À„ 


d"-\ytl 
dx"-1 


les  A  étant  des  déterminants  analogues  à  D,  mais  relatifs  seulement 
à  n  =  i  fonctions;  on  aura  alors 


dl)  _        d"yx 
dx  ~~      l   dx" 


'  dx" 


A„ 


d"y" 
dx" 


les  autres  termes  disparaissant,  car,  d'après  ce  qui  a  été  supposé  an 
sujet  des  déterminants  d'ordre  n  —  i ,  ces  termes  forment  le  détermi- 
nant D,  où  l'avant-dernière  ligne  aurait  été  remplacée  par  la  dernière, 
de  telle  sorte  que  les  deux  dernières  lignes  s'y  trouvent  identiques. 


(')  Les  fonctions  de  cette  nature  ont  été  étudiées  particulièrement  par  M.  Appell 
dans  son  Mémoire  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  (Annales  de  l'École 
A' or  maie,  2e  série,  t.  IX). 
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DL\Ù 


On  a  donc  bien 


D,= 


dD 
dx 


comme  nous  l'avons  énoncé.  On  conclut  de  là 

-fPl(x)dx 

D  =  e  J 
La  valeur  du  déterminant 

d\Vi       d"y2  d"Vn 


DX  = 


dx"        dx" 


de" 


n  —  X  —  l,  n  - X ■+■  1,  . . . ,  n 


est  maintenant  facile  à  calculer  en  fonction  des/?.  La  résolution  des 
n  équations  du  premier  degré  en/?,,  />2,  ...,/?«  donne 


/>xOp)  =  (-0* 


Dx 


Pi(X)dù 


et  l'on  aura  par  suite 

Dx=(—  i)lp(x)e 
D'une  manière  plus  générale,  considérons  le  déterminant 


/ 


d"yx      d"y.2 
dx"        dx" 


dx" 


les  a  étant  n  entiers  distincts  quelconques;  il  résulte  immédiatement 
de  ce  qui  précède  que  ce  déterminant  est  égal  à  une  fonction  entière 

des/?  et  de  leurs  dérivées  multipliée  par  e  J   l     . 

On  trouvera  dans  le  Mémoire  cité  de  M.  Appell  des  applications 
intéressantes  de  cette  théorie  des  fonctions  symétriques  des  intégrales 
d  une  équation  linéaire,  particulièrement  à  la  transformation  d'une 
telle  équation. 

Soit 

une  fonction  rationnelle  entière  z  des  intégrales  y{1  y2,  •••?  yn  for- 
mant un  système  fondamental,  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
d'ailleurs  quelconque.  Le  problème  général  de  la  transformation 
est  de  former  l'équation  différentielle  linéaire  qui  admet  pour  inté- 
grale la  fonction  z.  Tout  d'abord,  pour  voir  quel  est  Tordre  de 
l'équation  différentielle  en  z:  on  remplacera  j/,,r2,  ,..,yn  par  les 
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éléments  d'un  autre  système  fondamental,   c'est-à-dire    en   rempla- 
çant fi  par 

«/1JK1+  a/2JK2  +  .  .  .-^-a,;lyn         (i  =  1,2,...,  n). 

L'ordre  de  l'équation  différentielle  en  z  est  égal  au  nombre  des 
termes  linéairement  indépendants  qui  entrent  dans  l'expression  de  z 
ainsi  transformée.  Le  développement  de  f  donne  un  certain  nombre 
de  termes  monômes  de  la  forme 


yVyT 


dy£\^ 

dx  I 


Soit,  après  la  réduction  à  l'ordre  n —  1,  au  plus,  de  l'ordre  maxi- 
mum de  dérivation  des  r,  q  le  nombre  des  termes  algébriquement 
indépendants.  On  pourra  former  l'équation  différentielle  d'ordre  q 
admettant  ces  q  solutions;  les  coefficients  de  cette  équation  se  pré- 
senteront manifestement  sous  la  forme  de  fonctions  symétriques 
de  y{J  y2i  •••?  .Yw-  Dans  certains  cas  particuliers,  il  pourra  arriver 
cependant  que  les  termes  algébriquement  distincts  ne  soient  pas 
linéairement  indépendants;  on  s'en  apercevra  à  ce  que  tous  les  coef- 
ficients de  l'équation  formée  sont  identiquement  nuls,  et  l'on. cher- 
chera alors  à  former  une  équation  d'ordre  q  —  1  :  on  arrivera  ainsi 
forcément  à  l'équation  cherchée  au  bout  d'un  certain  nombre  de 
tentatives. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

d"-  y  dy 

—rh  =  a-f-  -hby. 

dx-  dx 

Posons 

l'expression  générale  de  z  sera 

(aijKi+  «2JK2)2. 
Nous  avons  ici  les  trois  termes 

y'h   ri72,   yh 

et  l'équation  donnant  z  sera  en  général  du  troisième  ordre. 

11.   Après  avoir  considéré  les  fonctions  rationnelles  de  n  fonctions 
arbitraires  de  x  et  de  leurs  dérivées,  que  nous  avons  appelées  fonc- 
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dons  symétriques,  il  esl  naturel  de  considérer  des  fonctions  ration- 
nelles quelconques.  Prenons  donc  une  fonction  rationnelle  de  yM 
y '2,  . ..,  yn  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  d'ailleurs  quelconque, 
en  désignant  toujours  par  y{,  y2,  •  .  -,  yn  des  fonctions  arbitraires 
de  #,  et  désignons-la  pour  abréger  par 

R(jki> y*,  ■  ■  -,yn), 

sans  marquer  explicitement  les  dérivées  qui  peuvent  figurer  dans  R. 
Reprenons  la  substitution  linéaire  générale 

IY,  =  au  yx  -4-  «12JK2  -+-...-+-  ainyni 
Y2  =  a^yx  H-  «22JK2  H-.  •  •+  «2«JK«, 
i 
Y„=  «nijKi  +  arnyt-+- .  .  . -+-  annyn, 

et  écrivons  la  relation 

(9)  R(Yi,Y2,  ...,Y„)  =  R(ri,^25  ...,  jn). 

On  peut  chercher  à  déterminer  les  constantes  a,  de  manière  que 
cette  relation  soit  identiquement  vérifiée,  quelles  que  soient  les  fonc- 
tions y\,  y<i>,  .  •  -,  y n  de  x.  En  général,  il  n'y  aura  pas  d'autres  solu- 
tions que 

aik=  o       (i^k),  «,ï=i; 

mais,  pour  certaines  fonctions  R,  il  y  aura  d'autres  déterminations 
possibles  des  a.  Supposons  que  l'identité  précédente  entraine  seu- 
lement 

relations  entre  les  a,  qui  seront  d'ailleurs  évidemment  algébriques; 
on  pourra  exprimer  n2 —  p  des  a  en  fonction  des  p  restants.  Dans  ces 
conditions,  les  équations  (8)  définissent  un  ensemble  de  transforma- 
tions dépendant  de  p  paramètres  arbitraires.  Cet  ensemble  de  trans- 
formations forme  un  groupe  linéaire,  homogène  et  algébrique  de 
transformations  ;  il  est  clair,  en  effet,  que  le  produit  de  deux  substi- 
tutions de  l'ensemble  appartient  encore  au  même  ensemble,  puisque 
pour  ces  deux  substitutions  la  fonction  R  reste  invariable,  d'après 
l'identité  (9). 

Prenons,  comme  exemple,  l'expression 


Y,    W1     dx 


dyx 
dx 


yx  Y1  dx        y*  dx 
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En  écrivant  l'identité  (9),  on  trouve 

Y|  =  ayu 

On  a  ainsi  un  groupe  de  transformations  à  deux  paramètres  a  et  b. 

Il  pourra  arriver  que  l'identité  (9)  ne  définisse  pas  un  seul  groupe, 
mais  plusieurs.  Les  n2 — p  relations  entre  les  «,  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  peuvent  ne  pas  former  un  système  irréductible  et  se 
partager  alors  en  plusieurs  systèmes  irréductibles  de  n- —  p  relations. 
Le  groupe  dérivé  de  la  fonction  R  est  dit,  dans  ce  cas,  un  groupe 
complexe.  Prenons,  par  exemple,  pour  R,  la  fonction 

Le  groupe  linéaire,  laissant  invariable  cette  expression,  correspond 
à  l'ensemble  des  transformations  de  coordonnées  rectangulaires.  Cet 
ensemble  se  partage  en  deux  groupes  distincts;  pour  l'un  d'eux,  le 
déterminant  des  coefficients  de  la  substitution  est  égal  à  -f-  1  et  pour 
l'autre  à  —  1 . 

Une  question  inverse  se  pose  maintenant  :  étant  donné  un  groupe 
linéaire  homogène  et  algébrique,  existe-t-il  toujours  une  ou  plusieurs 
fonctions  rationnelles  des  y  considérés  comme  fonctions  arbitraires 
d'une  variable  x  et  de  leurs  dérivées,  que  laissent  invariables  les  sub- 
stitutions du  groupe.  On  répondra  immédiatement  à  cette  question 
en  se  reportant  à  un  théorème  général  de  M.  Lie,  que  je  ne  fais 
qu'énoncer  (').  Reprenons  un  groupe  quelconque 

Yï  =  //(^i,J's,  ...../«.«u  «2,  . ..,  ar)        (i  =  1,  2,  ...,/i). 

En  regardant  les  y  comme  fonctions  arbitraires  de  x,  différentions 
ces  équations  un  nombre  suffisant  de  fois  pour  qu'elles  soient  en 
nombre  supérieur  à  /*. 

En  éliminant  alors  les  a  entre  les  équations  ainsi  obtenues,  nous 
obtenons  des  relations  que  M.  Lie  démontre  être  nécessairement  de 
la  forme 


R(  Y, 


dx 


=  1Hr"-"-v'"'Tte'---j- 


(l)  S.  Lie,  Théorie  der  Transformations  g  ruppen,  p.  21 5  et  524. 
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En  particulier,  si  nous  avons  un  groupe  linéaire  homogène  et  algé- 
brique, les  relations  précédentes  seront  nécessairement  algébriques, 
et,  en  prenant  des  combinaisons  symétriques  de  ces  relations,  on 
obtiendra  une  ou  plusieurs  fonctions  rationnelles  des  y  et  de  leurs 
dérivées  que  laisseront  invariables  les  substitutions  du  groupe. 
Parmi  ces  fonctions  rationnelles,  on  pourra  en  trouver  qui  ne  restent 
pas  invariables  pour  les  substitutions  d'un  autre  groupe  à  un  plus 
grand  nombre  de  paramètres. 


12.  Les  théorèmes  établis  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre 
nous  permettent  de  faire  quelques  remarques  générales  sur  les 
groupes  linéaires,  homogènes  et  algébriques. 

Commençons  par  un  groupe  à  un  paramètre.  On  obtiendra  un  tel 

groupe  en  prenant  un   système   d'équations  linéaires    à   coefficients 

constants 

dxx 
dt 


axxxx 


&\n  &  m 


dxn 
dt 


<Xn\  xx 


On  calculera  l'intégrale  générale,  et  il  suffira  de  choisir  les  n  con- 
stantes arbitraires  de  manière  que,  pour  t  =  o,  on  ait 


On  aura  ainsi  un  groupe  de  transformations  avec  le  paramètre  t, 
entre  les  x  et  les  x0.  Si  nous  voulons  que  ce  groupe  soit  algébrique, 
il  faudra  que  dans  les  expressions  linéaires  des  x  en  fonction  des  x0 
deux  coefficients  quelconques  des^*0  soient  liés  par  une  relation  algé- 
brique. Si  nous  désignons  par  /-,,  r2,  . . .,  rA  les  racines  différentes  de 
zéro  et  distinctes  de  l'équation  caractéristique 


a2X 


«12 


a2n 


chaque  coefficient  sera  de  la  forme 
les  P  étant  rationnels. 


Pa^'-ï-Pfri-iCOi 
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Nous  avons  vu,  en  étudiant  les  équations  à  coefficients  constants, 
que,  si  les  ut  représentent  des  nombres  distincts  et  différents  de  zéro, 
une  identité  de  la  forme 

(a)  B(0-+-2A;(0eM=o, 

où  B  et  les  A  sont  rationnels,  entraîne  nécessairement  B  =  o,  A|  =  o. 
Ceci  posé,  une  relation  algébrique  entre  deux  coefficients  entraînera 
une  relation  algébrique  (E)  entre 

(P)  ',     «r«*»     ...,     en*. 

Il  pourrait  arriver  que  cette  relation  fût  vérifiée  quels  que  soient 
t,  erie,  ...,  erkl  considérés  comme  étant  k  -4-  i  grandeurs  indépen- 
dantes; alors  les  deux  coefficients  pourraient  être  regardés  comme 
fonctions  rationnelles  d'une  de  ces  lettres,  les  autres  prenant  telles 
valeurs  numériques  qu'on  voudra,  et,  si  cette  circonstance  se  pré- 
sentait pour  tout  groupe  de  deux  coefficients,  tous  ces  coefficients 
seraient  fonctions  rationnelles  d'une  arbitraire.  Dans  le  cas  con- 
traire, (E)  donnerait  réellement  une  relation  entre  les  quantités  ((3); 
mais,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  des  identités  de  la  forme  (a),  il 
faudrait  qu'il  y  eût  au  moins  deux  termes  avec  la  même  exponentielle, 
pour  qu'ils  puissent  se  détruire.  On  aurait  donc  nécessairement  au 
moins  une  relation 

n  i  n  -h  n2  /'2  -4- .  .  .  -4-  n^  r/c  =  o, 

les  n  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  qui  ne  sont  pas  tous  nuls. 
Soit  nh  différent    de  zéro;   nous   remplacerons    t  par    /^-9;    nous 
pouvons  alors  considérer  les  coefficients  comme  des  fonctions  en- 
tières de 

(Y)  6>    eri6>    .-.,    ea-,0> 

et  nous  pouvons  raisonner  comme  précédemment.  La  relation  algé- 
brique entre  deux  coefficients  entraîne  une  relation  (E')  entre  les 
termes  de  la  suite  (y);  il  pourrait  arriver  que  (E')  fût  vérifiée,  quels 
que  soient  9,  er'6,  . . .,  er*->9  considérés  comme  étant  k  grandeurs  indé- 
pendantes, et,  dans  le  cas  où  il  en  serait  ainsi  pour  tout  groupe  de 
deux  coefficients,  il  est  clair  que  tous  ces  coefficients  seraient  fonc- 
tions rationnelles  d'une  arbitraire.   Dans  le  cas  contraire,    nous 
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serons  conduit  à  une  relation 

n\  rx  -+■  n\_  r2  -+-...  +  nk„  l  rk-X  =  o, 

les  n!  étant  des  entiers  qui  ne  sont  pas  tous  nuls. 

On  continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  et  l'on  arrivera  à  la  con- 
clusion suivante  :  ou  bien  les  coefficients  peuvent  s'exprimer  ration- 
nellement à  l'aide  d'une  arbitraire,  ou  bien  les  r  sont  commensu- 
rables  entre  eux.  Dans  ce  dernier  cas,  on  pourra  alors  exprimer  tous 
les  coefficients  en  fonctions  entières  de 

8     et     ea§         (a^o). 

Une  relation  algébrique  entre  deux  coefficients  amènera  une  rela- 
tion algébrique  entre  9  et  ea9,  qui  ne  peut  être  qu'une  identité,  et, 
par  suite,  tous  les  coefficients  sont  encore  fonctions  rationnelles  d'une 
arbitraire.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Dans  un  groupe  linéaire,  homogène  et  algébrique  à  un  para- 
mètre, on  peut  choisir  le  paramètre  de  telle  manière  que  tous  les 
coefficients  de  la  transformation  soient  des  fonctions  rationnelles 
de  ce  paramètre. 

Un  théorème  analogue  s'étend  aux  groupes  à  un  nombre  quel- 
conque r  de  paramètres.  Pour  définir  un  tel  groupe,  il  faut  se  donner 
r  transformations  infinitésimales  satisfaisant  aux  conditions  relatives 
au  crochet.  Il  sera  suffisant  de  prendre  /•  =  2.  Nous  aurons  alors  les 
équations 

dxx       ,u  „  dx*       .  dxn       , 

■^-Mi+rf.,     -aj-^m+ixii,,     ••■■     sr  =  ^+^ 

les  £,  tq,  ...,  t  étant  des  fonctions  données  linéaires  et  homogènes 
des  x,  satisfaisant  aux  conditions  relatives  au  crochet  {voir  §  7); 
A  et  ul  sont  des  constantes  arbitraires. 

Puisque  ce  groupe  peut  s'obtenir  en  combinant  les  substitutions 
du  groupe  à  un  paramètre  correspondant  à  u  =  o,  et  celles  d'un 
second  groupe  à  un  paramètre  correspondant  à  À  =  o,  tous  les 
coefficients  de  la  transformation  seront  des  fonctions  rationnelles 
de 
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/•,,  ;*2,  . ..,  rn  étant  les  racines  de  l'équation  caractéristique  corres- 
pondant aux  n  fonctions  linéaires 


racines  distinctes  et  différentes  de  zéro;  pareillement  r'j,  r'2l  ...,  r'k 
sont  les  racines,  distinctes  et  différentes  de  zéro,  de  l'équation  carac- 
téristique correspondant  aux  n  fonctions  linéaires 

£sj       '12)        •  ••)       ^2- 

Tous  les  coefficients  sont  ainsi  des  fonctions  de  \t  et  de  u.£,  et  Ton 
peut  regarder  les  coefficients  comme  fonctions  rationnelles  de 


En  raisonnant  absolument  comme  plus  haut,  si  ce  n'est  que  la  re- 
lation algébrique  est  entre  trois  coefficients  au  lieu  de  deux,  on  éta- 
blit que  :  ou  bien  les  coefficients  s'expriment  rationnellement  à  l'aide 
de  deux  arbitraires,  ou  bien 

A'i,     r2,     ré- 
sout entre  eux  dans  des  rapports  commensurables,  ainsi  que 


et  l'on  retombe  alors  encore  sur  la  même  possibilité  d'exprimer  les 
coefficients  d'une  manière  rationnelle  à  l'aide  de  deux  arbitraires. 
Nous  avons  donc  le  théorème  général  suivant  : 

Vans  un  groupe  linéaire  homogène  et  algébrique  à  un  nombre 
quelconque  de  paramètres,  on  peut  choisir  ceux-ci  de  manière 
que  les  coefficients  de  la  transformation  soient  fonctions  ration- 
nelles de  ces  paramètres. 

13.  Terminons  ces  généralités  par  un  théorème  qui  est  l'analogue 
du  théorème  de  Lagrange  en  Algèbre  (Chapitre  précédent,  §6).  Soit 
une  fonction  rationnelle  des  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
d'ailleurs  quelconque,  que  nous  représentons,  pour  abréger,  par 

et   considérons  le   groupe   linéaire  et  homogène  général  à  n-  para- 
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mètres 

Yi  —  «H  y-i  -+-  a12  y*  -+-  •  •  •  H-  <*in  r«, 

On  suppose  qu'à  la  fonction  R  corresponde  un  groupe  linéaire  cl 
homogène  G  à  p  paramètres.  Dans  ces  conditions,  je  prends  pour  les 
y  des  fonctions  arbitraires  d'une  variable  x,  et  j'envisage  l'expres- 
sion 

u=  R(Y„  Y2,  ...,  Yrt). 

C  est  une  fonction  de  x,  dépendant,  d'après  le  théorème  du  para- 
graphe 8,  de  n3 —  p  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire  qu'on  a 

R(Yi,YSî  ...,Y«)  =  *{yuy*  ••••.>'/.;  Bt,  ...,Bna_p), 

les  B  dépendant  des  a.  Elle  satisfera  donc  à  une  équation  différen- 
tielle d'ordre  n'2 — p,  qu'on  pourra  obtenir  par  des  calculs  algé- 
briques d'élimination.  Les  coefficients  de  celte  équation  différentielle 
seront  visiblement  des  fonctions  rationnelles  dey,,  y2,  .  . . ,  yn  et  de 
leurs  dérivées.  L'un  de  ces  coefficients  peut  être  rendu  égal  à  l'unité 
et  les  autres  sont  alors  des  fonctions  des  y  et  de  leurs  dérivées,  qui 
rentrent  dans  la  catégorie  des  fonctions  que  nous  avons  appelées  sy- 
métriques, et  ils  s'exprimeront  par  suite  rationnellement  à  l'aide  des 
fonctions  élémentaires  désignées  par  p  (§  9).  En  effet,  si  dans  l'expres- 
sion de  4>  on  effectue  les  substitutions  du  groupe  linéaire  général,  on 
obtient  la  même  fonction  <ï>,  les  coefficients  B  ayant  seulement 
d'autres  valeurs. 

L'équation  différentielle  d'ordre  n'1 — p,  à  laquelle  satisfait  a,  est 
l'analogue  de  l'équation  algébrique  à  laquelle  satisfaisait  une  fonction 
non  symétrique  de  plusieurs  lettres  (Ghap.  XVI,  §  5). 

Ceci  posé,  désignons  par  y",  y®,  .  ...  y",  //  fonctions  arbitraire- 
ment choisies  de  x,  et  soient  y,,  y2,  ....  y,n  n  fonctions  linéaires  et 
homogènes  quelconques  de  y",  y0,,  ....  y".  Nous  considérons  une 
autre  fonction  rationnelle 

S(yuy2,  ...,y„) 

des  fonctions  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  quelconque, 
admettant  h;  groupe  G,  c'est-à-dire  ne  changeant  pas  quand  on  ef- 
fectue sur  les  y  les  substitutions  de  ce  groupe.   Cherchons    c  il  est 
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possible  d'exprimer  S  à  l'aide  de  la  fonction  u.  La  fonction  S  satisfera 
à  une  équation  différentielle  dont  l'ordre  sera  au  plus  égal  à  n- —  p, 
et  que  nous  pouvons  obtenir  en  procédant  comme  nous  l'avons  fait 

pour  R  ;  soit 

cp(S)  =  o 

cette  équation,  dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  des/?0 
et  de  leurs  dérivées.  Posons 

V  =  a  K(yl  y\,  . . .,  y\  )  -f-  S(yu  yt,  .  . . ,  yn), 

a  étant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  x,  et  j'°,  y?yl  . ..,  y0, 
désignant  les  fonctions  particulières  de  x  arbitrairement  choisies  plus 
haut.  On  aura 

(a)  o[V-aR(ylyl  . . . ,  y»n)]  =  o. 

Posons,  d'autre  part, 

W=  aR(yuy.2,  .  ..,  y„) -+-  S(yu  yz,  ...,yn); 

la  fonction  W  satisfait  à  une  équation  différentielle  d'ordre  /i2 — p 
que  nous  pouvons  former  et  dont  les  coefficients  sont  fonctions  ra- 
tionnelles des  p°  et  de  leurs  dérivées,  ainsi  que  de  a  et  de  ses  déri- 
vées ;  désignons-la  par 

(P)  ^(W)  =  o. 

Les  deux  équations  différentielles  (a)  et  (p)  en  V  et  W  ont  une 
solution  commune  immédiate  qui  est 

aK(ylyl  . . .,  y%)  -+-  S(rf,  y\,  ...,y%). 

Nous  allons  voir  que  cette  solution  commune  est  unique;  en  effet, 
pour  que  V  =  W,  il  faut 

aR(jKÎ,r°2,...,^)  +  S(Y1,Y2,  ...,Y„) 
=  «  R(ji,j2,  . .-,  yn)-hS(yi.  y*,  ...,  yn), 

les  Y  étant  nécessairement  comme  les  y  des  combinaisons  linéaires  à 
coefficients  constants  desjKo-  Puisque  ceux-ci  représentent  des  fonc- 
tions arbitraires  de  x,  et  que  a  est  une  fonction  rationnelle  arbitraire 
de  a?,  l'identité  précédente  entraîne 

R(yï,yl  ■■■,yï)  =  R(yny2-  ...,r,», 

S(Y„   Y2,  ...,Y„)=  S(yuyt1  ...,y*)\ 
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la  première  égalité  montre  que  yt,  y2,  ...,  yn  se  déduisent  de  7J, 
y\,  . . . ,  y"n  au  moyen  des  transformations  du  groupe  G  ;  on  aura  donc 
aussi 

S(n,  72,  •  •  •>  yn)  =  s  (7?,  yh  •  .-,>&)» 

et,  par  suite,  il  n'y  a  pas  d'autre  solution  commune  aux  équations  (a) 
et  (p)  que 

aK{y\,y%,...1y%)->rS(y«uyl,  ...,y%). 

Des  calculs  algébriques  d'élimination  feront  connaître  la  solution 
commune  aux  équations  (a)  et  (£S),  en  opérant  comme  nous  le  ver- 
rons dans  la  Section  suivante  (§  15).  On  trouve  ainsi  une  relation  al- 
gébrique 

F(V„,H0,^,..../,Î,*1,...)=0, 

et  l'on  exprime  par  suite  V0,  c'est-à-dire 

algébriquement  à  l'aide  de  la  fonction  R0  et  de  ses  dérivées,  des  p° 
et  de  leurs  dérivées.  Cette  fonction  algébrique  doit  d'ailleurs  être  ra- 
tionnelle, car,  si  7J,  y\,  . . . ,  y*n  sont  uniformes,  il  en  sera  de  même 
de  V0.  La  conclusion  est  que 

8(71,72,  .-.,7") 

s'exprime  rationnellement  à  V  aide  de  R()'i ,  727  •  •  •  5  7«)  ^  ^  $£* 
dérivées,  et  des  p  et  de  leurs  dérivées.  Ce  théorème  est  bien  l'ana- 
logue du  théorème  de  Lagrange  ('). 


III.  —  Intégrales  communes  à  plusieurs  équations  et  réductibilité 
des  équations  linéaires. 

14.  Nous  avons,  dans  la  Section  précédente,  étudié  les  fonctions 
rationnelles  de  n  fonctions  arbitraires  d'une  variable  et  de  leurs  dé- 
rivées, et  les  groupes  de  transformations  linéaires  qui  s'y  rapportent; 
cette  étude  était  l'analogue  de  l'étude  purement  algébrique  faite  au 

(')  Celte  extension  du  théorème  de  Lagrange  a  été  donnée  par  M.  Vessiot  dans 
son  intéressante  Thèse  (déjà  citée  p.  539)  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  ; 
nous  aurons  à  revenir  sur  ce  travail  dans  la  dernière  Section  de  ce  Chapitre. 
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début  du  Chapitre  précédent.  Revenons  maintenant  aux  équations 
différentielles  linéaires  et  traitons  tout  d'abord  de  quelques  pro- 
blèmes qui  se  présentent  d'eux-mêmes  quand  on  cherche  à  comparer 
la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  avec  celle  des  équa- 
tions algébriques. 

Une  première  question  très  élémentaire  est  la  recherche  des  inté- 
grales communes  à  deux  équations  linéaires.  Soient 


d'n  y            d'n'x  y 
dx'n       1     dxm'1 

•  +  />/«  y 

dn  y             dn~l  y 

—r- h  CU  — ; V     H-  .  . 

dxn         J     dxn~i 

•-+-</«  y 

deux  équations  linéaires  dont,  pour  abréger,  nous  désignerons  les 
premiers  nombres  par  P  et  Q. 

La  méthode  suivante,  donnée  autrefois  par  M.  Brassinne,  conduit 
de  la  manière  la  plus  élégante  à  la  formation  de  l'équation  différen- 
tielle linéaire  dont  les  intégrales  sont  les  intégrales  communes  aux 
équations  précédentes.  Soit  m^ln  et  posons  m  —  n  =  jjl.  On  peut 
déterminer  des  fonctions  /',,  r2,  •••,  />  de  #,  telles  que  la  diffé- 
rence 

p  _  (  Q([X)  _+_  ri  Q(fA-.l)  +  .  ,  .  +  r[)  Q  ), 

où  Q(^}  désigne  la  dérivée  d'ordre  jjl  de  Q,  et  où  y  est  pour  le  mo- 
ment une  fonction  arbitraire  de  a',  ne  contienne  plus  de  dérivées  de  y 
d'ordre  égal  ou  supérieur  à  n.  Ces  coefficients  r  s'obtiennent  mani- 
festement de  proche  en  proche. 

Nous  pouvons  donc  écrire  l'identité 

P\.  désignant  une  expression  différentielle  analogue  à  P  et  à  Q,  où 
le  premier  coefficient  est  l'unité,  mais  renfermant  au  plus  la  dérivée 
d'ordre  n  —  i . 

Les  solutions  communes  à 

P  =  o,        Q  =  o 

sont  communes  à 

Q  =  o,         R  =  o, 

et  inversement.  On  continuera  ainsi,  de  proche  en  proche,  par  ce 
même  procédé  qui  rappelle  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
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viseur,  et,  quand  le  reste  sera  nul,  la  dernière  expression  employée 
sera  l'équation  différentielle  donnant  les  solutions  communes  aux 
deux  équations  proposées. 

On  pourrait  encore  suivre  une  méthode  qui  rappelle  la  méthode 
suivie  en  Algèbre  et  basée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques. 
Soit 

yu   72,    •  -,    y  m 

un  système  d'intégrales  fondamentales  de  l'équation  P.  On  devra 
avoir,  pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  G, 

Q(CijKi+  C2jk2-h...+  Cmym)  =  O, 
c'est-à-dire 

Ci  Q(rO  -+-  c2  Q(r2)+- •  •+  cm  Q(y,n)  =  o, 

et,  par  suite,  on  aura 


Q(rO 

QCr») 

Q.(y,n) 

dQ(yi) 

dQ(y,) 

d()(ym) 

dx 

dx 

dx 

dm~x  Q(ri) 

d'»-i  Q(r2) 

d'"-lQ(y,n) 

dx'"-1 

dx»1-1 

dx"1-1 

Or,  cette  expression  est  une  somme  de  déterminants  de  la  forme 
de  ceux  que  nous  avons  considérés  au  paragraphe  2.  L'expression  pré- 
cédente est  donc  égale  à  une  fonction  entière  des/>,  des  q  et  de  leurs 

dérivées,   multipliée    par    e~JPl   x,    et   nous    obtenons  donc   ainsi    la 
condition  cherchée. 

lo.  Arrivons  maintenant  à  la  notion  importante  de  la  réductibilité 
d'une  équation  différentielle  linéaire.  M.  Frobenius  a,  le  premier, 
appelé  l'attention  sur  cette  notion  (');  considérant  une  équation  dif- 
férentielle linéaire  à  coefficients  uniformes,  l'éminent  géomètre  défi- 
nit son  irréductibilité  en  disant  qu'elle  n'a  de  solution  commune  avec 
aucune  équation  linéaire  de  même  nature,  mais  d'ordre  moindre,  en 
faisant  abstraction  de  la  solution  jk  =  o,  et  il  donne  à  ce  sujet  divers 
théorèmes  d'un  grand  intérêt. 


(')  Frobknius,  Ueber  den  Begriff  der  Ir^eductibilitàt  in  der  Théorie der  linearen 

Differentialgleichungen  {Journal  de  Crelle,  t.  76). 


556  CHAPITRE    XVII. 

Cette  notion  d'irréductibilité  n'est  pas  bornée,  d'ailleurs,  à  une 
équation  linéaire.  Envisageons  une  équation  différentielle  algé- 
brique 

/|W.£.  ■•■■£*]-.. 

où /est  un  polynôme  par  rapport  ky  et  ses  dérivées,  les  coefficients 
étant  des  fonctions  uniformes  de  x  dans  tout  le  plan.  L'équation  pré- 
cédente sera  dite  irréductible,  si  elle  est  algébriquement  irréductible 

dnt  y 
par  rapport  à       Jm  ,  c'est-à-dire  si  /  n'a  pas  de  diviseurs  de  moindre 

d'n  y 
degré  en  -r~  avec  des  coefficients  rationnels  par  rapport  à 

dm-ly 

y'  "*'  dx'»-i 

et  uniformes  en  x,  et  si,  de  plus,  elle  n'a  aucune  intégrale  commune 
avec  une  équation  différentielle  de  même  forme  et  d'ordre  moindre. 
Quelques  remarques  générales  se  déduisent  immédiatement  de 
cette  définition.  Je  suppose  qu'une  équation  ne  soit  pas  irréductible  ; 
l'équation  a  alors  par  définition  au  moins  une  intégrale  commune 
avec  une  équation 


?[(*), 


dv  d'iyl 

^£ #r°    {h<m) 


qu'on    peut    supposer     algébriquement    irréductible    par   rapport  à 

d'\y 

dxh  ' 

Des  équations  f  et  cp,  on  peut  tirer  une  nouvelle  équation  'l 
d'ordre  h  —  i  au  plus,  à  laquelle  satisferont  les  solutions  communes 
à/  et  cp  ;  il  suffit  de  se  servir  de  l'équation  cp  pour  faire  disparaître 
dans  /  toutes  les  dérivées  d'ordre  supérieur  k  h  —  i.  Si  l'équation  <|> 
n'est  pas  une  identité  quel  que  soit  y,  on  raisonnera  sur  cp  et  &, 
comme  on  a  raisonné  sur /et  ©,  et  finalement  on  arrivera  à  une  équa- 
tion différentielle  y  telle  que  toutes  les  solutions  de  y  appartien- 
dront à/;  il  peut  arriver  d'ailleurs  que  l'équation  différentielle  X=z° 
soit  d'ordre  zéro,  c'est-à-dire  se  réduise  à  une  équation  algébrique 
en  y.  Nous  voyons  donc  que,  quand  une  équation  n  est  pas  irré- 
ductible, il  existe  toujours  une  équation  différentielle  d'ordre 
moindre  dont  elle  admet  toutes  les  intégrales. 
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Le  même  mode  de  raisonnement  permet  d'établir  de  suite  une  pro- 
position analogue  à  un  théorème  de  la  théorie  des  équations  :  Si 
une  équation  différentielle  a  une  intégrale  commune  avec  une 
équation  différentielle  irréductible,  elle  admettra  toutes  les  in- 
tégrales de  cette  dernière.     , 

16.  Nous  renverrons,  pour  le  développement  des  considérations 
précédentes,  au  Mémoire  cité  de  M.  Frobenius;  on  peut  se  placer 
à  un  point  de  vue  plus  restreint,  mais  qui  se  rapproche  davantage 
du  point  de  vue  algébrique.  Prenons  d'abord,  avec  Kœnigsberger  ('), 
une  équation  différentielle  algébrique 

'■>     /•  i  dy  dm  y     t  t  ii/ 

ou  j  est  un  polynôme  en  .r,  y,  -—-,  •••  ,    ,  ^-.    Une  telle  équation 

sera  dite  irréductible  si  elle  est  algébriquement  irréductible  quand 

on  regarde  — ~  comme  fonction  des  autres  lettres  qui  figurent  dans 

l'équation,  et  si  celle-ci  n'a  aucune  intégrale  commune  avec  une 
équation  différentielle  de  même  forme  et  d'ordre  moindre. 

Si  l'équation  f=o  est  linéaire  et  homogène  à  coefficients  algé- 
briques de  x,  on  peut  prendre  la  définition  que  nous  venons  d'indi- 
quer, et  cette  manière  d'envisager  la  réductibilité  des  équations 
linéaires  est  importante  dans  plusieurs  questions.  On  peut  aussi,  se 
plaçant  à  un  point  de  vue  plus  restreint,  exiger  que  la  seconde  équa- 
tion différentielle  soit  également  linéaire  et  homogène.  Ainsi,  nous 
restreignant  d'abord  aux  équations  linéaires  à  coefficients  rationnels, 
nous  dirons  qu'une  telle  équation  est  réductible  quand  elle  a  une  in- 
tégrale commune,  en  dehors  de  y  =  o,  avec  une  équation  linéaire 
d'ordre  moindre  et  à  coefficients  rationnels;  nous  savons  que  dans 
ce  cas  elle  possédera  toutes  les  intégrales  d'une  équation  d'ordre 
moindre  et  de  même  forme,  comme  il  résulte  des  remarques  géné- 
rales du  paragraphe  précédent. 

En  se  bornant  aux  équations  que  nous  venons  de  considérer  en 
dernier  lieu,  il  est  possible  de  reconnaître  si  une  équation  linéaire 


(l)  Kœnigsbkrger,  Lehrbuch  der  Théorie  der  Dijjerentialgleichungen  mit  einer 
unhabhàngigen   Variabeln,  p.  1 55. 
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à  coefficients  rationnels   est   réductible  ;   c'est    ce    que   nous    allons 
montrer  (  '  ). 

Nous  ferons  voir  d'abord  que  tout  revient  à  reconnaître  si  une 
équation  linéaire  à  coefficients  rationnels  admet  une  intégrale  dont 
la  dérivée  logarithmique  soit  rationnelle.  Supposons,  en  effet,  que 
l'équation  soit  d'ordre  /*,  et  que  q  de  ses  intégrales  linéairement  in- 
dépendantes (q  <C  ri)  satisfassent  à  une  équation  linéaire  d'ordre  q  à 
coefficients  rationnels.  On  considère  le  déterminant 


A0  = 


dxy/        dx"' 


&yq 

dx^ 


et  les  déterminants  en  nombre  q 

dy  v\      d^  y,  à*  y 


*X 


dx"* 


dvy2 
dx*' 


dxv 


q-\-l,q- 


correspondant  à  \ 


...,  q.  Si  j,,  y,, 


y* 


satisfont  à  une 

Ax 


équation  d'ordre  q  à  coefficients  rationnels,  les  rapports  —  seront  ra- 

Ao 

tionnels  (§  10  de  ce  Chapitre),  et  A0  est  de  la  forme  eJrU)  xi  la  fonc- 
tion r(x)  étant  rationnelle;  il  s'ensuit  que  les  Ax  seront  de  même 
forme.    Or  nous   pouvons  former  une  équation  linéaire  Ex  à  laquelle 

satisfait 

Ax 

en  regardant  ce  déterminant  comme  une  fonction  des  intégrales 
de  l'équation  initiale  d'ordre  n  ;  l'équation  Ex  devra  admettre  une 
intégrale  dont  la  dérivée  logarithmique  sera  rationnelle.  Ainsi,  les 
q-Jr  i  équations,  faciles  à  former, 

E0,      Ex  (À  =  i,  2,  .  ..,  q) 

admettront  chacune  une  intégrale  à  dérivée  logarithmique  rationnelle. 
Quand  on  aura  vérifié  ce  point,  on  aura,  avec  les  intégrales  trou- 
vées des  équations  E0  et  Ex,  la  ou  les  valeurs  possibles  de  A0  et  de  A> 
et   par   suite  de   leurs   quotients.    On   devra   pouvoir  les  associer  de 


(*)  Outre  le  Mémoire  de  M.  Frobenius,  je  citerai  encore,  relativement  à  cette 
question  de  la  réductibililé  des  équations  lioéaires,  un  Mémoire  de  M.  Ivar  Bendixson, 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Stockholm  (février  189.») 
et  un  article  de  M.  E.  Beke  {Math.  Annalen,  t.  XLV). 
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manière  que  les  quotients 

soient  rationnels;  pour  chacune  des  équations  linéaires  d'ordre  q  que 
l'on  aura  ainsi  formée,  il  restera  à  reconnaître  si  son  intégrale  géné- 
rale satisfait  à  l'équation  donnée,  opération  que  nous  savons  effectuer. 
On  voit  donc  que  nous  sommes  ramené  à  reconnaître  si  une  équa- 
tion linéaire  donnée,  à  coefficients  rationnels,  admet  une  intégrale 
dont  la  dérivée  logarithmique  est  rationnelle  :  c'est  le  problème  que 
nous  allons  traiter. 

17.    Il  suffira  de  prendre  l'équation  du  troisième  ordre 

^3  y  d1  y  dy 

—4-  -j-  P,  ~- hP.)-7 — h  P>  y  =  o, 

dx*  dxl  "  dx  jJ 

les  P  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  On  peut  d'abord  s'arran- 
ger, par  un  changement  linéaire  de  variables,  de  façon  que  le  point  à 
l'infini  soit  un  point  ordinaire  pour  les  intégrales.  En  posant  ensuite 

y 

u  =  — , 

y 

on  a  pour  u  l'équation  du  second  ordre 

-— -  h-  (3  u  ■+■  Pi  ) L- h  m3 -h  P.  u2  +P2«+  P3  =  o. 

u  pourra  avoir  comme  pôles  les  points  singuliers  de  l'équation  diffé- 
rentielle et  aussi  d'autres  points  du  plan.  L'ordre  de  multiplicité  £  de 
tout  pôle  de  u  est  limité,  car  il  faut  que  l'ordre  de  multiplicité  3  /. 
d'un  pôle  de  u3  ne  dépasse  pas  l'ordre  de  multiplicité  d'au  moins  un 
des  autres  termes  ;  ce  qui  donne  pour  k  une  limite  supérieure.  Décom- 
posons u  en  fractions  simples.  Les  pôles  autres  que  les  points 
singuliers  de  l'équation  différentielle  sont  nécessairement  des  pôles 
simples,  leur  résidu  étant  égal  à  un  ou  deux,  suivant  qu'ils  corres- 
pondent à  une  racine  simple  ou  double  de  r,  une  racine  triple  n'étant 
pas  possible  en  un  point  non  singulier.  Désignons  par  H  (^)laparlic 
de  la  fraction  rationnelle  relative  aux  points  singuliers  de  l'équation: 
nous  aurons 

r»,      v        V1        m 

M  =  R(a?)H->- (//*=[,  2), 
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les  a  n'étant  pas  des  points  singuliers  de  l'équation  différentielle.  On 
a  pour  R (x) 

R  (X)  =    >    j— r  H .      .      ,    -h.  .  .H r* 

^(37—  6)*  (37— 6)*"1  37—6 

11  n'y  a  pas  dans  u  de  partie  entière,  d'après  l'hypothèse  faite  sur 
le  point  à  l'infini.  Les  degrés  k  de  multiplicité  sont  limités  et  les  B 
peuvent  donc  être  calculés  de  proche  en  proche  par  substitution  dans 
l'équation  donnant  a.  On  peut  poser 

\\\(.r)d.r 

y  =  eJ  v, 

v  désignant  un  polynôme.  En  faisant  cette  substitution  dans  l'équa- 
tion linéaire,  on  aura  à  reconnaître  si  l'équation  linéaire  en  v  ainsi 
obtenue  admet  un  polynôme  pour  intégrale,  ce  qui  ne  présente 
aucune  difficulté. 

18.  Prenons,  comme  exemple  particulier,  l'équation  différentielle 
hypergéométrique,  et  cherchons  dans  quel  cas  elle  est  réductible. 
Soit  donc  l'équation 

Si  elle  est  réductible,  il  y  aura  une  intégrale  y  telle  que  le  quo- 
tient —  sera  rationnel.   Pour  simplifier  les  calculs  ultérieurs,   dési- 
7  ,  r 

gnons  par  w,   non   pas  —■>  mais  1  expression 

y'        y-(a+8  +  i),y 

u  = h ■ 

y  2J( i  —  x) 

On  forme  immédiatement  l'équation  de  Riccati,  donnant  */, 
du         „       ht        /?>  lu  k* 

h  M2  H ! 7   H 1 =  O, 

ax  x         x'1         i—x        (i — x)2 

où  l'on  a  posé 

h,  =  An  =  -  <*p  -  {  y(ï  -  «  -  ,3  -  i), 


1  /  -2 


y  —  q—  (3  —  iy       y  — a  —  fi  —  i 


2 


")- 
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Si  la  fonction  rationnelle  u  a  un  pôle  distinct  de  zéro  et  un,  ce 
pôle  sera  nécessairement  du  premier  ordre.  Il  en  est  ainsi  de  même 
des  pôles  o  et  i,  et  Ton  a  nécessairement 

ax  a-2      ^_  g'(or) 

a  — 1 ! — -  , 

x         i  —  x         S\x) 

g  (oc)  étant  un  polynôme;  il  n'y  a  pas  dans  u  de  partie  entière,  car  u 
doit  s'annuler  pour  x  =  ce  d'après  la  forme  de  l'équation.  La  substi- 
tution donne 

■l)  2 

j.t,  -f-  ou  = 


ÏSous  obtenons  donc  pour  a,  deux  systèmes  de  valeurs,   et  aussi 
pour  a2 

1  2  l  2 

ï  —  «  —  fi  —  ï                „                    Y  —  a  —  [3  —  ï 
a,  = y  a,  —  —  ï  — - 

1  2  l  2 

En  substituant  dans  l'équation  liypergéométrique,  nous  avons,  pour 
déterminer  le  polynôme  g{x),  l'équation 

x(i  —  x)  g"  -h  2[a,(i  — x)  -f-  a2.r]  g' -h  ( ï nx a2 -f-  /ij )  g  —  o. 

Si  n  désigne  le  degré  de  g(x),  on  aura 

—  n(  n  —  ï)  -f-  2/i(a2  —  ai)  -f-  :>.a[a.2 —  a (3  —  i  ï(ï  —  a  —  P  —  0  =  °- 

Nous  pouvons  adopter  pour  a,  et  a2  quatre  combinaisons;  ce  qui 
nous  conduit  pour  n  aux  huit  valeurs 


—  a.       —a  H- r,      a  —  y?      a — Y  "■*■"  '  > 
-P.     ~P  +  i,     P-T,     P-ï  +  i. 


Donc,  /<7  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  V équation 
différentielle  hyper  géométrique  soit  réductible  est  qu'une  des 
quatre  grandeurs 

«ï     P.     Y-*i     Y~P 

.ço«7  wn  entier  négatif. 

P.  —  III.  36 
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19.  Nous  nous  sommes  borné  jusqu'ici  aux  équations  à  coefficients 
rationnels.  On  peut  définir,  d'une  manière  plus  générale,  un  domaine 
de  rationalité.  Dans  la  première  édition  de  cet  Ouvrage,  comme 
dans  mes  travaux  sur  ce  sujet,  je  m'étais  placé  au  point  de  vue 
suivant. 

Soit  un  certain  nombre  de  fonctions 

a,\(x),     a2(cc),      .  .  . ,     ap(x), 

telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  s'exprimer  par  une  fonction  ration- 
nelle de  x,  des  autres  fonctions  et  de  leurs  dérivées  ;  nous  considérons, 
comme  faisant  partie  d'un  domaine  de  rationalité,  l'ensemble  des 
fonctions  rationnelles  de  x,  des  a  (x)  et  de  leurs  dérivées.  Dans  ces 
conditions,  la  définition  de  la  réductibilité  se  posera  comme  plus  haut 
et,  ici  encore,  l'on  pourra  se  placer  à  deux  points  de  vue,  suivant  que 
l'on  demandera  ou  non  que  l'équation  ait  une  intégrale  commune  avec 
une  équation  d'ordre  moindre,  linéaire  ou  non  linéaire,  les  coeffi- 
cients des  dérivées  étant  d'ailleurs  dans  les  deux  cas,  pour  les  équa- 
tions différentielles  considérées,  des  fonctions  de  x  appartenant  au 
domaine  de  rationalité.  Il  est  clair  que  nous  ne  pouvons  songer,  sans 
particulariser  les  fonctions  a  (a?),  à  résoudre  le  problème  traité  dans 
les  paragraphes  précédents  pour  le  cas  où  le  domaine  de  rationalité 
se  réduisait  aux  fonctions  rationnelles  de  x.  Une  étude  spéciale  sera 
à  faire  dans  chaque  cas. 

M.  Lœwy  et  M.  Landau  ont  généralisé  le  point  de  vue  un  peu 
étroit  auquel  nous  venons  de  nous  placer.  Pour  eux,  le  champ  de 
rationalité  S(Rationalitâtsbereich)  comprend  toutes  les  constantes 
réelles  ou  imaginaires  (ce  qui  était  sous-entendu  ci-dessus);  il  est 
ensuite  formé  de  fonctions  analytiques  dans  un  certain  domaine  du 
plan  de  la  variable  X)  de  plus,  si  /et  g  appartiennent  à  S,  il  en  est  de 

même  de 

f 
/-+-#,    f—g,    fg,     t'     /'     et    St 

en  désignant  par/'  la  dérivée  de/.  Cette  nouvelle  définition  n'amènera 
aucune  modification  dans  la  théorie  qui  va  être  développée. 
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IV.  —  Groupe  de  transformations  d'une  équation  différentielle 

linéaire. 


20.  Nous  allons  voir  maintenant  comment  on  peut  étendre  aux 
équations  différentielles  linéaires  le  théorème  fondamental  deGalois, 
relatif  aux  équations  algébriques,  que  nous  avons  exposé  dans  la 
Section  III  du  Chapitre  précédent  (  '  ). 

Prenons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  le  cas  d'une  équation 
linéaire  à  coefficients  rationnels 

dm  y  d'"~l  y 

(IO)  .  +fli-; =r   -h.  .  .-\-pm  Y  =  O, 

v      '  »    dxm        F    dxtn-*  '     J 

et  désignons  par  y  K ,  y2,  . . .,  y  m  un  système  fondamental  d'intégrales. 
Soit  l'expression 

V  =  M,  J',  -h  M2  JK2  "H  •  •  .+  Uni  Y  m  , 

où  les  u  sont  des  fonctions  rationnelles  arbitrairement  choisies  de  x. 
Cette  fonction  satisfait  à  une  équation  linéaire  d'ordre  m1  à  coeffi- 
cients rationnels,  équation  qui  se  forme  immédiatement  en  expri- 
mant 

^V  dmi\ 


\, 


dx  da. 


(')  J'ai  montré  pour  la  première  fois  comment  on  pouvait  étendre  aux  équations 
différentielles  linéaires  la  théorie  de  Galois  dans  une  Note  des  Comptes  vendus  (Sur 
les  groupes  de  transformations  des  équations  linéaires;  avril  i883).  Voir  aussi  un 
Mémoire  plus  développé  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1887); 
je  suis  revenu  sur  cette  question  dans  les  Comptes  rendus  du  8  octobre  1894  et  du 
2  décembre  i8g5.  Je  ne  change  rien  ici  au  texte  publié  dans  la  première  édition  de 
cet  Ouvrage,  et  qui  reproduisait  mes  Leçons  de  1896,  celles-ci  n'ayant  pas  été  publiées 
ailleurs  et  donnant  le  développement  des  Notes  indiquées  ci-dessus,  où  je  m'efforçai? 
de  faire  la  transposition  à  ce  nouveau  domaine  des  idées  de  Galois. 

Depuis  cette  époque,  ces  extensions  devenues  classiques  ont  été  présentées  de  bien 
des  manières.  Je  signalerai  particulièrement  le  Mémoire  récent  de  M.  A.  Lœwy,  Die 
rationalitàts  G ruppe  einer  linearen  homogenen  DiJJ'erentialgleichung  (Math. 
Annalen,  Bd.  LXV,  1908).  Dans  un  ordre  d'idées  beaucoup  plus  étendu,  l'extension 
des  idées  de  Galois  à  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  a  fait  l'objet 
d'un  très  important  Mémoire  de  M.  Drach  (Annales  de  l'École  Normale,  1898).  Le 
théorème  fondamental  de  M.  Drach  a  été  précisé  et  complété  par  M.  Vessioi  dans  des 
travaux  définitifs  sur  ce  sujet  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  1903  et  190^,  et  Acta 
mathematica,  1 904  ) . 
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à  l'aide  des  dérivées  des  y  jusqu'à  l'ordre  m  —  i.  Entre  les  m2+  i 
équations  ainsi  obtenues,  il  suffira  d'éliminer  les  y  et  leurs  dérivées 
pour  avoir  l'équation  cherchée,  que  nous  désignerons  par  (E)  : 

d">2X 


(E) 


-H  Pi 


-h.Pffl.V  =  0. 


dxm"-        '  '  dx"1'2-1 

Cette  équation  a  pour  intégrales  les  fonctions 

iii y ic         (i.  k  =  i,  2,  . . . ,  m). 

Si  les  u  sont  pris  arbitrairement,  ces  m2  dernières  fonctions  sont  bien 
linéairement  indépendantes  (*);  il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  prendre 
un  cas  particulier.  Supposons  que  x  =  o  ne  soit  pas  un  point  singu- 
lier de  l'équation  différentielle;  nous  prendrons 

Ui=  ctixU-U'11, 

les  y.  étant  des  constantes  arbitrairement  choisies.  S'il  y  avait  une 
relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  entre  les  Uiyki 
nous  aurions 


^  a/  ar«-D/«  (  X,-,  yx  H-  Xrt  y. 


X///1  JK/zi  )  —  o> 


les  m2  constantes  Â  n'étant  pas  toutes  nulles.  Or,  en  égalant  à  zéro 
dans  ce  développement  les  coefficients  de 


nous  obtenons  m  équations  homogènes  entre 

Xn,      À12,       ....       A(m. 

Leur  déterminant  est  la  valeur  du  déterminant 


ri 

y* 

y»i 

dx 

dy* 
dx 

dy„ 

dx 

d'n- 


dx"1-1 


dx"1-  -i 


«?"*- 


r/« 


dx'"~l 


(*)  J'avais  regardé  ce  point  comme  évident;  la  démonstration  si  simple  du  texte  a 
été  donnée  par  M.  Beke  dans  une  Note  des  Math.  Annalen  (t.  XLVI). 
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pour  x  =  o i  or  celte  valeur  est  différente  de  zéro,  puisque  le  système 
des  y  est  un  système  fondamental  et  que  l'origine  n'est  pas  un  point 
singulier  de  l'équation  différentielle.  On  en  conclut  que 

^11  =  A12  =  .  .  .  =  A],,,  =  o. 

En  passant  ensuite  aux  puissances  xm,  ...,  x-'"~\  on  démontrera 
que 

À 2 1  —  A  2  2  ==  «  •  •  —  '<2/ii==  n 

et,  d'une  manière  générale,  l'on  arrive  à  la  conclusion  que  tous  les  X 
sont  nuls,  ce  qui  est  absurde. 

De  ce  que  les  uiyn  sont    linéairement  indépendants,    on  conclut 
qu'au  moyen  des  expressions  de 

_.       dX  d'»1-!  Y 

V,         — ; —  »  •  •  •  i         — ; ; — r 

'      dx  dxm—x 

en  fonction  linéaire  des  y  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i, 
on  peut  tirer,  par  la  résolution  d'équations  du  premier  degré,  les 
valeurs  des  y  et  de  leurs  dérivées  en  fonction  de  V  et  de  ses  dérivées 
ci-dessus;  car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  former  pour  V  une 
équation  linéaire  d'ordre  m'1 —  i  au  plus,  el  entre  les  m2  quantités 


existerait  donc  une  relation  homogène  et  linéaire  à  coefficients  con- 
stants, contrairement  à  ce  que  nous  avons  établi. 

Nous  aurons  donc  en  particulier,  pourjy,,  y.2j  .  . .,  y/in  des  expres- 
sions 

dV  ,/'"'J-iV 

J  '  dx  d.r'"  ~l 

y,    =  3,  Y   -+-p2--  ■+■...  +  p/lt,  , 

'     rfiP  '         dxm     l 


<Y.r                            dxm     x 

p,. 

. ,  )  sont  rationnels  en  ./ . 

où  les  a 

A  toute  intégrale  de  l'équation  (E)  correspond  un  système  d'inté- 
grales^, y2:  . ..,  y,„  de  l'équation  proposée  (10);  ce  système  pourra 
n'être  pas  fondamental.  Cela  arrivera  si  le  déterminant  des  y  et  de 
leurs   dérivées   jusqu'à   l'ordre  /// 
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obtiendra  une  certaine  équation  en  V 

d\  d*Y 


/.  étant  au  plus  égal  à  m-  —  i .  On  aura  donc  un  système  fondamental 

yu   y*,    •  ••>  y  m, 

si  l'on  prend  pour  V  une  intégrale  de  l'équation  (E)  ne  satisfaisant 
pas  à  l'équation  (©). 

Ceci  posé,  il  arrivera,  en  général,  c'est-à-dire  si  l'équation  (10)  est 
prise  arbitrairement,  que  l'équation  (E)  n'aura  aucune  solution  com- 
mune avec  une  équation  différentielle  (linéaire  ou  non  linéaire)  à 
coefficients  rationnels,  d'ordre  inférieur  à  m2,  si  l'on  fait  abstrac- 
tion des  solutions  gui  satisfont  à  l'équation  sp. 

Mais  il  pourra,  dans  certains  cas,  en  être  autrement;  supposons 
donc  que  l'équation  différentielle  d'ordre  p 

remplisse  cette  condition,  /"étant  un  polynôme.  Parmi  toutes  ces  équa- 
tions, considérons  celles  qui  sont  d'ordre  moindre,  et  prenons  l'une 
d'elles  que  nous  continuerons  à  désigner  par  la  lettre/.  Nous  pouvons 

dp\ 
supposer  l'équation  /"algébriquement  irréductible  par  rapporta-^ — ; 

il  est  clair  alors  que  toute  solution  de/ qui  n'appartient  pas  à  <p  satis- 
fait à  E,  car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  déduire  (par  un  pro- 
cédé dont  nous  avons  bien  des  fois  fait  usage),  des  équations  (E) 
et(/),  une  équation  d'ordre  moindre,  qui  ne  serait  pas  certainement 
une  identité,  et  à  laquelle  satisferait  la  solution  commune  à  (E)  et 

à  (/)■ 

Soienty, ,  y->,  ...,ym  le  système  fondamental  correspondant  à  une 
certaine  solution  de  l'équation  /*  (solution  n'appartenant  pas  à  ©),  et 
Y,,  Y2,  . . .,  Ym  le  système  correspondant  à  la  solution  générale  de  la 
même  équation;  on  aura 


;    Y,   =  au  jKi  4-  «i2  JK2-+-.  •  .-H  «i#«  y  m, 
}    Y2   =  rt2i    yx  H-  rt22  y±  4-.  •  .  -H  «2/«  y  nu 

f    Ym=  a/ni  ji-f-«„,  2  JK24-.  •.+  «/»/«  y,,,' 
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Les  coefficients  a  dépendent  seulement  de  p  paramètres  arbitraires, 
et  nous  allons  voir  facilement  qu'on  peut  les  considérer  comme  des 
fonctions  algébriques  de  p  paramètres  arbitraires.  En  effet,  consi- 
dérons l'intégrale  générale  de  l'équation 

/  d\  dP\ 

'  \    '        dx  dxP 

cette  intégrale  générale  sera  nécessairement  de  la  forme 

les  v  étant  m2  solutions  linéairement  indépendantes  de  l'équation  E. 
En  écrivant  que  cette  expression  de  V  satisfait  à  l'équation  f,  nous 
obtiendrons  des  relations  nécessairement  algébriques  entre  les 
constantes  a,  et,  comme  il  doit  rester  />  arbitraires,  les  a  seront  des 
fonctions  algébriques  de  p  constantes  arbitraires.  Donc  dans 


figureront  algébriquement  p  constantes,  et,  par  suite,  siyK,y2,  •  •  .  > 
y m  forment  un  système  fondamental  correspondant  à  une  solution 
particulière  de/,  les  coefficients  de  la  substitution,  désignés  plus  haut 
par  a,  dépendront  d'une  manière  algébrique  de  p  paramètres 
arbitraires  que  nous  appellerons  les  paramètres  \,  Les  relations 
algébriques  ainsi  obtenues  entre  les  «expriment  que,  si  les  y  corres- 
pondent à  une  solution  arbitraire  de  /,  les  Y  déduits  de  (S)  corres- 
pondront aussi  à  une  solution  de/.  Dans  ces  conditions,  il  est  évident 
que  si  l'on  considère  deux  substitutions,  telles  que  (S),  correspon- 
dant à  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  des  paramètres  X,  le  produit 
de  ces  deux  substitutions  sera  une  substitution  de  même  forme,  les 
(paramètres  \  étant  représentés  par  un  troisième  système  de  valeurs. 
Les  substitutions  (S)  forment  donc  un  groupe  continu  de  trans- 
formations; nous  désignerons  par  G  ce  groupe  continu  et  algébrique 
de  transformations  linéaires,  et  nous  l'appellerons  le  groupe  de  trans- 
formations (  '  )  relatif  à  l'équation  linéaire.  Dans  les  deux  paragraphes 


(')  Comme  cas  très  particulier,  il  peut  arriver  que  l'équation  /  soit  d'ordre  zéro, 
c'est-à-dire  que  V  soit  une  fonction  algébrique  de  x;  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion linéaire  sera  algébrique,  et  le  groupe  de  transformations  est  alors  un  groupe 
fini  qui  ne  dépend  d'aucun  arbitraire. 
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suivants  nous  représenterons  par y{,  y2,  •  •  •  »  y  m  un  système  fonda- 
mental correspondant  à  une  solution  de/. 

Faisons  encore  la  remarque  très  importante,  dont  la  démonstration 
est  immédiate,  que  l'intégrale  générale  de  V équation  (/)  peut 
s'exprimer  linéairement  en  jonction  d'une  intégrale  particulière 
et  de  ses  dérivées,  les  coefficients  de  cette  expression  linéaire  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  x  dépendant  de  p  constantes  arbitraires. 

21.  On  peut  établir,  à  l'égard  de  ce  groupe,  la  proposition  sui- 
vante, qui  rappelle  le  théorème  fondamental  de  Galois  dans  la  théorie 
des  équations  algébriques  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  x,  de  ytly.2.  .  .  . ,  j,„  et  de  leurs 
dérivées,  s' exprimant  rationnellement  en  fonction  de  x,  reste 
invariable  quand  on  effectue  sur  y, ,  y2,  .  .  . ,  y,n  les  substitutions 
du  groupe  G. 

En  parlant  dune  fonction  des  y  restant  invariable,  nous  entendons 
que  cette  fonction  reste  la  même  fonction  de  la  variable  x.  Cette 
invariabilité  est  donc  l'analogue  de  l'invariabilité  numérique  de  la 
théorie  des  équations. 

Considérons  une  fonction  des  y  et  de  leurs  dérivées  jouissant  de 
la  propriété  indiquée  dans  l'énoncé;  en  y  remplaçant  jKi,  y->,  ..., 
ym  par  leurs  valeurs  en  fonction  d'une  intégrale  V  de  f  qui  n'appar- 
tienne pas  à  es,  et  désignant  par  R(#)  la  fraction  rationnelle  de  x  à 
laquelle  est  égale,  par  hypothèse,  notre  fonction,  on  aura  l'équation 

F  étant  rationnelle.  Cette  équation  se  trouvera  donc  \érifiée  pour 
une  certaine  solution  V  de  f  n'appartenant  pas  à  cp.  Elle  le  sera  par 
suite  pour  toutes  les  solutions  de  f  qui  n'appartiennent  pas  à  <p  ;  en 
effet,  dans  le  cas  contraire  on  pourrait,  de  l'équation  (i  i)  et  de 
L'équation 

,1      v  dX  dP\\ 

/  [X,  V,  —r-i   •  •  •  ,  —. =   O, 

'  \    '        dx  dxP  J 

,  ,  ,    dl>\  ,     ,,     . 

que  nous  supposons  de  degré  a  par  rapport  a  -j-^  et  algébriquement 


équations'  différentielles  linéaires.  569 

irréductible  par  rapport  à  cette  dérivée,  tirer  une  seconde   équation 


x.(*»v, 


dX  d/>\ 

dx  '  dxP 


de  degré  [j.  au  plus,  par  rapport  à  —=— -  •  La  fonction  V   satisfait  à  ces 

deux  équations  ;  si  l'équation  y  n'est  pas  une  conséquence  de  l'équa- 
tion/, un  pourra  obtenir  une  équation  différentielle  algébrique  d'ordre 
moindre  que  p  à  laquelle  satisfera  V,  ce  qui  est  contre  nos  hypothèses 
sur  y'.  Il  faut  donc  que  y  soit  une  conséquence  de/",  c'est-à-dire  que 
toute  solution  de/',  ne  satisfaisant  pas  à  es,  vérifie  la  relation  (1  1).  Du 
moment,  d'ailleurs,  que  la  solution  générale  de  /'  vérifie  (1  1),  il  en 
sera  certainement  ainsi  pour  toute  solution  particulière,  et  notamment 
pour  celles  qui  satisfont  à  es,  s'il  en  existe.  La  restriction  ne  se  trouve 
donc  utile  que  pour  le  raisonnement. 

Dire  que  la  fonction  F  garde  la  même  valeur  K(x)  pour  toute 
solution  de /'revient  à  énoncer  que  la  fonction  rationnelle  considérée 
de  .r,  des  y  et  de  leurs  dérivées  ne  change  pas  quand  on  effectue 
suryi,y2,  •  •••,,)'/«  les  substitutions  du  groupe  G,  et  le  théorème  est 
alors  démontré. 

22.   A  ce  théorème  on  doit  joindre  une  réciproque  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  x  et  d'un  système  fondamental 
y\,y2,  ''-,ym  et  de  leurs  dérivées,  qui  reste  invariable  par  les 
substitutions  du  groupe  G,  est  une  fonction  rationnelle  de  x. 


clUX 


Soit  <î>  (x,  y{,  r2,  • .  • ,  ymi  ^p-->  •  •  •  )  une  fonction  satisfaisant 

conditions  de  l'énoncé  ;  il  faut  montrer  que,  si  L'on  met  à  la  place 
de  y{ ,  y 2,  . . . ,  y,„  un  certain  système  fondamental,  la  fonction  <ï>  sera 
une  fonction  rationnelle  de  x.  Or,  remplaçons  les  y  et  leurs  dérivées 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V;  nous  aurons 


Ar  dX  d/>\ 

<i>  =  F  (x,  V,  -— ,  ..-.  — — 

dx  dxP 


Je  dis  que,  si  l'on  prend  pour  Y  une  intégrale  de  /'  u'appartenant 
pas  à  cp,  cette  expression  sera  une  fonction  rationnelle  <le  x.  Remar- 
quons d'abord  que,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  <I>,  la  fonction 
F(^,  V,  ...)  représentera  la  même  fonction  de  x,  quelle  que  soi!   La 
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solution  V  de  l'équation  /'  n'appartenant  pas  à  ©,  et,  par  suite,  pour 

l'intégrale  générale  V  de  /.  Or,  soit  encore  u.  le  degré  de  /  par  rapport 

»  dpV  i  i  i  •        •         i 

a  -j— -;  pour  des  valeurs  arbitraires  données  a 

.,       d\  rfP-iV 


dx  dxi'-i 

17  >  ..-  /■  •  i-       •  £?/'V        r,  . 

I  équation    t  =  o    a  ut.   racines   distinctes   en  -7 hn   se   servant    de 

l'équation  /',  on  peut  supposer  que  dans  F  la  dérivée  -j—}  ne  figure 

qu'au  degré  jji  —  1   au  plus.  Celte  substitution  faite,  F  devient  une 
fonction 


rationnelle   par  rapport   aux    lettres   dont  elle   dépend  et  contenant 

dP\  ,   ,  ,        ,  ,  , , 

-i—  a  la  puissance  jjl —  1  au  plus  dans  son  numérateur  et  son  dénomi- 
nateur. Comme,  pour  une  valeur  donnée  d'ailleurs  quelconque  de  x, 
la  fonction  F,  prend  la  même  valeur  pour  toutes  les  valeurs  des  con- 
stantes arbitraires  figurant  dans  l'intégrale  générale  de  l'équation/,  il 
s'ensuit  que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  fonction  F,  prend  la  même 

1  11  ,     Tr   <A'  cLpV        .  c  .  ,    . 

valeur   pour  toutes   les   valeurs  de    V,-5->  •••>  -, —  satisfaisant   a    la 
r  dx  dxi> 

relation 

J     _,  dX  dP\\ 

f\  X,   V,  j       •  •  j  -; =  O, 

*    \  dx  dxi>  I 

di>\ 
de  degré  u.  et  algébriquement  irréductible  par  rapport  à  -p -;  il  fauL 

donc  que  F,  ne  dépende  que  de  x.  La  fonction  <I>  est  donc  une 
fonction  rationnelle  de  x,  comme  nous  voulions  l'établir. 

2,3.  Les  deux  théorèmes  précédents  sont  entièrement  analogues  aux 
théorèmes  fondamentaux  de  Galois  étudiés  dans  la  Section  III  du 
Chapitre  précédent.  On  voit  que  les  groupes  de  substitutions  linéaires 
et  algébriques  remplacent  dans  cette  théorie  les  groupes  de  substi- 
tutions entre  n  lettres. 

Pour  une  équation  linéaire  arbitrairement  donnée,  l'équation  E 
correspondante  n'aura  aucune  solution  commune  avec  une  équation 
algébrique  d'ordre  inférieur  à  /?*-,  cette  solution  n'appartenant  pas 


ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES.  5jl 

à  l'équation  o.  L'équation  désignée  par/*se  réduit  alors  à  l'équation  E 
elle-même;  le  groupe  de  transformations  de  l'équation  différentielle 
est  alors  l'ensemble  des  substitutions  linéaires  effectuées  sur  y,, 
y2,  •  •  •  5  y  mi  c'est  un  groupe  à  m2  paramètres. 

Quand  le  groupe  G  est  un  groupe  à  moins  de  nr  paramètres, 
l'équation  est  une  équation  particulière  :  elle  est  caractérisée  par 
ce  fait  qu'il  existe  au  moins  une  fonction  rationnelle  de  x,  de 
f\,y>,  .  •  • ,  y  m  et  de  leurs  dérivées,  égale  à  une  fonction  ration- 
nelle de  .r,  celte  relation  n'ayant  pas  lieu  quel  que  soit  le  système 
fondamental  j  , ,  y2,  •  .  . ,  y,,,- 

Substituons,  en  effet,  dans 


/-.v.£ 


dX  dP  V 


dx  dxi' 


à  la  place  de  V,  l'expression  usyK  +  M2JK2  -+-...  +  umym\  nous  obtien- 
drons une  fonction  rationnelle  des  y  et  de  leurs  dérivées  qui  ne  sera 
pas  identiquement  nulle,  quels  que  soient  les  éléments  du  système 
fondamental  y{ ,  y2,  ...  ,  y, m  et  qui,  pour  certains  systèmes  fonda- 
mentaux, se  réduira  à  zéro  et  pourra'  donc  être  regardée  comme  une 
fonction  rationnelle  de  x. 

Inversement,  supposons  qu'entre  les  éléments  d'un  certain  système 
fondamental  y,,  y.2j  . . . ,  ym  on  ait  la  relation 


x(«'.j'i.ri,---.j'».^.  •■••)=■» 


qui  ne  soit  pas  vérifiée  pour  un  système  fondamental  quelconque. 

En  remplaçant  les  y  par  leurs  valeurs  en  V,  V  étant  une  intégrale 
de  E  ne  satisfaisant  pas  à  ©,  on  aura 

d\  rf*V 


r'v's d^)~ 


k  étant  au  plus  égal  à  m-  —  1.  Cette  relation  ne  se  réduira  pas  à  une 
identité,  car  alors  la  relation  y  serait  vérifiée  quand  on  fait  sur 
les  y  une  substitution  quelconque.  On  a  donc  une  équation  d'ordre 
moindre  que  m2  à  laquelle  satisfait  une  solution  V  de  E,  n'apparte- 
nant pas  à  ©,  et,  par  suite,  le  groupe  de  l'équation  n'est  pas  le 
groupe  général  à  m'1  paramètres.  Ces  remarques  sont  entièrement 
analogues  à  celles  que  nous  avons  faites  pour  les  équations  algé- 
briques (Chapitre  précédent,  §   17). 
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24.  Nous  avons  donné  au  groupe  que  nous  venons  de  trouver  le 
nom  de  groupe  de  transformations,  pour  le  distinguer  du  groupe 
que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  groupe  de  l'équation  linéaire 
(page  3o-)  et  qui  est  relatif  aux  substitutions  qui  correspondent  aux 
différents  chemins  suivis  par  la  variable.  Ce  dernier  groupe  n'est  pas 
un  groupe  continu,  je  veux  dire  qu'il  ne  dépend  pas  de  paramètres 
arbitraires.  Faisons  la  remarque  très  simple,  mais  qui  n'est  pas  sans 
intérêt,  que  le  groupe  de  l'équation  est  contenu  parmi  les  substi- 
tutions du  groupe  de  transformations.  Ceci  résulte  immédiatement 
de  ce  que  ce  dernier  groupe  correspond  à  la  substitution  d'une  inté- 
grale quelconque  de  l'équation  y  à  une  autre  également  quelconque. 
Si,  en  particulier,  ces  deux  intégrales  sont  deux  déterminations  dif- 
férentes d'une  même  intégrale  correspondant  à  des  chemins  différents, 
on  aura  une  substitution  du  groupe  de  l'équation,  et  elle  sera  bien 
contenue  dans  le  groupe  de  transformations. 

25.  Nous  avons  dit  que,  parmi  les  équations  /'d'ordre  moindre/?, 

on  prendrait  l'une  d'elles  ;  mais  on  doit  nécessairement  se  demander 

quelle  conséquence  entraînerait,  pour  le  groupe  de  transformations 

de  l'équation  différentielle,    la    substitution  d'une  équation  f  à  une 

autre  équation,  que  nous  désignerons  pary, .  Cherchons  les  relations 

qui    peuvent    exister    entre    les    intégrales   de    ces    deux    équations 

d'ordre  p 

f(\)  =  o,        /,(V,)  =  o. 

Puisque  V(  est  une  fonction  linéaire  des  y,  et  que  celles-ci 
s'expriment  aussi  linéairement  à  l'aide  des  V  et  de  leurs  dérivées, 
nous  aurons  pour  V,  une  expression  linéaire  par  rapport  à  V  et  ses 
dérivées.  Si  donc  nous  considérons  deux  intégrales  déterminées  v 
et  c,  de  ces  équations,  n'appartenant  pas  à  cp,  on  aura 

r  dv 

a  et  (3  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Or,  considérons  d'autre 
part  l'expression 

d\ 

(T)  W  =  aV+S~+..., 

dx 

V    étant    l'intégrale    générale    de  /;    elle   satisfera    à    une    équation 
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d'ordre  p 

.A(W)  =  o. 

Les  deux  équations  J\  etf2  ont  une  intégrale  commune,  n'apparte- 
nant pas  à  ©,  à  savoir  r,.  Il  faudra  donc  que  l'équation /*2  (W)  coïn- 
cide avecl'équationy*,  (V,  )  =  o,  puisque  autrement  vt  satisferait  à  une 
équation  différentielle  algébrique  d'ordre  moindre  que  p. 

On  voit  donc  la  dépendance  qui  existe  entre  les  deux  équations 
f  et  f{  ;  l'une  est  simplement  la  transformée  de  l'autre.  D'autre  part, 
transformer  l'équation  /'au  moyen  de  la  substitution  (T)  considérée 
ci-dessus,  c'est  substituer  seulement  un  système  fondamental  d'inté- 
grales à  un  autre,  et,  par  suite,  le  groupe  de  transformations  que  nous 
aurait  donné  l'équation  /*,  est  le  transformé  de  celui  que  nous  a 
donné  V équation  f  au  moyen  d'une  substitution  linéaire  conve- 
nable effectuée  sur  les  y.  Les  deux  groupes  doivent  être  regardés 
comme  identiques. 

26.  Nous  avons  examiné  uniquement  jusqu'ici  le  cas  d'une  équation 
à  coefficients  rationnels.  Nous  pouvons  supposer  que  les  coefficients 
de  l'équation  différentielle  appartiennent  à  un  domaine  de  ratio- 
nalité plus  étendu.  On  peut  supposer,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
l'étude  de  la  réductibilité  (Section  III),  que  l'on  a  un  certain  nombre 
de  fonctions 

aïO),     a2<»,      . ...»     a9{x) 

telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  s'exprimer  par  une  fonction  ration- 
nelle de  x,  des  autres  fonctions  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
quelconque.  On  considère,  comme  faisant  partie  du  domaine  de 
rationalité,  l'ensemble  des  fonctions  rationnelles  de  x,  des  a(x)  et  de 
leurs  dérivées.  Les  diverses  équations  différentielles  que  l'on  aura 
alors  à  considérer  devront  être  des  équations  différentielles  algébriques 
dont  les  coefficients  seront  fonctions  rationnelles  de  x,  des  a{x) 
et  de  leurs  dérivées.  Telle  sera  en  particulier,  quand  elle  existera, 
l'équation /'(V)  =  o,  qui  joue  dans  la  théorie  précédente  le  rôle  essen- 
tiel ;  au  domaine  donné  de  rationalité  correspondra  un  groupe 
de  transformations  pour  l'équation  linéaire. 

27.  Nous  devons  immédiatement  faire  une  remarque  qui  accuse, 
malgré  bien  des  analogies,  une  différence  importante  au  point  de  vue 
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des  applications  entre  la  théorie  que  nous  venons  de  développer  et  la 
théorie  de  Galois  sur  les  équations  algébriques.  Dans  cette  dernière, 
la  résolvante  irréductible  pouvait  être  trouvée  par  des  calculs  toujours 
effecluables,  une  fois  donné  le  domaine  de  rationalité.  Il  en  est  tout 
autrement  dans  la  théorie  actuelle  ;  nous  concevons  seulement  l'exis- 
tence de  cette  équation  différentielle/',  de  telle  sorte  que  le  groupe 
de  transformations,  pour  une  équation  donnée,  ne  peutpas  être  obtenu 
par  des  opérations  susceptibles  d'être  régulièrement  effectuées.  Il  en 
résulte  qu'en  général  on  devra,  au  point  de  vue  pratique,  commencer 
par  chercher  tous  les  types  dégroupes  algébriques  de  transformations 
linéaires  et  homogènes  pour  un  nombre  de  variables  égal  à  l'ordre  de 
l'équation  différentielle  ;  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur 
les  groupes  en  général,  on  se  rend  compte  que  l'on  possède  des  prin- 
cipes sûrs  pour  effectuer  celte  recherche,  si  pénibles  et  longs  que 
doivent  être  les  calculs  à  faire.  11  reste  alors  à  reconnaître  si  un 
groupe  déterminé  est  le  groupe  de  transformations  de  l'équation  dif- 
férentielle. 

Soit  G  un  tel  groupe  ;   d'après  ce  que  nous  avons  vu  (§   11),  nous 
pouvons  former  une  fonction  rationnelle 


restant  invariable  quand  on  effectue  sur  les  y  les  'substitutions  du 
groupe  G,  mais  qui  n'est  pas  un  invariant  pour  un  groupe  d'un  plus 
grand  nombre  de  paramètres.  Nous  avons  vu,  d'autre  part  (§  13),  que 
cette  fonction  satisfaisait  à  une  équation  différentielle  algébrique  E 
d'ordre  n-  —  p,  en  désignant  par  p  le  nombre  de  paramètres  du 
groupe  G,  les  coefficients  de  cette  équation  étant  des  fonctions  symé- 
triques des  y.  A  l'endroit  cité,  les  ^étaient  des  fonctions  arbitraires  ; 
ici  ce  sont  des  intégrales  de  l'équation  linéaire  donnée  ;  mais,  si  l'on 
prend  au  hasard  une  fonction  R  jouissant  de  la  propriété  d'inva- 
riance indiquée,  on  peut  encore  affirmer  qu'elle  ne  sera  pas  inva- 
riante pour  un  groupe  d'un  plus  grand  nombre  de  paramètres,  les  y 
formant  un  système  fondamental  de  l'équation  linéaire.  Ceci  dit,  sup- 
posons que  l'équation  donnée  soit  à  coefficients  rationnels;  ayant  pris 
le  groupe  G  et  la  fonction  correspondante  R,  nous  formons  l'équa- 
tion E,  qui  est  aussi  à  coefficients  rationnels.  Si  G  est  Je  groupe  de 
transformations    de   l'équation  linéaire  donnée,   la  fonction  ration- 
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nelle  R,  qui  reste  invariable  par  les  substitutions  de  G,  devra  être 
une  fonction  rationnelle  de  x,  pour  un  système  convenable  d'inté- 
grales fondamentales,  à  savoir  pour  celles  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion f  en  V  de  notre  théorie  générale.  Il  résulte  alors  du  second 
théorème  fondamental  que  l'équation  E  admettra  une  intégrale 
rationnelle.  Nous  sommes  donc  conduit  à  rechercher  si  une  équation 
dilTérentielle  algébrique  admet  pour  solution  une  fonction  rationnelle; 
c'est  un  problème  que  l'on  ne  sait  pas  actuellement  résoudre  dans 
toute  sa  généralité,  mais,  dans  bien  des  cas,  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  permet,  avec  des  considérations  spéciales  à  la 
forme  de  l'équation,  de  trouver  la  solution  (1). 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  commencera 
les  essais  en  prenant  d'abord  les  groupes  algébriques  à  un  para- 
mètre (2);  puis,  s'il  n'existe  pas  d'intégrales  rationnelles  pour  les 
équations  E  correspondantes,  on  passera  aux  groupes  ayant,  après 
les  groupes  à  un  paramètre,  le  moindre  nombre  de  paramètres,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive,  pour  un  certain  groupe  G  à 
r  paramètres,  à  une  équation  E  ayant  une  solution  rationnelle,  tandis 
que  pour  tous  les  groupes  à  un  moindre  nombre  de  paramètres  cette 
condition  ne  s'était  pas  trouvée  réalisée.  Le  groupe  T  de  l'équation 
dépendra  de  /•  paramètres,  car,  s'il  dépendait  de  moins  de  r  para- 
mètres, nous  aurions  trouvé  dans  les  essais  précédents  une  équation  E 
à  intégrales  rationnelles;  d'autre  part,  il  ne  peut  dépendre  de  plus 
de  r  paramètres,  car  dans  le  cas  contraire  une  fonction  rationnelle 
des  r,  invariante  pour  les  substitutions  de  G  et  prise  au  hasard, 
n'étant  pas  invariante  pour  les  substitutions  du  groupe  T  qui  aurait 
plus  de  /'  paramètres,  ne  pourrait  s'exprimer  rationnellement.  11  ré- 
sulte de  là,  ou  bien  que  T  coïncide  avec  le  groupe  G,  ou  bien  que  T 
est  un  groupe  complexe  à  r  paramètres  contenant  le  groupe  G.  En 


(!)  En  dehors  des  équations  linéaires,  nous  citerons  l'équation  aux  dérivées  loga- 
rithmiques des  intégrales  d'une  équation  linéaire,  qui  a  été  étudiée  à  ce  point  de 
vue  par  Liouville.  Dans  son  Mémoire  couronné.  Sur  les  équations  différentielles  du 
premier  ordre  {Annales  de  VEcole  Normale,  1892),  M.  Painlevé  a  montré  comment 
on  pouvait  résoudre  le  problème  proposé  pour  toutes  les  équations  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré. 

(2)  Nous  ne  nous  occupons  pas  du  cas  où  le  groupe  de  transformations  ne  serait 
pas  un  groupe  continu,  c'est-à-dire  un  groupe  dépendant  d'un  ou  de  plusieurs  para- 
mètres arbitraires.  Dans  ce  cas.  l'équation  aurait  son  intégrale  générale  algébrique, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  dans  une  note  du  §  20. 
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étudiant  de  la  même  manière  chacun  des  types  de  groupes  à  r  para- 
mètres, on  déterminera  ainsi  le  groupe  F,  qui  pourra  être  un  groupe 
non  complexe  ou  un  groupe  complexe  formé  de  plusieurs  groupes  G 
à  r  paramètres. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  dans  ce  paragraphe,  pour 
obtenir  le  groupe  dune  équation  linéaire,  est,  à  très  peu  près,  celle 
qu'a  suivie  M.  Vessiot  dans  sa  Thèse,  déjà  citée,  sur  les  équations 
linéaires.  Le  savant  géomètre  se  sert  même  de  ces  considérations 
pour  arriver  à  la  notion  de  groupe;  mais  cette  marche  très  naturelle 
et  très  intéressante  pour  obtenir  le  groupe,  quand  on  a  acquis  cette 
notion,  laisse  subsister  des  difficultés  sérieuses  pour  arriver  aux 
deux  théorèmes  fondamentaux.  Aussi  me  paraît-il  préférable,  pour 
poser  Jes  bases  de  cette  théorie,  de  suivre  la  voie  que  j'avais  anté- 
rieurement indiquée  et  qui  présenle  une  analogie  si  complète  avec  la 
marche  suivie  par  Galois  dans  la  théorie  des  équations  algébriques. 

Remarquons,  en  terminant,  qu'il  ne  faut  pas  s'exagérer  l'impor- 
tance des  difficultés  pratiques  relatives  à  la  recherche  du  groupe  de 
transformations  d'une  équation  linéaire.  Il  en  est  ici  comme  en 
Algèbre;  les  théories  de  cette  nature  ont  surtout  pour  objet  d'éta- 
blir des  classifications  et  d'indiquer  des  types  pour  les  différentes 
circonstances  qui  peuvent  se  présenter.  Il  arrivera  généralement,  dans 
les  applications,  que  les  considérations  qui  ont  conduit  à  une  équa- 
tion donneront  des  renseignements  sur  son  groupe;  c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  quand  on  étudie,  au  point  de  vue  algébrique, 
les  équations  modulaires  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 


V.  —  Étude  de  quelques  cas  particuliers. 

28.  Arrêtons-nous  sur  quelques  exemples,  et  commençons  par 
l'étude  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coef- 
ficients rationrfels.  Le  groupe  d'une  équation  arbitraire  est  le  groupe 
linéaire  et  homogène  d'ordre  quatre.  Les  cas  particuliers  correspon- 
dront aux  groupes  à  un,  deux  ou  trois  paramètres,  sans  parler  du 
cas  où  l'intégrale  générale  de  l'équation  serait  algébrique,  et  que 
nous  laisserons  de  côté. 

Considérons  d'abord  u/t  groupe  linéaire  à  un  paramètre  ;  sup- 
posons d'abord   que  les   deux  racines  de  l'équation   caractéristique 
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correspondant  à  la  substitution  infinitésimale  sont  distinctes  :  dans 
ces  conditions,  en  effectuant  une  combinaison  linéaire  convenable, 
les  équations  définissant  le  groupe  sont 

&  =  "■• 

et  l'on  a  alors  le  groupe  défini  par  les  deux  équations 

Yi=j,e'«, 

Il    sera   algébrique   si   j   est  commensurable,  et  l'on  a,  par  suite,  le 

groupe 

Yi=jKi.6"S 

Y2=72.0», 

m  et  n  étant  des  entiers.  Si  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  à 
coefficients  rationnels,  admet  ce  groupe  comme  groupe  de  transfor- 
mations, on  aura  évidemment  comme  invariants  du  groupe 


d\'i 
dx 

dy% 

dx 

y'i 

ri 

}'ï 

ri 

Il  exister,!  donc  un  système  fondamental  (y,,  y.>)  pour  lequel 
ces  trois  expressions  seront  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Il  en 
résulte,  en  particulier,  que  l'équation  de  Riccati,  admettant  une  inté- 
grale —  >   admet   deux  intégrales   rationnelles;    ces    intégrales  étant 

obtenues,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  quand  elles  existent,  on 
aura  y,  el y2  Par  des  quadratures,  et  il  n'y  aura  même  en  fait  qu'une 
seule  quadrature  distincte,  puisque  la  troisième  des  expressions  ci- 
dessus  doit  être  rationnelle. 

Dans  le  cas  particulier,  où  nous  ne  pourrions  avoir  la  forme  ré- 
duite qui  précède,  nous  aurions,  conformément  à  la  théorie  de  la 
réduction    des   expressions    linéaires,   les  deux   équations  suivantes, 

pour  définir  le  groupe, 

dy\ 

F.  —  III  3t 
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et  l'intégration  de  ces  équations  nous  conduit  au  groupe 

Y2  =  ylteat-{-yieat. 

Si  a  n'est  pas  nul,  ce  groupe  ne  sera  pas  algébrique;  le  seul  cas 
qui  nous  intéresse  est  donc  celui  de  a  =  o,  qui  donne  le  groupe 

Yi  =  yit-+-yi. 

Puisque  ys  est  une  fonction  invariante,  y{  est  une  intégrale  ration- 
nelle. Un  second  invariant  sera  fourni  par 

Cette  expression  sera  doue  une  fonction  rationnelle,  et  l'on  ob- 
tiendra par  suite  y2  à  l'aide  d'une  seule  quadrature  portant  sur 
une  fonction  rationnelle.  Telles  sont  les  circonstances  extrêmement 
simples  qui  se  présentent  quand  le  groupe  de  l'équation  est  à  un 
paramètre. 

29.  Passons  au  cas  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  dont 
le  groupe  serait  à  deux  paramètres.  Il  faut  commencer  par  énumérer 
les  types  de  groupes  linéaires  et  homogènes  à  deux  paramètres.  Nous 
avons  deux  substitutions  infinitésimales,  réduisons  l'une  d'elles  à  sa 
forme  canonique;  si  aucune  circonstance  particulière  ne  se  présente 
dans  cette  réduction,  nous  pouvons  prendre,  en  nous  reportant  aux 
notations  du  §  7, 

qui  représente  la  première  transformation  infinitésimale,  la  seconde 
étant 

A2  (/)  =  (  %yx  ■+■  (£y,  )  -2-  -+-  (  Y..ri  +  Sy*  )  -£- • 
ayx  oy2 

Mais  nous  devons  écrire  que  le  crochet 

(A4AS) 
est  une  combinaison  linéaire  XA.,(/)  H-  |J.A2(/).  En  calculant  ce  cro- 
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chet,  on  trouve  de  suite 


On  doit  donc  avoir  identiquement 

(  h  _  a)  $y2  =  X  ay{  -+■  ;x (  ajr i  -4-  Pjk2  ), 
(  a  —  6  )  Yj!  =  X  by2  -+-  p (  yji  -4-  o  ^2  ), 

A  et  u.  désignant  des  constantes.  Ces  équations  donnent 

Xa-h  [xa  =  o,         (6  —  a)fi  =  [x(i, 
(a  —  & ) y  =  [j-y,         X  6  -h  [0.3  ==  o. 

Puisque  a  —  b  ^  o,  il  faut  que  (3  ou  que  y  soit  nul;  mais  ces  deux 
hypothèses  rentrent  évidemment  dans  le  même  type,  en  permutant 
entre  elles  les  lettres  y{  etj^2  5  faisons  donc  (3  =  o,  et  nous  aurons  les 
deux  expressions 

Ai(/)  =  Vl|  +  ^i, 

qui  définiront  un  groupe  à  deux  paramètres  si  l'on  a  la  relation, 
résultant  immédiatement  des  équations  ci-dessus, 

ah  —  by.  —  o, 

et  nous  poserons 

b  _  8  _ 
a        a 

Pour  obtenir  le  groupe,  il  faut,  conformément  à  la  théorie  générale 
indiquée  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre,  considérer  les 
deux  équations 

^■  =  (Xia  +  V)rt. 

—l=l2  by2  +  X2  (  Y  Ji  +  8  J2  ) , 

et  les  intégrer  en  choisissant  les  constantes  de   manière  que,  pour 

t ■  =  o,  on  ait  yK  =/,',  >\,=^2.  On  trouve  ainsi  le  groupe  à  deyw 
paramètres  entre  (y^  y.2)  et  (y\,  y\)<  les  deux  paramètres  étant  a,  / 
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et  A2t.  On  obtient  ainsi,  en  changeant  seulement  de  paramètres,  le 
groupe 

Y2=  aiyx-+-  g] y. 2, 

<t,  et  <72  étant  les  deux  paramètres  du  groupe  qui  sera  algébrique  si 
s  est  rationnel.  On  voit  que 

dy\ 

dx 

Ii 

sera  un  invariant  du  groupe,  et  par  suite,  si  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  admet  le  groupe  précédent  comme  groupe  de  transfor- 
mations, l'équation  de  Riccati  donnant 

dy 
dx 

~y 

aura  une  intégrale  rationnelle.  Mais  on  peut  trouver  autrement  y K , 
car,  en  éliminant  <74  et  i2  entre  les  équations  du  groupe  el  les  équa- 
tions dérivées,  on  trouve  un  autre  invariant 

dy,  dy, 

yx~dx~y2~d^ 


Pour  le  mettre  sous  forme  entière,  posons  s  =  —;  nous  aurons  alors 

dy*  dyx\'i 

y'ï" 

Cette  expression  devra  être  une  fonction  rationnelle,  et,  par  suite, 
le  numérateur  étant  connu  par  une  quadrature,  on  obtiendra  y^  par 
une  extraction  de  racine. 

Nous  nous  sommes  placé,  pour  obtenir  les  équations  du  groupe, 
dans  le  cas  général  où,  pour  l'une  au  moins  des  deux  substitutions 
infinitésimales,  les  deux  racines  de  l'équation  caractéristique  corres- 
pondante étaient  distinctes.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  examiner  tous 
les  cas  particuliers  possibles;  nous  laissons  au  lecteur  Je  soin  de  faire 
cette  discussion  et  de  montrer  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation 


a  c 
mè 
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s'intégrera  par  quadratures,  quand  son  groupe  de  transforma- 
tions est  à  deux  paramètres. 

30.  Si  nous  voulions  maintenant  passer  aux  groupes  à  trois  para- 
mètres, nous  aurions  à  faire  une  assez  longue  énumération.  Je  ne  m'y 
arrêterai  pas,  et  je  remarquerai  seulement  que  l'on  ne  doit  pas  s'attendre 
e  que  le  fait  d'avoir  un  groupe  de  transformations  à  trois  para- 
tres  diminue  toujours  la  difficulté  de  l'intégration  d'une  équation 
lu  second  ordre.  Jl  suffit,  en  effet,  pour  s'en  rendre  compte,  de 
prendre  l'équation  linéaire 

où  p2(x)  est  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  x.  On  voit  de  suite 
que  le  groupe  de  transformations  de  cette  équation  est  un  groupe  a 
trois  paramètres;  on  a,  en  effet, 

(lYi  dy\ 

•"^-"■^  =  cons'- 

Le   groupe   de   transformations  sera  donc  le  groupe  à  trois  para- 
mètres 

Y,  =  ayx  -+-  b  Vi, 

Y,=  c^-hdyt, 
avec  la  relation 

ad  —  bc  =  i , 


il  nous  n'avons  pas  ici,  comme  dans  les  cas  précédents,  une  équation 
intégrable  par  quadratures. 


.'M.    Pour  faire  une  application  dune  autre  nature,  considérons  une 
équation  linéaire  du  troisième  ordre 

.„.  d3y  (I- y  dy 

(E)  d^+*»d^+p*±+w  =  ° 

à  coefficients  rationnels,  dont  tous  les  points  singuliers  sont  réguliers, 
et  supposons  qu'entre  trois  solutions  y^  y2,  ,r;5  formanl  un  système 
fondamental,  il  existe  une  relation  algébrique 
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homogène  et  d'un  degré  nécessairement  supérieur  à  l'unité  ('),  la 
courbe  algébrique  représentée  par  l'équation  précédente  en  coor- 
données homogènes  étant  irréductioie.  Envisageons  le  groupe  G  de 
l'équation  (E).  On  peut  évidemment  supposer  que  le  système  fonda- 
mental y,,  y2,  y 3  correspond  à  une  solution  de  l'équation  en  V  dési- 
gnée par  f  dans  la  théorie  générale  de  la  Section  précédente.  Ceci 
posé,  la  fonction 

ayant  la  valeur  zéro  est  exprimable  rationnellement,  et,  par  suite,  elle 
reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G. 

En  désignant  par  Y,,  Y2,  Y3  les  expressions  linéaires  en  >,,  jr2,  y3 
correspondant  au  groupe  de  transformations  de  l'équation,  on  aura 

F(YlîYî,Y,)  =  o, 
puisque 

F(y\iJrt*Jrt)  =  o. 

Ces  deux  relations  entre  r(,  y-2,  ).$  ne  peuvenl  être  distinctes, 
puisqu'il  ne  peut  manifestement  exister  deux  relations  homogènes 
distinctes  entre  les  intégrales  d'un  système  fondamental  d'une  équa- 
tion du  troisième  ordre.  La  substitution  faite  correspond  donc  à  une 
transformation  de  la  courbe  en  elle-même. 

Or,  supposons  d'abord  que  la  courbe  F  soit  de  genre  supérieur  à 

un;  elle  ne  pourra  alors  être  transformée  en  elle-même  que  pour  un 

nombre  fini  de  transformations  Irrationnelles  (t.  Il,  p.  436).  Si  donc 

on  pose 

Zl  =  -Il  — 

y\  .    "       y\  ~ 

l'équation  de  la  courbe  devenant 

F(l,  H,V)  =  0, 

il  résulte  du  théorème  rappelé  que  les  substitutions  de  G  conduisent, 
pour  w  et  c,  à  un  groupe  fini  de  substitutions  linéaires  fractionnaires. 


(  '  )  Ce  problème  a  été  étudié  par  M.  Fuchs  dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  I 
des  Acta  mathematica  (  Ueber  lineare  homogène  Differential 'gleichungen,  zwis- 
chen  deren  Intcgralen  homogène  Relationen  hoheren  als  ersten  Grades  bestehen). 
M.  Fuchs  ne  se  place  pas  au  point  de  vue  dc_jla  théorie  des  groupes  de  transfor- 
mations des  équations  linéaires,  qui  n'était  pas  encore  créée;  on  va  voir  combien 
celle-ci  se  présente  naturellement  dans  celte  question. 
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Or,  le  groupe  de  l'équation  linéaire  étant  contenu  dans  son  groupe 
de  transformations  (§  24),  le  groupe  des  substitutions  linéaires  frac- 
tionnaires relatives  aux  diverses  déterminations  de  u  et  v  sera  con- 
tenu dans  le  groupe  G'  des  transformations  linéaires  fractionnaires, 
relatives  à  u  et  c,  qui  se  déduisent  du  groupe  de  transformations  de 
l'équation.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  le  groupe  G'  ne  con- 
tient qu'un  nombre  fini  de  substitutions;  donc  u  et  v  n'ont  qu'un 
nombre  limité  de  déterminations.  Nous  arrivons  donc  d'abord  à  la 
conclusion  que  les  deux  quotients 


Zl     et     Zî 


ri 


y\ 


sont  des  fonctions  algébriques  de  x,  que  nous  désignerons  par  u  et  v. 
Or  on  a 


y\  y*  y-i 

dy\  dy-i  dy% 

dx  dx  dx 

d*yi  (Pyj.  d\r, 

dx2  dx-  dx2 


-fpxd.r 

—  e  J 


On  en  conclut,  en  remplaçant  y2  et  ys  par  uys  et  vy^ 


a 


3  /  du  d2  v 
Jl  \7îx  dx*2 


dv_ 

dx   dx2 


d2u\  __     -fptdx 


et,  par  conséquent,  yK  s'exprime  par  une  quadrature  et  il  en  est  de 
même  pour  y2  et  y*.  Si  les  racines  des  équations  fondamentales 
déterminantes  pour  tous  les  points  singuliers  de  E  sont  commensu- 
rables,  l'exponentielle  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  né- 
cessairement une  fonction  algébrique,  {et  l'intégrale  générale  de 
l'équation  sera  alors  algébrique.  Ainsi  l'étude  de  la  nature  des  inté- 
grales de  l'équation  (E)  est  très  facile  quand  le  genre  de  la  relation  F 
est  supérieur  à  l'unité. 

Nous  sommes  dans  des  circonstances  moins  simples  si  le  genre  de 
la  relation  F  ne  dépasse  pas  l'unité.  La  courbe  F(i,  m,  v)  =  o  doit 
être  alors  une  courbe  qui  se  transforme  en  elle-même  pour  un  groupe 
de  transformations p rojectives.  Or  MM.  Klein  et  Lie  ont  déterminé 
toutes  ces  courbes  [Comptes  rendus,  1870)  et  voici  le  résultat  au- 
quel ils  sont   parvenus;  ces  courbes,  pour  un  chois   convenable  de 
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coordonnées,  se  ramènent  à  une  des  formes 

x — y<*=o,         x  =  ey,         A.r2-f-  By  —  o. 

Sans  entrer  dans  le  détail  de  cette  recherche,  il  ne  sera  pas  long 
d'en  indiquer  le  principe.  Le  groupe  projectif  qui,  par  hypothèse, 
transforme  la  courbe  en  elle-même  admettra  au  moins  un  sous-groupe 
à  un  paramètre  ;  soient 

dx       „ ,  dy 

les  équations  définissant  ce  groupe  T  à  un  paramètre.  Supposons  que 

f(x,y)  =  o 

soit  l'équation  d'une  courbe  que  T  transforme  en  elle-même.  On  aura 
nécessairement  alors,  pour  tout  point  de  la  courbe, 


et,  comme 


ôx  dy 


ôx  Oy    - 


il  en  résulte  que  la  courbe  satisfait  à  l'équation  différentielle 

dx        dy 

La  courbe  cherchée  sera  donc  une  courbe  intégrale  de  cette  équa- 
tion différentielle.  On  conçoit  alors  comment,  après  avoir  fait  la 
recherche  de  tous  les  groupes  projectifs,  on  peut,  par  l'intégration 
d'une  équation  différentielle,  arriver  aux  courbes  cherchées. 
MM.  Klein  et  Lie  démontrent  de  plus  que,  pour  les  deux  premiers 
types,  en  supposant  que  le  premier  ne  se  réduise  pas  à  l'équation 
d'une  conique,  il  n'y  aura  pas  d'autre  groupe  projectif  transformant 
la  courbe  en  elle-même  que  le  groupe  à  un  paramètre 

X  =  ax,         Y  =  by         (a  =  6«) 

pour  la  première,  et,  pour  la  seconde,  le  groupe 

X  =  ax,     Y  =  y  -+-  b         {a—  eb). 
Revenons   maintenant  à   notre    problème.  En  laissant  d'abord  de 
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côté  le  cas  de  la  conique,  nous  aurons  pour  relation  entre  u  et  v  le 
seul  type 


m  et  n  étant  des  entiers,  puisque  le  second  type  est  transcendant. 
Donc,  pour  l'équation  linéaire  E,  en  excluant  les  cas  déjà  étudiés  et 
celui  où  la  relation  entre  yK,  y2-,  r3  serait  du  second  degré,  on  peut 
admettre  que  cette  relation  a  la  forme 


en  posant  toujours  u=—>  v=--^-  Le  groupe  relatif  aux  transfor- 
mations de  u  et  p,  déduit  du  groupe  de  transformations  de  l'équa- 
tion E,  sera  nécessairement,  s'il  dépend  d'un  paramètre  arbitraire,  le 

groupe 

U  =  au,         V  =  bv         (am  =  b"  ). 

On  voit  que  l'expression 

du 

~dJ- 

1  u 

est  une  fonction  rationnelle  de  y{,  y2,  ys  restant  invariable  parles 
substitutions  du  groupe  de  l'équation,  et,  par  suite,  a  s'obtiendra  par 
une  quadrature.et  v  s'en  déduira  immédiatement.  Il  en  résulte  que  u 
et  v  seront  de  la  forme 

(x —  «,  )ai(  x —  a2)«i 

On  aura  ensuite  r,  par  la  formule  (à),  et  yt  sera  de  même  forme 
ainsi  c[uey2  et  y3. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  racines  des  équations  fondamen- 
tales déterminantes  soient  commensurables  pour  tous  les  points  sin- 
guliers de  E;  il  est  visible  que  y, ,  y25  ,>':*  seront  alors  algébriques,  et 
nous  retrouvons  alors  un  théorème  donné  par  M.  Fuchs  dans  le 
Mémoire  cité  : 

Si  t'a  relation  F  est  de  degré  supérieur  à  deux,  l'équation  E 
s 'intègre  algébriquement. 

32.  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  la  relation  F  est  du  second  degré. 
M.  Fuchs  démontre  alors  que  l'équation  E  esl  l'équation  donnant  le 
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carré  de  l'intégrale  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre.  Nous 
allons  l'établir,  en  nous  plaçant  toujours  au  point  de  vue  de  la  théo- 
rie des  groupes  de  transformations. 

On  peut  supposer  que  la  relation  quadratique  a  la  forme 


Le  groupe  de  transformations  de  l'équation 

t  Yj  =  aJ\  -H  bYi  -t-c/s, 

(  S  )  -    Y,  =  a'yx  -+-  b'y.2  -+-  c>3, 

f   Y3  =  a"y1  h-  b"y2  +  c"j-3 

sera  nécessairement  un  sous-groupe  du  groupe  général  à  quatre  para- 
mètres, transformant  en  elle-même  l'équation y\  — yK  }'2=  o.  Posons 
alors 


on  en  déduira 
nous  avons  donc 

Soit  de  même 
nous  aurons  alors 


v7/!,       v  =  Jy*\ 


r.i 


Yx  =  "2, 

JK2=^,        yz  = 

Yi=U», 

y,  =  v«,      y,= 

U2  = 

«m2    -1-  èe2  -f-  cw, 

V2^ 

a'  M2  -+-  6' y2  h-  c'  MP, 

uv  = 

a"  a* -h  b"  v* -r-  c"uv 

uv 


Or,  m  et  v  étant  fonctions  de  deux  quantités  v ,  et  jk^,  ainsi  que  U 
et  V,  il  est  clair  que  U  et  V  sont  des  fonctions  de  u  et  v,  et  ce  sont 
les  expressions  de  U  et  V  en  u  et  c  que  nous  nous  proposons  précisé- 
ment de  trouver.  Or,  des  trois  dernières  équations  écrites,  on  peut 
conclure  que  U  et  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  u  et  v.  Les  a,  b,  c 
sont,  en  effet,  tels  qu'on  a,  quels  que  soient  u  et  c,  l'identité 

(au--]-  bv*-±-  cuv)(a'u2-h  b'v2-h  c'  uv)  =  (a"u2-t-  b"v-  +  c"  uv)2. 
Il  en  résulte,  ou  bien  (pie  les  deux  trinômes 

au--~-  bv-  -+-  cuv,         a'  u~-\-  6'e2-4-  c'  uv 
ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant,  ou  bien  que  chacun  d'eui 
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est  un    carré   parfait.   La   première   hypothèse   est   inadmissible,    car 

on  aurait  alors 

a    __  b'  _  c 
abc, 

et,  par  suite,  le  déterminant  de  la  substitution  (S)  serait  nul,  ce  qui 
est  impossible,  car  les  Y  doivent  être  comme  les  y  des  intégrales  for- 
mant un  système  fondamental.  Il  en  résulte  que  nous  sommes  dans 
le  second  cas,  et  alors  L  et  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  a  et  e. 
Par  suite,  l'équation  linéaire  du  second  ordre  ayant  pour  intégrales 

<Jyu       v6'2 

sera  à  coefficients  rationnels,  puisque  les  coefficients  de  cette  équa- 
tion, mise  sous  la  forme 

<*>  £h-P*-kQ.-o. 

seront  des  fonctions  rationnelles  de  y,,  y2,  invariantes  par  les  substi- 
tutions du  groupe  de  l'équation  (E).  Nous  arrivons  donc  à  la  conclu- 
sion que  l'équation  (E)  est  l'équation  obtenue  en  posant 


z  étant  l'intégrale  générale  d' une  équation  (E')  du  second  ordre  : 
c'est  le  résultat  obtenu  d'une  autre  manière  par  M.  Fuchs.  On  pourra 
aussi  consulter  sur  ce  sujet  divers  Mémoires  de  MM.  Laguerre,  Appel  1 
et  Goursat  (').  Je  montrerai  seulement,  pour  terminer,  comment  on 
pourra  reconnaître  si  une  équation  linéaire  donnée 

rentre  dans  la  catégorie  précédente.  Si  Ton  pose 

y  =  *-, 
z  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation 

<r-  z        dz 

-7-7  —  "  ~r    ~  bz^ 
(/./'  dx 


(')  Laguerrk,  Comptes  rendus,   t.  LXXXVIII,  p.  \:>\  et  216;   V.PPELL,  Annales  de 
V École  Normale,  1881  ;  Goursat,  Bulletin  delà  Société  mathématique,  i883. 
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on   aura,   pour  y,   d'après   ce  que  nous  vu  (§  10),    une  équation  du 
troisième  ordre;  un  calcul  facile  donne  pour  cette  équation 

dzY        „     </2 y        /    ,  da\  dy  ( db  _  \ 


En  identifiant  cette  équation  avec  celle  qui  a  été  écrite  plus  haut, 


on  a 

u                       ■>  n           ■->       f  i        da 
B  =  —  a.         3  L  =  2  a2  —  W; r- 


L'élimination  de  a  et  £  entre  ces  trois  équations  donne  l'équation 
de  condition 

i  B 5  -+-  6  B  —. 1 ; G  BG  —  3-t h  2  D  =  o, 

dx        dx'1  dx 

qui  exprime  la  condition  cherchée. 


VI.  Réduction  du  groupe  de  transformations  d'une  équation 
linéaire;  théorème  de  M.  Vessiot  sur  les  équations  intégrables 
par  quadratures. 

33.  On  peut,  relativement  à  la  réduction  du  groupe  de  transforma- 
tions d'une  équation  linéaire,  développer  une  théorie  analogue  à  celle 
qui  a  été  étudiée  dans  la  Section  VI  du  Chapitre  précédent;  c'est 
l'objet  de  la  thèse  déjà  citée  de  M.  Vessiot.  Ce  sujet,  pour  être  appro- 
fondi, demanderait  sur  les  groupes  de  transformations  des  études  plus 
complètes  que  celles  qui  ont  été  faites  plus  haut;  il  appellerait  d'ail- 
leurs encore  bien  des  recherches.  Nous  allons  nous  borner  aux  ana- 
logies les  plus  immédiates  entre  les  deux  théories  en  nous  plaçant  à 
un  tout  autre  point  de  vue  que  M.  Vessiot  et  en  prenant  toujours 
pour  guides  les  idées  de  Galois  sur  la  théorie  des  équations. 

Nous  considérons,  pour  un  domaine  donné  de  rationalité,  une 
équation  linéaire  ayant  le  groupe  G  comme  groupe  de  transforma- 
tions. Soit 

/  dy, 

une  fonction  rationnelle  d'un  système  fondamental  d'intégrales,  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x  appartenant  au  domaine  de 
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rationalilé.  Reprenons  aussi  l'équation 

/       d\  d/>\\ 

d'ordre  p  qui  joue  dans  notre  théorie  le  rôle  essentiel.  En  rempla- 
çant les  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V,  on  peut  regarder  o 
comme  une  fonction  de  V  cl  de  ses  dérivées,  et  nous  écrirons 

/      dV  dP\\ 

Si  la  fonction  ©  est  prise  arbitrairement,  elle  dépend  de  p  con- 
stantes arbitraires,  quand  on  prend  pour  V  l'intégrale  générale  de 
l'équation  f\  la  fonction  ©  satisfera  alors  à  une  équation  différentielle 
d'ordre  />.  Mais  il  pourra  arriver  que,  V  étant  toujours  l'intégrale 
générale  de  /,  la  fonction  ©  ne  dépende  que  de  p'  constantes  arbi- 
traires (p' <C  p)-  Dans  ce  cas,  ©  satisfera  à  une  équalion  différentielle 
d'ordre  //, 

c  /         d&  dl''o\ 

\  '    dx  d.ri'  J 

les  coefficients  étant  des  fonctions  de  x  appartenant  au  domaine  de 
rationalité.  On  voit  que  cette  équation  est  analogue  à  l'équation 
S((p)  —  o  considérée  dans  le  Chapitre  précédent  au  §  32. 

Si  Ton  prend  pourV  une  intégrale  déterminée  c  de  /',  la  fonction  © 
est  complètement  déterminée.  Quand  on  y  remplace  v  par  la  combi- 
naison linéaire  de  c  et  de  ses  dérivées,  qui  donne  l'intégrale  générale 
de/(§  20),  on  obtient  par  hypothèse  une  fonction  dépendant,  non 
de/?,  mais  seulement  de//  arbitraires.  Il  en  résulte  que  la  fonction  © 
restera  invariable  pour  les  substitutions  d'un  groupe  G7  de  transfor- 
mations dépendant  de  p  — //  arbitraires.  Ce  groupe  G'  dépendra,  en 
général,  de  la  solution  choisie  c,  mais  il  peut  arriver  que  ce  groupe  ait 
un  sous-groupe  T  ne  dépendant  pas  de  c;  alors  ce  sous-groupe  I\  dont 
nous  désignerons  par  s  le  nombre  des  arbitraires,  laisse  invariables 
toutes  les  fonctions  ©  déduites  de  la  fonction  initiale  par  toutes  les 
substitutions  du  groupe;  on  peut  encore  dire  qu'il  laisse  invariables 
toutes  les  intégrales  de  S.  Il  est  l'équivalent  d\\  groupe  (H)  qui,  en 
Algèbre,  laisse  invariables  les  fonctions  ©  racines  dune  équalion  S  (cp  ) 
(§  34  du  Chapitre  XVI). 
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3i.  Avant  d'aller  plus  loin,  cherchons  quelle  dépendance  existe 
entre  deux  fonctions  rationnelles  des  intégrales  et  de  leurs  dérivées 
restant  invariables  parles  substitutions  d'un  même  groupe  G,  contenu 
dans  G  et  dépendant  de  q  arbitraires;  nous  supposons  que  la  fonc- 
tion es  considérée  ci-dessus  reste  invariable  par  les  substitutions  de  G, 
et  par  ces  substitutions  seulement. 

Quant  on  met  à  la  place  de  V  une  intégrale  déterminée  v  de  l'équa- 
tion/, la  fonction 

*  Iv  il       dPV\ 


dx  dxt>  j 

envisagée  plus  haut  (§  33),  représente  une  fonction  déterminée  de  x, 
que  nous  désignons  par  z>,  et  elle  reste  invariable  quand  on  met  à  la 
place  de  v  une  autre  intégrale  V  dépendant  de  q  constantes  arbi- 
traires, cette  intégrale  correspondant  précisément  au  groupe  G{  de 
transformations;  ceci  revient  à  dire  que  les  deux  équations  différen- 
tielles  en  V,  désignées  par  (/)  et  (a),  ont  une  solution  commune 
dépendant  de  q  constantes  arbitraires.  On  peut  former,  par  des  cal- 
culs d'élimination,  l'équation  différentielle  d'ordre  q  donnant  cette 
solution  ;  elle  sera  de  la  forme 


*(*.£ 


d'i  V         rf<p 

dx  '  dx'f 


dx  J 


où  nous  avons  mis  en  évidence  ©  et  ses  dérivées. 

Soit  maintenant  ©,  une  seconde  fonction  rationnelle  des  intégrales 
restant  invariable  par  les  substitutions  de  G(  ;  nous  pouvons  exprimer 
les  intégrales  j',,  . . . ,  yn  à  l'aide  d'une  fonction  V  intégrale  de  l'équa- 
tion R  :  cette  fonction  o{  prend  alors  la  forme 

/       dV  d?\         dy 

et  elle  doit  rester  invariable,  quand  on  met  à  la  place  de  V  une  inté- 
grale quelconque  de  l'équation  R.  Si  cette  dernière  équation  est  algé- 

d'i\ 
briquement  irréductible  par  rapport  à  —j —  et  que  À  soit  son  degré  par 

rapport  à  cette  dérivée,  on  réduira  dans  y,,  mis  sous  la  forme  d'un 
quotient  de  polynômes,  le  numérateur  et  le  dénominateur  à  être  seu- 
lement de   degré   A  —  i    en  -=- -,  en   se  servant  de   l'équation   R,   et 
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dans  y,  ainsi  préparé  on  voit  immédiatement,  en  raisonnant  comme 
nous  l'avons  fait  dans  l'établissement  du  second  théorème  fondamen- 
tal (Section  IV  de  ce  Chapitre),  que  V  et  ses  dérivées  doivent  dispa- 
raître, et,  par  suite,  o{  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  <p,  de  ses 
dérivées  et  des  quantités  du  domaine  de  rationalité. 

Si  R  n'était  pas  algébriquement  irréductible,  le  groupe  G,  serait 
complexe;  mais,cp,  restant  par  hypothèse  invariable  pour  le  groupe  Gt, 
Ire  raisonnement  précédent  est  applicable  à  tous  les  groupes  non  com- 
plexes composant  G(,  et  nous  avons  toujours  la  même  conclusion  qui 
rappelle  entièrement  le  théorème  de  Lagrange  étendu  aux  valeurs 
numériques  des  fonctions  rationnelles  des  racines  d'une  équation  : 
la  fonction  <c,  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  de  o  et  de  ses 
dérivées. 

35.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  réduction  du  groupe  d'une 
équation.  Adjoignons  au  domaine  primitif  l'intégrale  générale  cp  de 
l'équation  S  considérée  plus  haut,  qui  reste  invariable  par  les  substi- 
tutions du  groupe  Y  du  §  33.  Nous  allons  établir  que  l'adjonction 
de  cp  réduira  à  Y  le  groupe  de  r  équation  donnée,  proposition  toute 
semblable  à  celle  qui  a  été  établie  au  §  33  du  Chapitre  précédent. 
En  effet,  après  l'adjonction  de  ©,  le  groupe  de  l'équation  ne  peut 
contenir  que  des  substitutions  du  groupe  initial  G  n'altérant  pas  es; 
donc  le  groupe  ne  peut  être  que  Y  ou  un  groupe  contenu  dans  Y. 
Mais  il  est  facile  de  voir  que  toutes  les  substitutions  de  Y  feront  partie  du 
groupe  cherché,  car  toute  fonction  des  intégrales  exprimable  ration- 
nellement, après  l'adjonction  de  cp,  s'exprimera  rationnellement  à 
l'aide  de  cp  et  de  ses  dérivées;  elle  restera  donc  invariable  par  loutes 
les  substitutions  de  Y.  Inversement,  toutes  les  fonctions  des  intégrales 
invariables  par  les  substitutions  de  T,  s'expriment  rationnellement  à 
laide  de  ©  et  de  ses  dérivées,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  pré- 
cédent. Le  groupe  de  l'équation,  après  l'adjonction  de  cp,  est  donc 
bien  le  groupe  Y. 

36.  On  peut  étendre  à  un  sous-groupe  F,  contenu  dans  un  groupe  G 
de  transformations,  la  notion  de  sous-groupe  invariant  si  important 
dans  la  théorie  algébrique  ;  il  n'y  a  rien  à  changer  à  la  définition. 
Montrons  que  le  groupe  T,  auquel  nous  venons  de  réduire  le 
groupe  de  l'équation,  est  invariant  dans  le  groupe  initial  G.  Nous 
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avons 

/     dv  dPv 

'■  \    '  dx  r/.ri' 

et  celte  fonction  ne  change  pas  quand  on  remplace  v  par  une  combi- 
naison linéaire  de  c  et  de  ses  dérivées  répondant  précisément  au 
groupe  r.  Soient  h  une  substitution  de  F,  et  s  une  substitution  quel- 
conque de  G;  la  substitution  s  transforme  les  y  en  Y,  et,  par  suite, 
c  en  une  certaine  intégrale  V  de  f.  La  fonction  ©  devient  <î>,  et  l'on  a 

/      r/V  di>\ 

<|>  =  y  (  \     ,   •  •  •  ,  

A\    '  dx  dxP 

Cette  fonction  <ï>,  considérée  comme  fonction  des  Y,  reste  inva- 
riable quand  on  effectue  sur  ceux-ci  la  substitution  /i,  ce  qui  revient 
à  remplacer  V  par  la  combinaison  linéaire  de  V  et  de  ses  dérivées 
dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Si,  enfin,  on  remplace  les  Y  par  les  y, 
c'est-à-dire  si  l'on  effectue  la  substitution  s-1,  on  retombe  sur  la 
fonctions;  par  suite,  la  substitution 

s   l  hs 

transforme  la  fonction  <p  en  elle-même.  Donc  cette  substitution 
appartient  à  T.  Ainsi  la  transformée  de  h  par  une  substitution  quel- 
conque s~l  de  G  appartient  à  Y  :  c'est  dire  que  ce  dernier  groupe  est 
invariant  dans  G. 

37.  On  voit  que  l'on  est  conduit  par  les  théorèmes  précédents  à 
décomposer,  s  il  est  possible,  G  de  manière  à  avoir  une  suite  de  groupes 
algébriques  linéaires  et  homogènes 

G,     Gi,     . . .,     G.„, 

tels  que  chacun  d'eux  soit  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  le 
dernier  groupe  G^  n'ayant  pas  de  sous-groupe  invariant  dépendant  de 
paramètres  arbitraires.  Par  l'adjonction  successive  des  intégrales 
d'équations  S,  nous  ramènerons  à  ne  plus  avoir  d'arbitraires  le 
groupe  de  l'équation  qui  sera  alors  intégrée.  Déjà  M.  Lie,  dans  la 
théorie  générale  des  groupes,  axait  été  conduit  à  envisager,  pour  un 
groupe  de  transformations  quelconque,  une  suite  analogue  à  la  pré- 
cédente, où  chaque  groupe  est  un  sous-groupe  invariant  du  précédent. 
On   peut  même  supposer  de  plus  que  chaque  groupe  est  un  sous- 
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groupe  invariant  maximum  du  précédent,  c'est-à-dire  que,  étant 
considérés  par  exemple  G  et  G,,  il  n'existe  pas  de  sous-groupe  in- 
variant de  G,  dépendant  d'un  plus  grand  nombre  de  paramètres  que 
G,.  L'établissement  d'une  telle  suite  constitue  ce  que  M.  Lie  a  appelé 
une  décomposition  normale  du  groupe  G  en  une  série  de  sous- 
groupes,  et  l'on  peut  établir  à  ce  sujet  un  théorème  qui  rappelle  celui 
de  M.  Jordan.  Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  tous  ces  points,  qui 
nous  entraîneraient  trop  avant  dans  la  théorie  des  groupes  de  trans- 
formations. Nous  allons  étudier  seulement  le  cas  où  l'on  adjoindrait 
les  intégrales  d'une  équation  différentielle  auxiliaire,  étude  analogue 
à  celle  qui  a  été  faite  au  §  36  du  Chapitre  précédent. 

o*8.     Supposons   que    nous    adjoignions    au    domaine     primitif    de 
rationalité  l'intégrale  générale  r  de  l'équation 

<f>r         ,    ,  d'^r  \ 

que  nous  désignerons  par  Fl  /•  )  =  o.   Nous  supposons  que  l'équation 
n'a   de  solution  commune  avec   aucune  équation  algébrique  d'ordre 
moindre;    les  coefficients   de  P,  qui   esl    rationnel  par  rapporta/'  et 
ses  dérivées,  appartiennent  au  domaine  de  rationalité. 
Si  l'adjonction  de  /•  réduit  le  groupe,  l'équation 

Jv   d\  dPY\ 

•'  [  d.r  dxl>  J 

aura  une  intégrale,  correspondante  un  système  fondamental,  commune 
avec  une  équation  différentielle  d'ordre  moindre,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  du  domaine  primitif,  de 
/•  et  ses  dérivées.  Soit  /,  l'équation  d'ordre  minimum  jouissant  de 
cette  propriété;  l'équation  , 

.  /_     d\  dt>  Y  dr  (fr-*r\ 

J     \         dx  drl'  <(.r  dx>>-1  / 

joue,  dans  le  nouveau  domaine  de  rationalité,  le  rôle  que  jouai \.f  dans 
le  domaine  primitif.  Le  groupe  de  transformations  de  l'équation,  après 
l'adjonction  de  /•,  dépend  de  p'  paramètres.  Nous  allons  établir,  au 
sujet  de  ce  nombre,  une  inégalité  très  importante.  Je  dis  que  Ton  a 

P'ÙP  —  Ï. 
P.  —  III.  38 


594  CHAPITRE    XVII. 

Supposons,  en  effet,  p'  =  p  —  A  —  p;  différentions  \  fois  l'équa- 
tion /',.  Nous  aurons  ainsi  A  +  i  équations  entre 

XT       d\  dt'-pV  dr  d'^r 

V,        -7—5         •••*        — ,         r,        -7-5         ■  ■  •  •>        -7— -• 

dx  dxi'—?  dx  dxf    ' 

Nous  pouvons  entre  ces  équations  éliminer  /•  et  ses  \  —  1  dérivées, 
et  nous  aurons  ainsi  une  relation  de  la  forme 

/..   dV  dP-?Y\  ,    >  . 

V      dx  dxP-p  ]  v  ~  " 

où  les  coefficients  appartiennent  au  domaine  initial  de  rationalité. 
L'expression  V,  correspondant  à  un  système  fondamental,  satisferait 
donc  à  une  équation  d'ordre  moindre  que  p,  ce  qui  est  impossible. 
Cette  équation  ne  se  réduira  pas  à  une  identité,  car  chaque  équation 
contient  une  dérivée  de  V  ne  figurant  pas  dans  les  précédentes. 
L'inégalité 

P'ïp  —  l 

est  donc  établie,  et  nous  pouvons,  par  suite,  dire  qu'après  V adjonc- 
tion de.  r,  le  groupe  de  V équation  contient  au  moins  p  —  \  para- 
mètres. Nous  désignerons  par  G  le  groupe  initial,  et  par  T  le  groupe 
après  l'adjonction  de  r. 

11  importe  d'approfondir  davantage  la  nature  de  ce  groupe  F.  Pour 
une  intégrale  /•  de  F  (r)  =  o,  nous  avons  une  équation  fK  déterminée, 
et  l'intégrale  générale  de  cette  équation  s'obtient  linéairement  à  l'aide 
d'une,  intégrale  particulière  et  de  ses  dérivées,  les  coefficients  qui 
appartiennent  au  domaine  primitif  dépendant  de//  arbitraires.  Je  dis 
que,  si  l'on  met  à  la  place  de  r  une  autre  intégrale  Rde  F,  l'intégrale 
générale  de  la  nouvelle  équation  fK  s'exprimera  de  la  même  manière 
au  moyen  d'une  intégrale  particulière  et  de  ses  dérivées.  Désignons 
par 

\    '  dx 

l'expression  de  l'intégrale  de  /', ,  correspondant  à  /•  ;  les  deux 
équations 


/.(v.£ 


df'Y         dr 

*   '  '  '  >  — ; r  >    r.  —7—  : 

dx/'  dx 

fxJ  '"  '  "•••  '••'••' 
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sont  deux  équations  en  Yr,  el  toutes  les  solutions  de  la  première 
appartiennent  à  la  seconde;  ceci  entraine  des  relations  entre  r  et  ses 
dérivées,  qu'on  peut  ramener  à  Tordre  \  —  i  au  plus.  Ces  équations 
de  condition  doivent  être  des  identités,  d'après  l'hypothèse  faite  sur 
l'irréductibilité  de  F,  et  l'on  en  conclut  de  suite  le  résultat  annoncé. 
On  remarquera  encore  que  l'on  passe  de  l'équation  /', ,  correspondant 
à  /•,  à  l'équation  /*, ,  qui  correspond  à  R,  en  remplaçant  V  par  une 
combinaison  linéaire  convenable  de  V  et  de  ses  dérivées. 

39.  L'intégrale  générale  de/',  appartient  à/*;  pour  une  intégrale  r 
de  F,  l'équation  /*,  en  V  a  son  intégrale  générale  dépendant  de  />' 
constantes  arbitraires;  en  faisant  varier  /\  on  doit  obtenir  toutes  les 
intégrales  de/,  car,  si  l'intégrale  générale  de  f\  dépendait  de  moins  de 
p  constantes  (  v  compris  les  constantes  figurant  dans/1),  on  formerait 
par  des  calculs  algébriques  l'équation  d'ordre  inférieur  à  p  dont 
dépendrait  cette  fonction,  et  cette  équation  aurait  ses  coefficients 
appartenant  au  domaine  initial  de  rationalité.  Le  nombre  p  ne  pour- 
rait pas  alors  correspondre  au  groupe  de  l'équation  pour  ce  domaine. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  que  T  est  un  sous-groupe 
invariant  de  G.  Soit  une  intégrale  v  correspondant  à  une  équation 
/,  dans  laquelle  on  a  mis  une  certaine  intégrale /•  de  F;  il  correspond 
à  c  des  intégrales  r", ,  Ko,  ...:yn  de  l'équation  proposée.  Effectuons 
sur  iesy  une  substitution  quelconque  s  du  groupe  G  ;  les  y  deviennent 
desYauxquels  correspond  une  fonction  V.  Celle-ci  est  une  intégrale 
d'une  équation/',  dans  laquelle  /a  été  remplacée  par  IL  En  effectuant 
sur  les  Y  une  substitution  h  de  F,  on  remplace  \  par  une  autre  inté- 
grale V  de  la  même  équation,  d'après  ce  (pie  nous  avons  dit  plus 
haut;  enfin  la  substitution  s~t  nous  ramène  de  V  à  une  intégrale  c' 
de  l'équation  initiale  f\  relative  à  r.  La  conclusion  est  (pic  la  substi- 
tution 

s-1  h  s, 

transformer  de  k  par  .v  ' ,  appartient  au  groupe  l\  puisqu'elle  est  la 
substitution  correspondant  au  passage  de  c  à  v'  ;  donc  V  est  invariant 
dans  G. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  l'analogie  des  théorèmes  précédents  avec 
les  propositions  établies  au  ^  36  du  Chapitre  précédent. 

40.  Nous  allons  appliquer,  avec  M.  Vessiot,  le  théorème  précédent 
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à  la  recherche  des  équations  linéaires  iniégrables  par  quadratures  ; 
c'est  un  problème  que  l'on  peut  regarder  comme  l'analogue  du  pro- 
blème de  Galois,  relatif  aux  équations  résolubles  par  radicaux.  Mais  il 
nous  faut  auparavant  revenir  un  instant  sur  Ja  théorie  générale  des 
groupes  de  transformations  pour  définir  une  classe  particulière  de 
groupes  étudiés  par  M.  Lie.  Un  groupe  de  transformations  est  dit 
intégrable  s'il  contient  un  sous-groupe  invariant  avant  un  paramètre 
de  moins  que  lui.  celui-ci  de  même  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 
donc  une  suite 

G,     G],     ....     G.,., 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  précédent  et  ayant 
un  paramètre  de  moins  que  lui.  et  le  dernier  groupe  étant  à  un  seul 
paramètre. 

M.  Lie  a  donné  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
groupe  d'ordre  /•  soit  un  groupe  intégrable.  Cette  condition  est  la 
suivante:  on  pourra  prendre  les  /•  transformations  infinitésimales  du 
groupe,  que  nous  désignons  comme  précédemment  par 

Xt(/),     X2(/),     ....     X,(/), 
de  telle  sorte  que  tout  crochet 

(X;X,-+/,), 

qui  doit  être  une  combinaison  linéaire  des  X,  soit  seulement  une 
combinaison  linéaire  de 

Xt(/),     X2(/),     ....     X/+A-t(/). 

Il  s'agit  ici  de  groupes  de  transformations  quelconques.  Si  l'on 
considère  des  groupes  linéaires  et  homogènes,  M.  Lie  (  ')  a  démontré 
que,  le  groupe  étant  supposé  intégrable,  on  peut  choisir  les  variables 
de  manière  que  toutes  les  transformations  infinitésimales  du  groupe 
soient  de  la  forme 

\K  ne  dépendant  que  de  a;t1  ç.j  que  de  ./ ,    et  ,r2 et.  d'une  ma- 


<  '     S.  Lie,  Théorie  der  Transformations  gruppen,  t.  I,  p.  58g. 
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nière  générale,  \i  de  .**,,  x2,  •  •  .,  x^  toutes  les  letires  ç  représentant 
d'ailleurs  des  fonctions  linéaires  et  homogènes. 

41.  Considérons  maintenant  une  équation  linéaire 

(l„l  y  dm-1  y 

que  nous  supposons  inlégrable par  quadratures.  Soit  G  son  groupe. 
L'adjonction  d'un  certain  nombre  de  quadratures,  qui  se  présentent 
d'abord  dans  le  calcul  de  l'intégrale,  peut  ne  pas  réduire  G,  mais 
il  arrivera  nécessairement  un  moment  où  l'adjonction  d'une  quadra- 
ture réduira  le  groupe  de  l'équation;  or,  adjoindre  une  quadrature, 
c'est  adjoindre  une  intégrale  de  l'équation 

dr 

b  appartenant  ici  au  domaine  primitif  auquel  on  a  adjoint  les  qua- 
dratures antérieures  qui  par  hypothèse  ne  réduisaient  pas  le  groupe. 
L'adjonction  de  /•  diminuant  le  nombre  p  des  paramètres  de  G,  le 
groupe  se  trouve  ramené,  d'après  le  théorème  du  §  39,  à  un  groupe 
d'au  moins  p  —  i  paramètres  (a  =  i)  ;  le  groupe  réduit  G,  aura  donc 
ce  nombre  de  paramètres.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  la  réduction 
du  groupe  de  l'équation  à  un  groupe  ne  renfermant  plus  d'arbitraire, 
et  alors  l'équation  sera  intégrée. 

Nous  auious  donc  une  suite  de  groupes 

G,     G, G5, 

chaque  groupe  étant  un  sous-groupe  invariant  du  précédent,  la  diffé- 
rence du  nombre  des  paramètres  de  deux  groupes  consécutifs  quel- 
conques G;  et  (i,f1  étant  égale  à  l'unité,  et  Je  dernier  groupe  ne 
dépendant  que  d'un  paramètre.  Nous  pouvons  donc  dire  que,  si  une 
équation  linéaire  est  intégrable  par  quadratures,  son  groupe  de 
transformations  est  intégrable. 

i2.  La  réciproque  de  ce  théorème  est  exacte  :  nous  allons  montrer 
que,  si  le  groupe  de  transformations  (Tune  équation  linéaire  est  inté- 
grable, celle  équation  sera  intégrable  par  quadratures. 

[I  résulte  d'abord  du  théorème  du  §  10  que   l'on  peut   choisir  les 
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intégrales  d'un  système  fondamental  de  telle  sorte  que  les  transfor- 
mations finies  du  groupe  soient  de  la  forme 

Y,  =«n  ri, 

Y 2    =  «2lJKl    +  «22JK2, 

Y3    =  «31^1    +  «32^2  «33^3, 


Le  groupe  G  de  l'équation  ne  comprenant  que  des  transformations 
de  celte  forme,  il  est  visible  que  l'expression 

±1 
dx 

yi 

reste  invariable  par  les  substitutions  de  G  et  est,  par  suite,  expri- 
mable rationnellement. 

Nous  aurons  donc  une  première  intégrale  dont  la  dérivée  logarith- 
mique sera  rationnelle.  Faisant  alors  le  changement  de  variable 


y 


=  yi  f  *dx, 


nous  aurons  une  équation  d'ordre  m  —  1 ,  dont   l'intégrale  générale 
sera 

dx  \yj 

En  désignant  par  zt,  z2,  • ..,  zm__{  les  intégrales  de  cette  équation 
correspondant  à  T2,  . ..,  )'„,.  son  groupe  aura  seulement  des  substi- 
tutions de  la  forme 

Z,  =  a22^1, 

^2  =  «32^1  ■+"  «33 --2i 


//;,///  *»/«— 1  • 


Nous  pouvons  donc  raisonner  sur  l'équation  en  ;  comme  sur 
l'équation  initiale.  Nous  aurons  pour  l'équation  en  z  une  intégrale 
dont  la  dérivée  logarithmique  scia  rationnelle  dans  le  nouveau  domaine 
de  rationalité,  c'est-à-dire  après  l'adjonction  de  ys  au  domaine  pri- 
mitif.  On   continuera  ainsi,   de   proche  en  proche,  et  Ton  voil  que 
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l'on  trouvera,  par  des  quadratures  successives,  tous  les  éléments  d  un 
système  fondamental.  Le  théorème  énoncé  est  donc  établi,  et  nous 
avons  la  proposition  suivante,  due  à  M.  Vessiol: 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation 
linéaire  soit  intégrable  par  quadratures  est  que  son  groupe  de 
transformations  soit  intégrable. 

43.  11  résulte  immédiatement  de  là  et  des  théorèmes  généraux  de 
M.  Lie  sur  les  groupes  linéaires  que  l'équation  générale  d'ordre  m, 
c'est-à-dire  une  équation  linéaire  dont  le  groupe  est  le  groupe  général 
à  m-  paramètres,  n'est  pas  intégrable  par  quadratures.  M.  Lie  a,  en 
effet,  montré  (' )  (pie  le  groupe  linéaire  à  m-  paramètres  admet  un 
seul  sous-groupe  invariant  d'ordre  m'1 —  i  ;  c'est  le  groupe  pour  lequel 
le  déterminant  de  la  substitution  est  égal  à  l'unité.  De  plus,  ce  dernier 
groupe  n'admet  aucun  sous-groupe  invariant.  11  est  clair  alors  que  les 
conditions  du  paragraphe  précédent  ne  sont  pas  remplies. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  théorie  des  groupes  de 
transformations  dune  équation  linéaire.  Nous  pensons  avoir  suffi- 
samment montré,  dans  cette  Section  et  dans  la  précédente,  l'intérêt 
de  cette  théorie,  qui  n'est  que  l'extension  bien  naturelle  à  une  ques- 
tion d'Analyse  des  idées  si  fécondes  introduites  en  Algèbre  par 
Galois. 

(  '  )  S.  Lik,   Théorie  cler  Transformationsgruppcn,  t.  I,  Chap.  XXVI. 
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Page    65,  ligne  4  en  remontant,  lire  a62,  au  lieu  de  a  I  02. 

Page  1 55,  ligne  6  en  remontant,  lire  «  entre  a  et  h  »,  au  lieu  de  «  entre 
a  et  6  ». 

Page  2'20,  ligne  8,  la  ponctuation  est  mauvaise.  Il  faut  lire  «  n'annulant 
pas  P;  pour  w0-f-  '2/ctt  (/c  étant  assez  grand),  la  fonction  £  ». 
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